Soutien MPI*) 1/3

TD Théorie n°1

[ndécidabilité par réduction

Introduction, Notations.

L’objectif de ce TD est de réaliser des réductions d’un probléme a un probléme indécidable. Dans ce TD, on ne
traitera pas de réductions polynomiale a un probleme NP-difficile.

Une machine .# pourra étre décrite sous forme d’un algorithme, d’'un programme C, ou d’'un programme O-

CaML. Quel que soit le format, on prendra soin de n’utiliser que des fonctions calculables, ce n’est pas toujours
évident lorsqu’on écrit une machine sous forme d’algorithme.

Dans ce TD, la sérialisation d’un objet mathématique z sera noté (x). Cette notation est la pour simplifier I'é-
criture des machines. Cependant, si une sérialisation n’est pas évidente pour un « type d’objet », on pourra
préciser une fonction de sérialisation associée a ce « type ». Ainsi, on notera ((z,y)) la sérialisation du couple
(x,y) (ceci peut étre étendu pour tout n-uplet). On notera (/) la sérialisation de la machine . : dans le cas
du coude C, ou du code OCAaML, il s’agira du code source de .#, pour un algorithme, ce sera une description
suffisamment précise de I’algorithme.

On notera % une machine universelle, calculant la fonction interpréte :

w’ siw— w’
interpréte (M, w) = M .
non défini sinon

On pourra appeler cette fonction en C ou en OCAML avec la fonction interpréete ou exécute . On utilisera le

mot clé « Interprete » ou « Exécute » dans un algorithme.

On définit w**’ = w,,w,,_; ... w; le mot w renversé ot w = w;ws . . . w,,. On notera L'V = {w"" | w € L} le

langage L renversé, et lopération L — L™V est appelée renversement.

On notera L p le langage d’un probléme P (i.e. P*). On définit le probléme APPARTIENT qui décide siw € L.

On rappelle la structure d’une réduction.

Définition. On dit qu'un probleme @ se réduit a P deés lors Q
qu'’il existe une fonction f : &, — &p calculable telle que : wE QT & f(w) € PT
vt @)—0——
we Qt < f(w) € PT. f(w)
On notera alors Q) < P.

Si@Q < P et que () n’est pas décidable, alors P le n’est pas non plus.
On rappelle le théoréme de I’arrét :

Théoréme. Le probléme ARRET est indécidable.

Entrée, La sérialisation () d’une machine, et w € X*

ARRET: . N e
Sortie. La machine ./ s’arréte-t-elle sur 'entrée w ?

On pourra également utiliser les propriétés de stabilité des langages décidables par union, par concaténation,
par intersection et par complémentaire, méme si ¢ca n’est pas le but premier de ce TD.
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Par exemple, le probléme COARRET (sur la page suivante) est aussi indécidable, c’est le complémentaire du
probléme ARRET.

Entrée. La sérialisation (%) d’une machine, et w € X*

COARRET: . A T
Sortie. Est ce que la machine . ne s’arréte pas sur Uentrée w ?

On admettra que les problémes ci-dessous sont indécidables (ils viennent du TD 11). On pourra utiliser ces
problemes pour les réductions, mais pas ceux définis apres la ligne.

Parmi ces problémes, un est décidable. Trouvez lequel !

. Entrée, La sérialisation (/) d’une machine.
ARRETUNIV: i o )
Sortie. Est-ce que la machine ./ s’arréte sur toutes ses entrées ?
. Entrée, La sérialisation (.#) d’une machine.
ARRETEXISTE : i o )
Sortie. Est-ce que la machine .# s’arréte sur une de ses entrées ?
. Entrée. Deux sérialisations (/) et (/') de machines.
ARRETSIMULT : _ o A ,
Sortie. Est-ce que les machines .# et /" s’arrétent sur les mémes entrées ?
ARRE Entrée, La sérialisation (.#) d’'une machine.
RRET,, : ] o o
w Sortie. La machine ./ s’arréte-t-elle sur 'entrée w ?
Début du TD.
, Entrée, La sérialisation (.#) d’une machine.
REGULIER : o
Sortie. Le langage de ./ est-il régulier ?
P Entrée. La sérialisation (%) d’une machine.
INT: o
Sortie. Le langage de ./ est-il fini ?
v Entrée. La sérialisation (%) d’une machine.
IDE: o
Sortie. Le langage de ./ est-il vide ?
Entrée, La sérialisation (.#) d’une machine.
AccerTETOUT: I
Sortie. Le langage de ./ est-il 2> ?
Entrée, La sérialisation (.#) d’une machine.
COMMENCEPAR,, : ) o )
Sortie. Est-ce que la machine . s’arréte sur une entrée commencant par a ?
, Entrée. La sérialisation (%) d’une machine.
ENTREEPAIR: i o ) ' '
Sortie. Est-ce que la machine ./ s’arréte sur une entrée de taille paire ?
L b Entrée, La sérialisation (.#) d’une machine.
ANGAGEFPAIR: )
Sortie. Est-ce que Z () admet un nombre pair de mots ?
L Entrée. La sérialisation (.#) d’une machine.
OCAL: .
Sortie. Le langage de ./ est-il local ?
L I Entrée. La sérialisation (.#) d’une machine.
ANGAGEIMPAIR : . '
Sortie. Est-ce que () admet un nombre impair de mots ?
I Entrée, La sérialisation (.#) d’'une machine.
NFINI : o
Sortie. Le langage de ./ est-il infini ?
Entrée, La sérialisation (.#) d’une machine.
PALINDROME : . ' '
Sortie. Les mots acceptés par ./ sont-ils tous des palindromes ?
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RENVERSEMENT :

CONCAT:

DISJOINTS :

UNIONTOUT:

CONCATTEST:

MAX3:

NONSTOP:

MONOIDE :

OCAML:

STABLECONCAT :

TAILLEPREMIERE :

AUTOMATE :

AUTOMATELOCAL :

AccEPTECOUPLE:

COMMUTATIF :

Entrée.
Sortie.

Entrée.

Sortie.

Entrée.
Sortie.

Entrée.
Sortie.

Entrée.
Sortie.

Entrée.

Sortie.

Entrée.
Sortie.

Entrée.
Sortie.

Entrée.

Sortie.

Entrée.
Sortie.

Entrée.
Sortie.

Entrée.
Sortie.

Entrée.
Sortie.

Entrée.
Sortie.

Entrée.
Sortie.
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La sérialisation (/) d’une machine.

Le langage de ./ est-il stable par renversement(! ?

La sérialisation (/) d’'une machine.
Le langage de ./ est-il la concaténation de deux langages décidables ?

Les sérialisations (/) et (/') de deux machines.
Les langages de . et J/ sont-ils disjoints ?

Les sérialisations (/) et (/') de deux machines.

L’union des langages de ./ et /A vaut-il 2* ?

Les sérialisations (&), (/) et (#) de trois machines.
Le langage de ./ est-il la concaténation du langage de ./ et de ' ?

La sérialisation (/) d’'une machine.
Les mots acceptés par . sont-ils de taille inférieure ou égale a 3 ?

La sérialisation (.#) d’'une machine.

La machine ./ ne s’arréte-t-elle pas, quel que soit I'entrée ?

La sérialisation (/) d’une machine.
Le langage de . est-il un monoide, pour la concaténation ?

La sérialisation (/) d’'une machine.
La machine .Z reconnait-elle un programme OCAML ?

La sérialisation () d’une machine.

Le langage de ./ est-il stable par concaténation ?

La sérialisation (.#) d’une machine.

La machine ./ accepte-t-elle les entrées dont la taille est un nombre premier ?

La sérialisation (/) d’'une machine.
Le langage de . est-il reconnu par un automate fini & ?

La sérialisation (/) d’'une machine.
Le langage de ./ est-il reconnu par un automate local &/}, ?

Les sérialisations (/) et (#) de deux machines, et deux mots (u, v) € (X*)7.

La machine ./ accepte-t-elle w si et seulement si ./ accepte v ?

La sérialisation (/) d’'une machine.
Le langage de ./ est-il commutatif,?! pour la concaténation ?

Fin du TD.

Un langage L est stable par renversement si L™ = L.

2IUn langage L est commutatif si, pour w = uv € L, on a vu € L, quel que soit la découpe de w.

Hugo SaLou



	Introduction, Notations.

