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DM3; Mathématiques

—  EXERCICE —

1. (a) Soit (an)nen une suite complexe vérifiant (P;). Soit (un ), e une suite complexe.
On suppose que la série Y u, est convergente. Ainsi, u, tend vers 0 (quand n —
00), et donc la suite (un),en est bornée. D’ou, d’apres (Pi), la série Y anun
converge.

(b) Soit (an)nen une suite complexe telle que la série > |an | converge. Montrons que
la suite vérifie la propriété (Pi). Soit (un)nen une suite complexe bornée. Soit
M € R* tel que, pour tout n € N, |u,| < M.On adoncVn € N, 0 < |an un| <
M |an|. Comme la série > M |an| = M - > |an| converge, alors la série Y |an un|
converge. On en déduit que la série > a, u, converge.
2. (a) Non.On pose, pourn € IN, u, = (—1)". La suite (un )ncn est bornée (par —1 et 1).
Mais, la série 3 ay, uy, ne converge pas. En effet, pour n € IN, ap, vy, = (—1)2"- % =
%, et la série ) % diverge par critére de RiemanN.

(b) La fonction = + zInz est croissante, d’ot1, par composition avec la fonction in-

verse, la fonction % est décroissante. On compare série et intégrale :

Inx
N+1 4 N 1
/ drg > ——.
2 zlnz = klnk
Or, a ’aide du changement de variable v = Inz, on a

N+1 1 In(N+1) 1
/ do = / 1 du = m@n(N + 1)) — In(in 2),
2 zlnz In2 u

_1

qui diverge vers +oco quand N — oo. On en déduit que la série > =

(¢) Non. On pose, pourn € IN, u,, = (=

Inn
1

la fonction z — —— est positive et décroissante. On a, pour n € IN, u,, an, =
Inx 9 1 2

Et, on a vu dans la question précédente que la série 3 ——

3. (a) Lasérie > (an+1 — an) converge absolument, donc elle converge simplement. On
pose, pourn € N, S), = 22;11 (ak+1 — ag). Or, comme la somme est télescopique,
on a, pour tout n € IN,

diverge.

. La série alternée > u,, converge; en effet,
1
nlnn’
= > an uy diverge.

n—1

S = Z(ak+1 —ag) = an — ao.
k=1

Or, comme ) (an4+1 — an) converge, S, admet une limite finie ¢. Ainsi, on a a,, =
Sn + ao —+> £+ ap € C. La suite (an)nen admet donc une limite finie.
n—r oo
(b) On procede par récurrence.

— On a d’une part 2711:0 anun = apug + ajul, et d’autre part
0
Z(an —an4+1)Un +a1U1 = (ap — a1)Up + a1 Uy

n=0 = ag up — aruy + a1 u1 + gy
= apuo + ajug

— Soit N € IN. On suppose que

N N-1
Zanun = Z(an _an+1)Un +aNUN
n=0 n=0
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1.

(a)

(b)

(a)

Ainsi,
N+1 N
D antun = anun +ant1un1
n=0 n=0
N-1
> (an — ant1)Un + anUn + an41(Un41 — Un)
=0
N-1
Z (an — an+1)Un + (an —an41)UN +an11UNnt1

n=0

N
= Z(an —an+1)Un +an11UNn11

n=0

Si )" uy, converge, alors (Uy, ),cn converge, et donc la série > anu, converge.
On pose, pour tout n € N, r, = lan| et On = arg(an). Ainsi, Vn € N, a,, =
rnetfn . On pose, pour tout n € IN, u,, = e~ La suite (un)new est composée de
complexes de module 1. On a, pour tout n € N, a,, uy, = ry €7 e~ ¥n = 1, Or,
comme la série > |an| = > ry diverge, alors la série Y anu, diverge également.
On a montré dans la question (1b) que si la série Y |a, | converge, alors elle vérifie
(P1). Puis, on a montré en question (4a) que si la série ) |a,| diverge, alors elle
ne vérifie pas (P2). On en déduit que la suite (an ), e vérifie (P1) si, et seulement
si la série ) |an| converge (i.e. la série ) a, est absolument convergente).

— PrROBLEME —

On trouve xp7(q)(X) = (X —2)(X —1)(X +a—2). En effet, soit A € R. On calcule

A—1 1 —a
det (AI3 — M(a)) =| 0 A—2 o
-1 -1 A—2+«
A—1 1 —a
=A=-1 Ax-1 0 avec Lo < L1 + Lo
-1 -1 A—2+4a«
A—2 1 —a
= 0 A—1 0 avec C + C1 — C2
0 -1 A—2+4+a
A—1 0
=@=2" A—2+a

—(A=2)A—D(A—2+aq).

(b) On a bien Hle(X —ai;) = (X = 1)(X = 2)(X +a—2) = Xpr(a)(X), done M ()

est bien une matrice a diagonale propre.

(c) Comme x(q) est scindé, on voit que ses racines sont 1, 2 et 2 — . Donc

M () est diagonalisable <= xar(q) est scindé a racines simples
<~ 2—-—a#let2—a#2
<~ aFleta#0
— a ¢ {0,1}.
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2. Soit A € R.On a

A 0 1

det(\[3 —A)=|0 A 0
-1 0 A

A1

-4

=AM +1)

Son polyndéme caractéristique est x 4 (X) = —X (X2 + 1). Il nest pas scindé sur R, la
matrice A n’est donc pas a diagonale propre.

3. Soit A = (*}) € M2(R). Ona xa(X) =det (X7, ) = (X — a)(X — d) — be. Ainsi,

A est & diagonale propre <= xa(X) = (X —a)(X —b) <= b=0ouc=0.

On en déduit que 62 = {({ Z) | (a,b,d) € R} U {(*9) | (a,c,d) € R}. Autrement dit,
€2 est 'ensemble des matrices 2 x 2 triangulaires.

4. Une matrice est inversible si, et seulement si elle ne possede aucun ‘0’ sur sa dia-
gonale. En effet, une matrice A est inversible A si, et seulement si det A # 0. Or,
det A = J] AESP(A) A" (ou m) correspond & la multiplicité de la racine A du poly-
noéme caractéristique). On en déduit que A est inversible si et seulement §’il exist pas
X € Sp(A) avec A"*A =0, donc A = 0.

Par exemple, on pose
1 0 O
A=(1 1 0],
1 1 1
une matrice non diagonale. On a x4 (X) = (X — 1)3, car c’est un déterminant triangu-
laire. C’est donc bien une matrice a diagonale propre. Et, comme ‘0’ n’est pas racine du
polyndme caractéristique, on en déduit que A est inversible. On a, par méthode du pivot

de Gauss,
1 0 0
Al=-1 1 o0
0 -1 1

qui est aussi une matrice & diagonale propre. En effet, ona x , -1 (X) = (X —1)3, comme
c’est un déterminant triangulaire.

5. On pose
ail a2 a3
A= a21 a2 a3 | €.dM3R).
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On calcule le polynome caractéristique : soit A € R, on a

A —a1 —aj2 —ai3
det(AM3 —A) =| —a21 A —a22  —as3
—asy —az2 A —ass
— (A—an1) A—az  —ag3
—az2 A —as3
—aj2  —ai3
+ a21 A
—as2 —ass3
I e
SLIN—azs  —ass

= (A —a11)((A — a22)(A — a33) — a3a32)
+ az1(a12(azz — A) — a13a32)
— az1(a12a23 + a13(X — a22))
= (A —a11)(A — a22)(A — az3) — azzaz2 (X —ai1)
+ az1a12(a3s — A\) — a13a32a21 — az1a12a23
—agra1z(\ — az2)
=23 — X2(a11 + a2z + az3)
+ A(agza33 + a11a22 + a11a33 — az3a32 — az21a12 — A31013)
— 11022033 + 423032011 + a21012033
— a13a32021 — (31412023 — 431013022
Or, [T2.,(A—aii) = (A—a11)(A—a22)(A—as3) = A> = A2(a11 +az2 +ass) +A(ar1a22 +
as2a33 + ai1as3) — aiiazzazs. Or, deux polynémes (ici d’'inconnue \) sont égaux si et
seulement si leurs coefficients sont égaux. On en déduit que A est a diagonale propre si

et seulement si asgzazs + az1a12 + az1a1z3 = 0, et det A = aq1a22a33 (car le coefficient
constant vaut (—1)3 det A = — det A).

. On utilise le résultat trouvé a la question précédente : on a det A’ = 3 +4 -1 = 6
en développant selon la premiere ligne, ce qui correspond a 1 x 1 x 6. De plus, on a
3 —1—2=0.0n en déduit que A’ est une matrice a diagonale propre.

. On pose p la largeur de la matrice A, et ¢ la largeur de la matrice C. On a
_|AL,—-A -B

| o Nig =C

=det(Alp — A) x det(A; — C) = xa(A) — xc(A)

xm(A) = det(A I, — M)

car le déterminant est triangulaire par blocs. On en déduit que x; = x4 X Xc-

(a) On pose

D’apres les questions précédentes, cette matrice (qui a bien treize coefficients non-
nuls) est bien a diagonale propre.

(b) On a

M est a diagonale propre <= xn(X) = (X —a)(X —¢)(X —e)(X — h)
= xa(X) xxo(X) = (X —a)(X —¢)(X —e)(X = h)

{XA(X) =X -e)(X—h)
xo(X) = (X —a)(X —¢)

En effet, §’il y avait un facteur (X — g) dans la forme factorisée du polynéome
caractéristique de A (ou respectivement C), alors la matrice A (ou respectivement
C) serait diagonale, ce qui est impossible car les coefficients de A (respectivement
C) sont tous non-nuls.
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9.

10.

11.

12.

On pose

En effet, X(21) (X)=(X—-2)2-1=X2-4X+3 = (X-3)(X-1), etx(g 71)(X) =

(X =3)(X—1)—1=X2-4X 42 = (X —2)2. La matrice M est donc a diagonale
propre.
Soient a,b € R. On sait que, si C est a diagonale propre, alors !C T'est aussi. (En effet,
les coefficients diagonaux sont invariants par transposée, et le polynéme caractéristique
aussi.) Or, 'C' = Y(aA) + bl,) = a'A + bl,, = C'. Montrons a présent que C est &
diagonale propre.

— Si A est une matrice a diagonale propre, alors a A 'est aussi. En effet, soit A € R, on
a XgA(X) = det(XI, —aA) = det (a(%[n —A))=a" det(% —A)= a"x,q(%),
=)

et [T (X — aasi) = [Ty (a(Z - aiy)) = a" [ (F — aii) = a™xa(Z
Ainsi, a A est une matrice a diagonale propre.
— Si A estune matrice a diagonale propre, alors A+1I,, I'est aussi. En effet, x 4 1,, (X)
det(XIn,—A—1I,) =det (X —1)In—A),et TI7; (X —(a;; +1)) =T, (X—
1) — “i,i)- Ainsi, A + I,, est une matrice a diagonale propre.
On suppose b # 0. (On a déja procédé au cas b = 0 au premier tiret.) On sait que
C = b((%A) + I,). Si A est a diagonale propre, alors ¢ A I'est aussi, et donc ¢ A + I,
est aussi une matrice a4 diagonale propre. On en déduit que C' = b(7 A + I,) est une
matrice a diagonale propre.

Soit A € ;. Soit p € IN. On pose C), = A + %In. C’est une matrice a diagonale propre

d’apres la question (9). La matrice C), est inversible si et seulement si det C), = det(A —
(f%)ln # 0, donc si et seulement si f% n’est pas une valeur propre de A. Or, toute

matrice & un nombre de valeurs propres fini. Si, pour p € IN*, —% ¢ Sp(A), alors on
pose po = 1. Sinon, on pose 'ensemble P = {p € IN* | —% € Sp(A)}; c’est une partie de

IN non vide, elle admet un maximum. On pose pg = max(p) + 1. Par construction, on a
bienp > pgp = detCp, # 0ie. Cp € Gp.

(a) Non. D’apres le théoréme spectral, la matrice M = (g (2)) € Sy est diagonalisable,
donc trigonalisable. Mais, xa7(X) = X2 — 4 # (X — 0)(X — 0).

(b) Toute matrice & diagonale propre admet un polynéme caractéristique scindé sur
R, elle est donc trigonalisable.

(¢) — Soit A € Jly,,(R). On sait que le polynéme caractéristique est un invariant
de similitude. Ainsi, si A est semblable & une matrice B a diagonale propre,
alors xp = x4, qui est un polynéme scindé par définition de matrice a dia-
gonale propre.

— Soit A € Jl,,(R) une matrice dont le polynome caractéristique est scindé.
Ainsi, elle est trigonalisable : soit B € Jl,(IR) une matrice triangulaire sem-
blable a A. Or, une matrice triangulaire est a diagonale propre. En effet, le
déterminant det(X I,, — B) est triangulaire, donc égale aux produit des coef-
ficients diagonaux X — b; ;.
On en déduit de cette ANaLYSE-SYNTHESE qu'une matrice A est semblable & une
matrice & diagonale propre si et seulement si le polynéme caractéristique de A est
scindé.
Soit A € Jl, (R). On pose

@il @i
2 0 0 3 aiz ... (@l
a 0
U= 2 et V=
0 : T T Gn-1,n
anl R R T | CL"T" 0 S 0 G"T"

Par construction, on a bien A = U + V, et les matrices U et V sont triangulaires, donc a
diagonales propres (c.f: question précédente). Ainsi, toute matrice est la somme de deux
matrices a diagonales propres.
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13.

14.

15.

16.

Non, €,, n’est pas un sous-espace vectoriel de ./, (R). En effet, on a prouvé que toute
matrice de J(,(RR) peut étre décomposée en somme de deux matrices U et V de §,,. Or,
si €, est un sous-espace vectoriel, alors U + V' € €,,. Mais, ce n’est pas le cas : il existe
des matrices qui ne sont pas a diagonale propre (par exemple (g g) Z €2).

Soit A = (a;,5); JEn] € Mn(R). On pose 'A = (b 7, k);,ke[[l n]» €t TAA = (Ci,k)i,ke[[l,n]]'
On a, pour i,k € [In], ¢; = 2]71 a;, bk = ZJ 1 @i jag ;. Ainsi,

n n n
CUED SV BH 3N
i=1 i=1j=1
(a) La matrice A est semblable a diag(A1, ..., \,). De méme, la matrice ‘A est aussi
semblable a diag(A1,...,An) (comme c’est sa propre transposée). En effet, soit

P € GL,(R) telle que P~' - A- P = D ou D = diag(\1,...,\n), alors fA =
{P=1.D.P) = (tP)-*D - (*P)~1, donc 'A est aussi semblable & D. Ainsi, par
produit (P~1- A.P.(tP).-tA.(tP)~1 = P~1. A'A. P = D?),la matrice ‘A A est
semblable & D2. D’oi1, comme la transposée est un invariant de similitude,

i i ai] =tr(*AA) = tr(D?) Z N

i=1j=1

(b) Si A est a diagonale propre, alors, pour i € [1,n], \; = a;,;. D’out

2> =2 a cdone 33 a?, =0
g=1l gi=1l =il 1=1j5=1
J#i

Or, il s’agit d'une somme de termes positifs ou nuls, qui est nulle. On en déduit que
tous les termes de la sommes sont nuls, i.e. Vi, Vj # i, a; j = 0. La matrice A est
donc diagonale. L'inclusion réciproque est vraie comme toute matrice diagonale
est une matrice a diagonale propre.

(a) Comme la matrice A est anti-symétrique, sa diagonale est nulle. On en déduit
que toutes ses valeurs propres sont nulles. Ainsi, x4 (X) = X". Or, d’apres le
théoréme de CavyLey & Hamirron, le polyndome caractéristique est annulateur de
la matrice A. D’ot1 x 4(A) = 0. On en déduit que A™ = 0.

Comme A est anti-symétrique, ‘A = —A, et donc (fAA)™ = (—A%)? = (—1)™  A".
A" = 0.

(b) Lamatrice !AA est symétrique. En effet, (! AA) = tA-Y(*A) = tAA. Ainsi, d’apres le
théoréme spectral, elle est diagonalisable en D = diag(\1, ..., \n). Or, (fAA)" =
0, donc les valeurs propres sont toutes nulles. On en déduit que A A est semblable
a la matrice nulle, i.e. YAA = 0.

(c) On applique la trace : tr(*fAA) = >0 | > a? ; = 0.0r, comme C’est une somme
de termes positifs ou nuls, ils sont tous nuls, la matrice A est donc la matrice nulle.

Onadims, = 21,

17. D’apres les questions (15abc), €, N o, = {0}, donc F N d,, = {0} (car 0 € F, car c’est

18.

un espace vectoriel). La somme est donc directe. Ainsi, dim F' + dimd,, = dim(F &
dy) < dimJl,(R) = n?. Ainsi, dim F < n? — @ = w L'espace des ma-
trices triangulaires inférieures (7,]) est un sous-espace vectoriel de ., (R). On a bien
el %n En effet, toute matrice triangulaire inférieure est a diagonale propre. Et, on

a dlm n(n-H)

Soit m < n. On considére 'ensemble %,, des matrices de la forme M = (‘3 g ) ou A
et D sont triangulaires inférieures de tailles respectives m x m et (n — m) x (n — m).
Ainsi, A et D sont & diagonale propre, donc M aussi. L'ensemble Z,,, est bien un sous-

espace vectoriel, car 'ensemble des matrices triangulaires en forme un. On a dim Z,,, =
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dim ?7,,11 + dim ‘Jnlm + dim My, —m (R), car la somme est directe. Ainsi,

2dim %, = 2dim T +2dimTL_,, 4+ 2dim Mo, 1 —m (R)
=m(m+1)+ (n—m)(n —m+1) + 2m(n — m)
= g + g+ 0% — 20m7 + g+ — gt + 2w — 277
=n?+n

=n(n+1)

On en déduit que, pour tout m € [1,n — 1], 'espace Z,, est de dimension w, est
composé de matrices a diagonales propres, mais n’est pas composé uniquement de ma-
trices triangulaires : la matrice M, ci-dessous, n’est pas triangulaire mais

0 --- -~ 0 1
M = v €EZ
0 0 0



