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DM3 Mathématiques
— Exercice —

1. (a) Soit (an)n∈N une suite complexe vérifiant (P1). Soit (un)n∈N une suite complexe.
On suppose que la série

∑
un est convergente. Ainsi, un tend vers 0 (quand n→

∞), et donc la suite (un)n∈N est bornée. D’où, d’après (P1), la série
∑
anun

converge.
(b) Soit (an)n∈N une suite complexe telle que la série

∑
|an| converge. Montrons que

la suite vérifie la propriété (P1). Soit (un)n∈N une suite complexe bornée. Soit
M ∈ R+ tel que, pour tout n ∈ N, |un| 6 M . On a donc ∀n ∈ N, 0 6 |an un| 6
M |an|. Comme la série

∑
M |an| =M ·

∑
|an| converge, alors la série

∑
|an un|

converge. On en déduit que la série
∑
an un converge.

2. (a) Non. On pose, pour n ∈ N, un = (−1)n. La suite (un)n∈N est bornée (par−1 et 1).
Mais, la série

∑
anun ne converge pas. En effet, pour n ∈ N, anvn = (−1)2n · 1

n
=

1
n
, et la série

∑ 1
n

diverge par critère de Riemann.
(b) La fonction x 7→ x lnx est croissante, d’où, par composition avec la fonction in-

verse, la fonction 1
x ln x

est décroissante. On compare série et intégrale :

∫ N+1

2

1

x lnx
dx 6

N∑
k=2

1

k ln k
.

Or, à l’aide du changement de variable u = lnx, on a∫ N+1

2

1

x lnx
dx =

∫ ln(N+1)

ln 2

1

u
du = ln(ln(N + 1))− ln(ln 2),

qui diverge vers +∞ quand N →∞. On en déduit que la série
∑ 1

n lnn
diverge.

(c) Non. On pose, pour n ∈ N, un =
(−1)n

lnn
. La série alternée

∑
un converge ; en effet,

la fonction x 7→ 1
ln x

est positive et décroissante. On a, pour n ∈ N, un an = 1
n lnn

.
Et, on a vu dans la question précédente que la série

∑ 1
n lnn

=
∑
an un diverge.

3. (a) La série
∑

(an+1 − an) converge absolument, donc elle converge simplement. On
pose, pour n ∈ N, Sn =

∑n−1
k=1 (ak+1− ak). Or, comme la somme est télescopique,

on a, pour tout n ∈ N,

Sn =

n−1∑
k=1

(ak+1 − ak) = an − a0.

Or, comme
∑

(an+1 − an) converge, Sn admet une limite finie `. Ainsi, on a an =
Sn + a0 −−−−−→

n→+∞
`+ a0 ∈ C. La suite (an)n∈N admet donc une limite finie.

(b) On procède par récurrence.
— On a d’une part

∑1
n=0 anun = a0u0 + a1u1, et d’autre part

0∑
n=0

(an − an+1)Un + a1U1 = (a0 − a1)U0 + a1U1

= a0 u0 −���a1 u0 + a1 u1 +���a1 u0

= a0u0 + a1u1

— Soit N ∈ N. On suppose que

N∑
n=0

anun =

N−1∑
n=0

(an − an+1)Un + aNUN .
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Ainsi,

N+1∑
n=0

anun =

N∑
n=0

anun + aN+1uN+1

=

N−1∑
n=0

(an − an+1)Un + aNUN + aN+1(UN+1 − UN )

=

N−1∑
n=0

(an − an+1)Un + (aN − aN+1)UN + aN+1UN+1

=

N∑
n=0

(an − an+1)Un + aN+1UN+1

Si
∑
un converge, alors (Un)n∈N converge, et donc la série

∑
anun converge.

4. (a) On pose, pour tout n ∈ N, rn = |an| et θn = arg(an). Ainsi, ∀n ∈ N, an =
rneiθn . On pose, pour tout n ∈ N, un = e−iθn . La suite (un)n∈N est composée de
complexes de module 1. On a, pour tout n ∈ N, an un = rn eiθn e−iθn = rn. Or,
comme la série

∑
|an| =

∑
rn diverge, alors la série

∑
anun diverge également.

(b) On a montré dans la question (1b) que si la série
∑
|an| converge, alors elle vérifie

(P1). Puis, on a montré en question (4a) que si la série
∑
|an| diverge, alors elle

ne vérifie pas (P2). On en déduit que la suite (an)n∈N vérifie (P1) si, et seulement
si la série

∑
|an| converge (i.e. la série

∑
an est absolument convergente).

— Problème —
1. (a) On trouve χM(α)(X) = (X−2)(X−1)(X+α−2). En effet, soit λ ∈ R. On calcule

det
(
λI3 −M(α)

)
=

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 1 −α
0 λ− 2 α
−1 −1 λ− 2 + α

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 1 −α
λ− 1 λ− 1 0
−1 −1 λ− 2 + α

∣∣∣∣∣∣ avec L2 ← L1 + L2

=

∣∣∣∣∣∣
λ− 2 1 −α
0 λ− 1 0
0 −1 λ− 2 + α

∣∣∣∣∣∣ avec C1 ← C1 − C2

= (λ− 2)

∣∣∣∣λ− 1 0
−1 λ− 2 + α

∣∣∣∣
= (λ− 2)(λ− 1)(λ− 2 + α).

(b) On a bien
∏3
i=1(X − ai,i) = (X − 1)(X − 2)(X +α− 2) = χM(α)(X), doncM(α)

est bien une matrice à diagonale propre.
(c) Comme χM(α) est scindé, on voit que ses racines sont 1, 2 et 2− α. Donc

M(α) est diagonalisable ⇐⇒ χM(α) est scindé à racines simples
⇐⇒ 2− α 6= 1 et 2− α 6= 2

⇐⇒ α 6= 1 et α 6= 0

⇐⇒ α 6∈ {0, 1}.
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2. Soit λ ∈ R. On a

det(λI3 −A) =

∣∣∣∣∣∣
λ 0 1
0 λ 0
−1 0 λ

∣∣∣∣∣∣
= −λ

∣∣∣∣ λ 1
−1 λ

∣∣∣∣
= −λ(λ2 + 1)

Son polynôme caractéristique est χA(X) = −X(X2 + 1). Il n’est pas scindé sur R, la
matrice A n’est donc pas à diagonale propre.

3. Soit A =
(a b
c d

)
∈M2(R). On a χA(X) = det

(X−a −b
−c X−d

)
= (X − a)(X − d)− bc. Ainsi,

A est à diagonale propre ⇐⇒ χA(X) = (X − a)(X − b) ⇐⇒ b = 0 ou c = 0.

On en déduit que E2 =
{(a b

0 d

)
| (a, b, d) ∈ R3

}
∪
{(a 0
c d

)
| (a, c, d) ∈ R3

}
. Autrement dit,

E2 est l’ensemble des matrices 2× 2 triangulaires.
4. Une matrice est inversible si, et seulement si elle ne possède aucun ‘ 0 ’ sur sa dia-

gonale. En effet, une matrice A est inversible A si, et seulement si detA 6= 0. Or,
detA =

∏
λ∈Sp(A) λ

mλ (où mλ correspond à la multiplicité de la racine λ du poly-
nôme caractéristique). On en déduit que A est inversible si et seulement s’il exist pas
λ ∈ Sp(A) avec λmλ = 0, donc λ = 0.
Par exemple, on pose

A =

Ñ
1 0 0
1 1 0
1 1 1

é
,

une matrice non diagonale. On a χA(X) = (X − 1)3, car c’est un déterminant triangu-
laire. C’est donc bien une matrice à diagonale propre. Et, comme ‘ 0 ’ n’est pas racine du
polynôme caractéristique, on en déduit que A est inversible. On a, par méthode du pivot
de Gauss,

A−1 =

Ñ
1 0 0
−1 1 0
0 −1 1

é
qui est aussi une matrice à diagonale propre. En effet, on a χA−1 (X) = (X−1)3, comme
c’est un déterminant triangulaire.

5. On pose

A =

Ñ
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

é
∈M3(R).

3



Hugo Salou MPI? DM3 Mathématiques

On calcule le polynôme caractéristique : soit λ ∈ R, on a

det(λI3 −A) =

∣∣∣∣∣∣
λ− a11 −a12 −a13
−a21 λ− a22 −a23
−a31 −a32 λ− a33

∣∣∣∣∣∣
= (λ− a11)

∣∣∣∣λ− a22 −a23
−a32 λ− a33

∣∣∣∣
+ a21

∣∣∣∣−a12 −a13
−a32 λ− a33

∣∣∣∣
− a31

∣∣∣∣ −a12 −a13
λ− a22 −a23

∣∣∣∣
= (λ− a11)

(
(λ− a22)(λ− a33)− a23a32

)
+ a21

(
a12(a33 − λ)− a13a32

)
− a31

(
a12a23 + a13(λ− a22)

)
= (λ− a11)(λ− a22)(λ− a33)− a23a32(λ− a11)

+ a21a12(a33 − λ)− a13a32a21 − a31a12a23
− a31a13(λ− a22)

= λ3 − λ2(a11 + a22 + a33)

+ λ(a22a33 + a11a22 + a11a33 − a23a32 − a21a12 − a31a13)
− a11a22a33 + a23a32a11 + a21a12a33

− a13a32a21 − a31a12a23 − a31a13a22

Or,
∏3
i=1(λ−ai,i) = (λ−a11)(λ−a22)(λ−a33) = λ3−λ2(a11+a22+a33)+λ(a11a22+

a22a33 + a11a33) − a11a22a33. Or, deux polynômes (ici d’inconnue λ) sont égaux si et
seulement si leurs coefficients sont égaux. On en déduit que A est à diagonale propre si
et seulement si a23a32 + a21a12 + a31a13 = 0, et detA = a11a22a33 (car le coefficient
constant vaut (−1)3 detA = − detA).

6. On utilise le résultat trouvé à la question précédente : on a detA′ = 3 + 4 − 1 = 6
en développant selon la première ligne, ce qui correspond à 1 × 1 × 6. De plus, on a
3− 1− 2 = 0. On en déduit que A′ est une matrice à diagonale propre.

7. On pose p la largeur de la matrice A, et q la largeur de la matrice C. On a

χM (λ) = det(λIn −M) =

∣∣∣∣λIp −A −B
0 λIq − C

∣∣∣∣
= det(λIp −A)× det(λIq − C) = χA(λ)− χC(λ)

car le déterminant est triangulaire par blocs. On en déduit que χM = χA × χC .
8. (a) On pose

M =

Ü
1 1 1 1
−1 1 1 1
−2 3 6 1
0 0 0 1

ê
.

D’après les questions précédentes, cette matrice (qui a bien treize coefficients non-
nuls) est bien à diagonale propre.

(b) On a

M est à diagonale propre ⇐⇒ χM (X) = (X − a)(X − c)(X − e)(X − h)
⇐⇒ χA(X)× χC(X) = (X − a)(X − c)(X − e)(X − h)

⇐⇒
®
χA(X) = (X − e)(X − h)
χC(X) = (X − a)(X − c)

En effet, s’il y avait un facteur (X − β) dans la forme factorisée du polynôme
caractéristique deA (ou respectivement C), alors la matriceA (ou respectivement
C) serait diagonale, ce qui est impossible car les coefficients de A (respectivement
C) sont tous non-nuls.
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On pose

M =

Ü
3 −1 1 1
1 1 1 1
0 0 2 1
0 0 1 2

ê
.

En effet, χÄ2 1
1 2

ä(X) = (X−2)2−1 = X2−4X+3 = (X−3)(X−1), et χÄ3 −1
1 1

ä(X) =

(X−3)(X−1)−1 = X2−4X+2 = (X−2)2. La matriceM est donc à diagonale
propre.

9. Soient a, b ∈ R. On sait que, si C est à diagonale propre, alors tC l’est aussi. (En effet,
les coefficients diagonaux sont invariants par transposée, et le polynôme caractéristique
aussi.) Or, tC = t(aA) + t(bIn) = atA + bIn = C′. Montrons à présent que C est à
diagonale propre.

— SiA est unematrice à diagonale propre, alors aA l’est aussi. En effet, soitλ ∈ R, on
a χaA(X) = det(XIn − aA) = det

(
a(X

a
In −A)

)
= an det(X

a
−A) = anχA(

X
a
),

et
∏n
i=1(X − aai,i) =

∏n
i=1

(
a(X

a
− ai,i)

)
= an

∏n
i=1(

X
a
− ai,i) = anχA(

X
a
).

Ainsi, aA est une matrice à diagonale propre.
— SiA est unematrice à diagonale propre, alorsA+In l’est aussi. En effet,χA+In (X) =

det(XIn−A− In) = det
(
(X−1)In−A

)
, et
∏n
i=1

(
X− (ai,i+1)

)
=
∏n
i=1

(
(X−

1)− ai,i
)
. Ainsi, A+ In est une matrice à diagonale propre.

On suppose b 6= 0. (On a déjà procédé au cas b = 0 au premier tiret.) On sait que
C = b

(
(a
b
A) + In

)
. Si A est à diagonale propre, alors a

b
A l’est aussi, et donc a

b
A + In

est aussi une matrice à diagonale propre. On en déduit que C = b(a
b
A + In) est une

matrice à diagonale propre.
10. Soit A ∈ En. Soit p ∈ N. On pose Cp = A+ 1

p
In. C’est une matrice à diagonale propre

d’après la question (9). La matrice Cp est inversible si et seulement si detCp = det(A−
(− 1

p
)In 6= 0, donc si et seulement si − 1

p
n’est pas une valeur propre de A. Or, toute

matrice à un nombre de valeurs propres fini. Si, pour p ∈ N∗, − 1
p
6∈ Sp(A), alors on

pose p0 = 1. Sinon, on pose l’ensemble P = {p ∈ N∗ | − 1
p
∈ Sp(A)} ; c’est une partie de

N non vide, elle admet un maximum. On pose p0 = max(p) + 1. Par construction, on a
bien p > p0 =⇒ detCp 6= 0 i.e. Cp ∈ Gn.

11. (a) Non. D’après le théorème spectral, la matrice M =
(0 2
2 0

)
∈ S2 est diagonalisable,

donc trigonalisable. Mais, χM (X) = X2 − 4 6= (X − 0)(X − 0).
(b) Toute matrice à diagonale propre admet un polynôme caractéristique scindé sur

R, elle est donc trigonalisable.
(c) — Soit A ∈ Mn(R). On sait que le polynôme caractéristique est un invariant

de similitude. Ainsi, si A est semblable à une matrice B à diagonale propre,
alors χB = χA, qui est un polynôme scindé par définition de matrice à dia-
gonale propre.

— Soit A ∈ Mn(R) une matrice dont le polynôme caractéristique est scindé.
Ainsi, elle est trigonalisable : soit B ∈Mn(R) une matrice triangulaire sem-
blable à A. Or, une matrice triangulaire est à diagonale propre. En effet, le
déterminant det(XIn−B) est triangulaire, donc égale aux produit des coef-
ficients diagonaux X − bi,i.

On en déduit de cette Analyse-Synthèse qu’une matrice A est semblable à une
matrice à diagonale propre si et seulement si le polynôme caractéristique de A est
scindé.

12. Soit A ∈Mn(R). On pose

U =

âa11
2

0 . . . 0

a21
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0
an1 . . . an,n−1

ann
2

ì
et V =

âa11
2

a12 . . . a1n

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . an−1,n

0 . . . 0 ann
2

ì
.

Par construction, on a bien A = U +V , et les matrices U et V sont triangulaires, donc à
diagonales propres (c.f. question précédente). Ainsi, toute matrice est la somme de deux
matrices à diagonales propres.
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Non, En n’est pas un sous-espace vectoriel de Mn(R). En effet, on a prouvé que toute
matrice de Mn(R) peut être décomposée en somme de deux matrices U et V de En. Or,
si En est un sous-espace vectoriel, alors U + V ∈ En. Mais, ce n’est pas le cas : il existe
des matrices qui ne sont pas à diagonale propre (par exemple

(0 2
2 0

)
6∈ E2).

13. SoitA = (ai,j)i,j∈J1,nK ∈Mn(R). On pose tA = (bj,k)j,k∈J1,nK, et tAA = (ci,k)i,k∈J1,nK.
On a, pour i, k ∈ J1nK, ci,k =

∑n
j=1 ai,jbj,k =

∑n
j=1 ai,jak,j . Ainsi,

tr(tAA) =

n∑
i=1

ci,i =

n∑
i=1

n∑
j=1

a2i,j .

14. (a) La matrice A est semblable à diag(λ1, . . . , λn). De même, la matrice tA est aussi
semblable à diag(λ1, . . . , λn) (comme c’est sa propre transposée). En effet, soit
P ∈ GLn(R) telle que P−1 · A · P = D où D = diag(λ1, . . . , λn), alors tA =
t(P−1 · D · P ) = (tP ) · tD · (tP )−1, donc tA est aussi semblable à D. Ainsi, par
produit (P−1 ·A · P · (tP ) · tA · (tP )−1 = P−1 ·AtA · P = D2), la matrice tAA est
semblable à D2. D’où, comme la transposée est un invariant de similitude,

n∑
i=1

n∑
j=1

a2i,j = tr(tAA) = tr(D2) =

n∑
i=1

λ2i .

(b) Si A est à diagonale propre, alors, pour i ∈ J1, nK, λi = ai,i. D’où

n∑
i=1

n∑
j=1

a2i,j =

n∑
i=1

a2i,i donc
n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

a2i,j = 0.

Or, il s’agit d’une somme de termes positifs ou nuls, qui est nulle. On en déduit que
tous les termes de la sommes sont nuls, i.e. ∀i, ∀j 6= i, ai,j = 0. La matrice A est
donc diagonale. L’inclusion réciproque est vraie comme toute matrice diagonale
est une matrice à diagonale propre.

15. (a) Comme la matrice A est anti-symétrique, sa diagonale est nulle. On en déduit
que toutes ses valeurs propres sont nulles. Ainsi, χA(X) = Xn. Or, d’après le
théorème de Cayley & Hamilton, le polynôme caractéristique est annulateur de
la matrice A. D’où χA(A) = 0. On en déduit que An = 0.
CommeA est anti-symétrique, tA = −A, et donc (tAA)n = (−A2)n = (−1)n ·An ·
An = 0.

(b) Lamatrice tAA est symétrique. En effet, t(tAA) = tA·t(tA) = tAA. Ainsi, d’après le
théorème spectral, elle est diagonalisable en D = diag(λ1, . . . , λn). Or, (tAA)n =
0, donc les valeurs propres sont toutes nulles. On en déduit que tAA est semblable
à la matrice nulle, i.e. tAA = 0.

(c) On applique la trace : tr(tAA) =
∑n
i=1

∑n
j=1 a

2
i,j = 0. Or, comme c’est une somme

de termes positifs ou nuls, ils sont tous nuls, la matriceA est donc lamatrice nulle.
16. On a dimAn =

n(n−1)
2

.
17. D’après les questions (15abc), En ∩ An = {0}, donc F ∩ An = {0} (car 0 ∈ F , car c’est

un espace vectoriel). La somme est donc directe. Ainsi, dimF + dimAn = dim(F ⊕
An) 6 dimMn(R) = n2. Ainsi, dimF 6 n2 − n(n−1)

2
=

n(n+1)
2

. L’espace des ma-
trices triangulaires inférieures (TIn ) est un sous-espace vectoriel de Mn(R). On a bien
TIn ⊂ En. En effet, toute matrice triangulaire inférieure est à diagonale propre. Et, on
a dimTIn =

n(n+1)
2

.

18. Soit m < n. On considère l’ensemble Zm des matrices de la forme M =
(A B
0D

)
où A

et D sont triangulaires inférieures de tailles respectives m ×m et (n −m) × (n −m).
Ainsi, A et D sont à diagonale propre, doncM aussi. L’ensemble Zm est bien un sous-
espace vectoriel, car l’ensemble des matrices triangulaires en forme un. On a dimZm =
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dimTIm + dimTIn−m + dimMm,n−m(R), car la somme est directe. Ainsi,

2 dimZm = 2dimTIm + 2dimTIn−m + 2dimMm,n−m(R)

= m(m+ 1) + (n−m)(n−m+ 1) + 2m(n−m)

=��m2 +�m+ n2 −��2nm+��m2 + n−�m+��2nm−��2m2

= n2 + n

= n(n+ 1)

On en déduit que, pour tout m ∈ J1, n− 1K, l’espace Zm est de dimension n(n+1)
2

, est
composé de matrices à diagonales propres, mais n’est pas composé uniquement de ma-
trices triangulaires : la matriceM , ci-dessous, n’est pas triangulaire mais

M =

â
0 · · · · · · 0 1
...

. . .
... 0

...
. . .

...
...

0 · · · · · · 0 0

ì
∈ Z1.
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