DM; Mathématiques

1. (a) Soitn >2.On a

™

I = /2 sinf x sin”~16 dg
0

et donc, par intégration par parties, on obtient

s

In = [—cosé)xsin”_IO]O% —/2(—0050) X (n—1)sin™ 26 df
0

s

=|(n—1) /5 cos? 0sin™ 2 6 do.
0

(b) Soit n > 2. D’aprés le théoréme de PYTHAGORE, on sait que, pour tout 6 € [0, %} s
on a cos?20 = 1 — sin? 0. Ainsi, avec I'expression de I,, démontrée dans la question

précédente, on obtient

In = (n—1) /5(1 — sin? ) sin"~2 6 df
0

:(n—1)</§sin"’29d9—/jsin"9d¢9)
0 0

=(n—1ITn_o—In).

On en déduit que

(n—1Ih—2=(Mn—-1+1)I, dou |I,= Iy_o.
n

(c) Soit n > 2 et soit 6 € [0,5]. On sait donc que sin6 € [0, 1]. Ainsi,
sin” 10 < sin™ 6

et, donc

J— /2 sin”~16 df < /2 sin” 0 df = I,,.
0 0

(d) Comme la suite (I,) est décroissante, on a, pour tout n € N*, I,,_1 < I, et, en
composant avec la fonction inverse, et et multipliant par I,, on obtient

In <I£

=1
Infl \In

Egalement, d’aprés la question précédente, pour tout n > 2, on a

n—1 In In—l

< .
n In_o I, o

car la suite (I,,) est décroissante. On effectue un changement le variables n — n + 1
et on obtient, pour tout n € IN*,

n Tz
n+l  In_1

(e) Soit n > 2. On a, d’apreés la question (c),

nl, =(n—1)I_s.



Or, en multipliant des deux cotés par I,,—1, on obtient
nlply_1=Mn—1)I_1I,—2.

Comme ce résultat est vrai pour toute valeur de n supérieure a 2, la suite (nlnIp—1)
est constante. Nommons cette constante a.

On pose n = 2, ainsi on a 2 I3 [1 = «. On calcule donc I :

™

I :/ESiHH do = [70059]0% =1.
0

Puis, I :

3 % 1 — cos(20 1/ .z 1 z
12=/2sin29d0=/2wd0=* [0]¢ - ;[sin260]¢ ) = 7 +0.
5 5 2 2 2 4

On en déduit donc que

On sait, d’apreés la question (d), que, pour tout n > 2, on a

n < I gl—”:l.
n—+1 I, 1 I,

Or, en passant a la limite, pour n tendant vers +o0o, on obtient, par le théoréme des
gendarmes

I
n 31 etdonc I, ~ In_1.
In_1 n—otoo n—+o0o

Or, comme la suite (n I I,—1) est constante et vaut %, on a

L el ~nD,? don I,2~ —.
2 2n
On en déduit que
™
In ~ [ —.
" 2n
Soit k € IN*. D’apres la question (b), on a
2k —1 2k —1 2k — 3
Io, = I _o = X Iop_4.
2k o L2k—2 ok ok _ g 2k—4
En itérant ce procédé, on obtient
(2k — 1)(2k — 3)(2k — 5) -+ 3
Iy = Iz
(2k)(2k —2)---4
_ i, 2i+1)
ITi=2(20)
k .
; 2 1
M@,
[1:=1(29)
2k)!
e,
(M. @0)
(2k)!
== o
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(h) Soit k € IN*, on a, d’apreés la question (f),

I
k k—+oo \ 4k’

Or, dans la question (g), on a également montré que

Iow — 2k)! =
TR D22
On en déduit, donc que
(2k 2 /
4k7l'2
On en conclut que
(2k)! 4k

(k!)2 e Vkr

Soit n € IN*. On sait, tout d’abord, que In(n!) = In2 +1In3 + --- 4+ Inn et donc,
en procédant & ’aide d’une comparaison série-intégrale, on obtient I’inéquation sui-

vante :
n+1 n n
/ lnxdx}Zlnk}/ Inx dz.
2 k=1 1

Or, une primitive de Inz est xInz — z. On en conclut donc I'inéquation devient

(n+1)In(n+1)—n—2In2+1>1In(n!) 2nlnn —n+ 1.

On divise cette inéquation par nlnn (qui ne s’annule pas) et on étudie la limite du
membre de droite et celui de gauche :

(n+1)In(n+1)—n—2In2+1 - In(n!) . nlnn —n+1

nlnn ~ nlnn ~ nlnn
1 1 1 1—2In2 1 ! 1-—
n+ » n(n+1) n n n > n(n)>1+ n
n Inn nlnn nlnn nlnn nlnn
N—— ——
—1 —1 —0 —0 —0

En passant & la limite, pour n — —+o00, on obtient donc 1 de chaque cotés de 'in-
équation. On conclut, par le théoréme des gendarmes que,

In(n!)

_
nlnn n—o+4oo

1 ie. In(n!)~nlnn ie [In(n!)=nlnn+s(nlnn).

oit n > 3. On reprend l'inéquation de la question (a) :
b) S O dr de L
(n+1)In(n+1)—n—2In2+1>1In(n!) 2nlnn —n+ 1.

On la divise, cette fois, par nlnn — n (qui ne s’annule pas car n > 3), et on étudie,
encore une fois, sa limite :

_ _ ! _
(n+1)In(n+1) (n+1)+2 21n2> In(n!) >nlnn 2, 1

= = .
nlnn —n nlnn —n nlnn —n nlnn—n nlnn—n
———— —_——— ——

—1 —0 —1 —0

Le membre de droite ainsi que le membre de gauche convergent tous deux vers 1.
On conclut, & 'aide du théoréme des gendarmes, que

In(n!)

o —n note 1 ie. |In(n!)=nlnn—n+os(n).




(¢) On définit la suite (un)nen, pour tout n € N, u, = In(n!) — nlnn + n. On veut
montrer que Un ~p—+oo 3 Inn. Soit n > 3. On compare uy41 et uy :

Unt1 —tup =In((n+ 1)) = (n+1)In(n+ 1)+ (n+ 1) —In(n!) + nlnn —n

=gy + In(a—+T) — (n + f) In(n + 1) + 1 — Ingmy + nlnn
=-nln(n+1)+1+nlnn

1
—‘n»l'nﬁ—ﬁ-m—nln(l—i-f)—&-l
n
e (5)
1—14+—+s(=
2n n

1+ 1
— 4o —).
2n n

Ainsi, en sommant ces termes, on obtient une somme télescopique :

n—1

Un — UL = Z(“kJrl — ug) ::Zi (i—i—o(%))

=)

In

N = N

s

n——+oo

On en conclut que

1
In(n!) =nlnn —n+ 5lnn+o(1nn).

(d) On pose la suite (vpn)pen= définie, pour tout n € IN*, comme v, = In(n!) — nlnn +
n— %ln n. On veut montrer que la série télescopique > (vn+1 — vp) converge. Soit
n € IN*.
1
Vnt1 —vn =In((n+ 1)) —In(n!) — (n+ 1) In(n+ 1) + nlnn+ (n+1) —n — Eln(n—i— 1) —1Inn
1)! 1 1
=In (M) —(n+1)In(n+1)+nlnn+1-— 5ln <1+ 7)
n! n

1 1
:ln(n—l-l)—(n+1)1n(n+1)+nlnn+1—§1n (1—&—7)
n

1 1
:—nln(n+1)+n1nn+1—7111(1—&-7)
2 n
1 1 1
:7n1n<1+7)+1771n(1+7)
n 2 n
1 1
=—<*+n>ln(1+*)+1
2 n
(L ) k(o L\ )
B o " n 22 " 3e3 ' \n?

+
1 101 1 1
1+ —+ —

\
|
—
-
[ V)

+
]
N
3, ~
N———

1 1 2.8 1
On remarque que S (Vpt1 — vn) ~ me ~ > =5 et, comme la série >z
converge par critére de RIEMANN, alors la série Y (vn4+1 — vpn) converge également.



Or, cette série est télescopique :
n—1
Vn > 2, Z(vn+1 — Up) = Up — V1.
k=1

Le terme v1 étant constant, on a démontré que la suite (vn)nen converge. En nom-
mant sa limite —K, on a donc ’égalité suivante

1
vn = K +0(1) ie. ln(n!):nlnnfn+51nn+K+e(1).

(e) On pose, pour tout n € N*, w, = In(n!) —nlnn+n — %lnn — K. Soit n > 2. On
calcule

Wn+1 — Wn = Un+1 -+ K-K
1 n 1
= — o | —
12n2 n?2

On en déduit, comme a la question précédente, que la série > (wp41 —wy ) converge.
Or, on a

I
b
1
2y
/‘\
—
¥~
[ V)
+
%
S
3, =
N———
N———

On en déduit donc que

1 1 1
ln(n!)—nlnn+n—Elnn—K:——i-o(f)

12n n
d’ou
1 1 1
In(n!) =nlnn —n+ 71nn+K+—+o(7) .
2 12n n

3. En prenant le résultat de la question (2e) et lui appliquant la fonction exponentielle, on

obtient

nl=n"xe ™ x vnx el x e,
Le terme en ¢*() tend vers 1 quand n tend vers +oco. En factorisant les exposants et en
passant a un équivalent, cette expression peut se réécrire sous la forme
n\n
n! ~ <7> eKy/n.
n—+oo \ e

On s’intéresse maintenant a déterminer ¢®. On connait, d’aprés la question (1h), un

équivalent de (2n)!/(n!)2. On utilise I’équivalent de n! trouvé précédemment et on dé-

termine la valeur de ef.

4n (2n)! (QT")QH V2n x eX

~

vnm o (nl)? (%)QH xn x el x eK
o2n\ 2™ V2
n Vn x eK
» 1
Vn x ek

~ 227 /2



On multiplie par 4=" X y/n de chaque c6tés de I’équivalence pour obtenir

1 V2

vr o eK

Or, comme 1’équivalent de e ne dépend plus de n, on en déduit que eX = /2. On
peut donc en déduire la formule de STIRLING :

n
n! ~ <E) 27 n.

n—+oco \ e

i.e. e ~ V2.




