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EXEMPLE 1:
Dans le plan R2, soit G le cercle de centre (0,0) etderayon1:
équations paramétrées
e e
X =cost

6y €6 = x*+y*=1 4=>3teIR,{ .
y =sint.

(NG
équation implicite
Plus généralement, soient deux réels a > 0 et b > 0. La courbe € d’équation implicite

2 2
X
L2 _q
a’?  p?

est appelée ellipse. Elle est représentée sur la figure ci-dessous. C’est aussi une courbe paramétrée :

X =acost
(x,y)e‘@«:»Elte]R,{ .

y =bsint.
Les deux courbes sont bornées. On peut passer de € a € au moyen des changements de variables
X =x/aetY = y/b. On nomme ale « demi grand axe » et b le « demi petit axe » de l'ellipse €.

1 b
1 1 -a a
-1 -b
2 7
X2ay?=1 ’(;7+2L2:1

FIGURE 1 - Cercle 6 et ellipse €

EXEMPLE 2:
Soient deux réels a > 0 et b > 0. La courbe # d’équation implicite

) 2

Xy
@ b
est appelée hyperbole. Elle est représentée sur la figure ci-dessous. Cette hyperbole est la réunion de

deux branches #, = {(x,y) € # | x > 0} et#_ = {(x,y) € # | x < 0}. La courbe % est une courbe
paramétrée

=1

x=acht

X,y) €% — Jte R,
(x.3) * {y:bsht.

5 3 Yy _ Yy _
L’hyperbole % posséde deux asymptotes 3 = X et 3- = — 2.
2 2
X X=x/a
Y Y1 e—xi-v2=n ol /
a*> p? Y=y/b
. JU=X+Y
—U-Vv=1 ou
V=X-Y

= V=



L’hyperbole # a une zone interdite entre —1 et 1. En effet

X2-v?=1 e X*=1+Y% = Xx?*>1.

A
A A
2 2
v=1 X2 -v2=1 X _Y
U az b

FIGURE 2 — Hyperboles

DEFINITION 3:
Soit D ¢ R? une partie du plan et soit f : D — R une fonction définie sur D. Pour chaque réel
K, la courbe de niveau K de la fonction f est ’ensemble Cx des points (X, y) € D tels que

fx,y) =K.

FIGURE 3 — Courbes de niveaux

Faire varier le niveau K sur la figure ci-dessus revient a faire varier la hauteur K du plan de la figure
ci-dessous.

FIGURE 4 - L'intersection d’un paraboloide et d’un plan (& gauche), d'une selle de cheval et d’un plan
(a droite)



1 Dérivées partielles

2 Dérivées partielles

DEFINITION 4:
Soit D ¢ R? un ouvert, etsoit £ : D — IR, (x, y) + f(x, y) une fonction. Soit un point (a, b) € D.

1. Si . .
limf(a+ > )_f(a) )
h—0 h
existe et est finie, alors ce nombre réel est noté 91 f (a, b) ou % et est appelé la premiére
dérivée partielle de f en (a,b).

2. Si bah b
lim f(a! + ) _f(a! )
h—0 h

existe et est finie, alors ce nombre réel est noté 9, f (a, b) ou % et est appelé la seconde
dérivée partielle de f en (a,b).

3. Pouri € [1,2],sid;f(a,b) existe pour tout (a,b) € D, alors al fonction d;f : D — R est
appelée la i-eme dérivée partielle de f.

4. On dit que la fonction f est de classe 6" sur D si les deux dérivées partielles 81 f et 9, f
existent et sont continues sur D.

EXERCICE 5 (Une fonction qui posséde des dérivées partielles non continues):
Soit f : R? — R la fonction définie par

f(x,y) =x%-sin (%) six#0 et f(0,y)=0sinon..
. Montrer que f est continue sur R2.
. Montrer que les dérivées partielles 91 f (x, y) et 92 f (X, y) existent si x # 0, et les calculer.
. Montrer que les dérivées partielles 91 f (0, y) et 32 f (0, y) existent et les calculer.
. Montrer que la fonction f n’est pas de classe B.

AW N =

1. La fonction f est continue sur R* x R d’aprés les théorémes généraux (par produit et par
composition). Montrons que f(0 + h, y + k) —— f(0, y),ie. |f(0+h, y+k)—f(0,y)| —

0.0na (hi)=(00)
k
0< 170+ Ry +10 - 1@ )] = isin (22E) -
. [(y+k
=K
w224

2
<RE<VRZ+ K2 < |[(h k)|

D’apreés le théoréme des gendarmes, f est continue en (0, y), f est donc continue sur R?.
2. En tout point de R? x IR, 81 f et 9 f existent par composition et par produit. Et,

821 (x,y) = %(x,y)
16y = L x,y) —x L oas(2)
X X

:2xsin(%)+xzx;—§cos(%) :xcos(z)

X

= 2xsin(%) —ycos(%)

3. Calculons

FO+hy) —f(0.y) Msin(X)-0
h B h

:hsin(%) -0

h—0



car h — 0 et sin est borné. D’ot, 91 f(0, y) existe et d1f(0,y) = 0. De plus, [f(O,y +h) —
f(o, y)]/k =(0-0)/k=0 P 0.D’ou 321 (0, y) existe et 92 f(0, y) = 0.

4. Onaadgf(x,1) —/? 91f(0,1) car 1 x cos (%) n’a pas de limite.
X—

THEOREME 6 (Formule de Taylor & Young a l'ordre 1):
Soit D ¢ RR? un ouvert, et soit f : D — R une fonction. Si f est de classe @1, alors, pour tout
(a,b) € D,

f(a+hb+k)=f(ab)+hodif(ab)+karf(ab)+|(hk)|-e(hk)
o(hk)

otte(h k) ———— 0
(h,k)—(0,0)

RAPPEL (Accroissements finis):
Si ¢ est une fonction continue sur un segment [, 5], et qu'elle est dérivable sur |a, B[, alors il existe
c € |a, B[ tel que

@(B) = () = ¢’ (c) - (B~ ).
DEMONSTRATION:
Ona f(a+hb+k) - f(ab) = [fla+hb+k) - f(a,b+Kk)| +[f(ab+k) - f(a+kDb+Kk)|. Soit p(X) = f(x,b+Kk).
Alors, d’apres le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ € Ja,a+h[ tel que p(a+h) — ¢(a) = ¢’(¢) - ((a+h) —a).
Dou, f(a+hb+k) - f(a,b+k) = 01f(c,b + k) x h. De méme, soit (y) = f(a,y); alors, il existe d € |b,b+k| tel
que f(a,b +k) — f(a,b) = 9;f(a,d) x k. Or, f est de classe @1, dou d1f(c,b+k) — 01f(a,b) quand (h,k) — (0,0),
car (c,b+ k) — (a,b) et 9, f est continue. De méme, 3, f(a,d) — 92f(a,b) quand (h,k) — (0,0). Ainsi, 1 f(¢,b + k) =
d1f(a,b) + &1 (h, k) ou &1 (h,k) — 0 quand (h,k) — (0,0). De méme, d;f(a,d) = d2f(a,b) + &2(h, k) avec e(h,k) — 0
quand (h,k) — (0,0).Onadonc f(a+h,b+k) — f(a,b) =hd;f(a,b)+hei(h,k)+kd:f(a,b)+key(h, k). On pose R(h, k)
le reste.

0 < [R(RK)| <|h| - ler(h k)| + |K| - |e2 (R K) |
VR + k2 x [ler (R K) | + |e2 (R K []

e(hk)

=[I(h, k) || - e(h, k) = o(h, k)

REMARQUE 7: 1. (fonctions de R? vers IR) Soit p € IN*. De méme que les fonctions de R?vers R, on
peut étudier une fonction de R” vers R, définir ses p dérivées partielles 91 f,...,dpf si elles
existent, et dire que la fonction f est de classe €' sur un ouvert U c IRP si ses p dérivées
partielles sont continues.

D’aprés la formule de Taylor & Young, si la fonction f est de classe ®! sur U, alors : en tout
pointd = (a1,...,ap) €U,
f@+h) = f(@+h1 01 (@) + - - - +hp dpf (@) +o(h)
oih = (hi,..., hp).
2. (fonctions de R? vers IR") Soient p € IN* et n € IN*, un ouvert U c R? et une fonction
f:U—R"
x1 f(X)
X=|:|— .
Xp fu(%)
Soit @ € U. Si chacune des n fonctions f; : U — R est de classe B! sur U, alors
Vie[Ln], fi(@+h) =fi(@) +hi01fi(@) + - - +hpdpfi(@) +o(h).

Matriciellement, cette égalité s’écrit

mqa o %g@
fi@+h)\ (A@\ (0@ - BA@\ (M e1(h)

S O e O O I YT
fo(a+ H) fa(@) d1fu(@ - -- apfn(a) hp &‘n(ﬁ)
—_— — ~—— N —
Fl@h £@ Iy @ h e(h)



DEFINITION 8:
Soit f une fonction définie sur un ouvert U ¢ R? comme

f:U—R"
%= (Xl,...,Xp) — (fl()?))yfn()?))

Si chaque fonction f; admet p dérivées partielles en d, alors la matrice J 7 (d) € Jln,p(R) définie
par (]f(ﬁ))i!j = 37}3(&), pour touti € [1,n] et j € [1, p], est appelée jacobienne de f en a.

31]1(?1') e 8;01(&)

VA —=(01fi(@) - 9pfi(@)
: : : =Jp(a@).

Vi — 31fn(&) o apfn(&)

EXEMPLE 9:
La fonction
M:Ri xR — R?
(r,0) — (x, y) = (rcos @, rsin @)
change les coordonnées polaires (7, ¢) en coordonnées cartésiennes (X, y). La fonction M possede des
dérivées partielles et sa matrice jacobienne est

M M

T 7
(e %(r; ?)\ (cosq) —rsin (p)
Fre) Hre| \sing rcose)

IM(r: (D) = (

Ses vecteurs colonnes sont représentés sur la figure ci-dessous. Le vecteur % est tangent a la droite
paramétrée par r — M(r, @) ; le vecteur % est tangent au cercle paramétré par ¢ — M (7, @).

FIGURE 5 — Coordonnées polaires

3 La différentielle d’une fonction

Dans toute la suite, E et F sont des espaces vectoriels normeés de dimensions finies p = dimE etn =
dim F. Silon choisit une base de E et une base de F, alors on pourra confondre X € Eet (xq,.. .,xp) €
RP d’une part, et f(X) € Fet ((fi(X),..., fn(X)) € R" d’autre part.



PROPOSITION — DEFINITION 10:
Soient U un ouvert de E, un point @ € U, et une fonction f : U — F. On dit que f est différentiable
en d s'il existe une application linéaire ¢; : E — F telle que

f(@+h) = £(@) + €5 (h) +o(h).

Si f est différentiable en @, alors

1. lapplication ¢ est unique, on 'appelle la différentielle de f en d, et on note
a= d f (?1') :E—F
h— £;(h) = df(d) -h;
2. les dérivées partielles de f en d existent et

14
VheE,  df(@) -h=hio1f(@)+ +hpdpf(d) = Z i 8; £ (@).
i=1

DEMONSTRATION:

lére preuve de 'unicité. Supposons qu ’il existe Ly et Lz deux applications linéaires telles que, pour tout vecteur i, f(a+
= f(a) +L1(h) +e(h) etf(a+h) = f(a) +L2(h) +®(h) Montrons que L; = L,. On soustrait les deux expressmns
de f(a+h) et on trouve 0 = O+L1(h) Lz(h) +o(h) On fixe il € E,etsoitt € R*: Ll(th) Lz(th) = o(th)
chl\s(th A1n51 par homogenelte de la norme et par linéarité de L, et Ly,onatLy (h) - th (h) [t] - HhH s(th).
Ainsi, Ll( Lz(h) E HhH s(th) ou s(th) = +s(th On fait tendre t vers 0, et donc L ( h) Lz(ﬁ) — 0. Dou,
Ly (h) L, (h) =0 pour tout vecteur R € E. On en déduit Ly =L,.

2nde preuve de I'unicité & formule. Soit £; une apphcatlon linéaire telle que f(d + h) = f(a) + Eu(h + Hh\l s(h pour
tout vecteur h € E. En particulier, on pose h= té;, ou & est 'un des vecteurs d’une base de E, et t € R*.
Ainsi, f(d + t&) = f(a) + &; (t&) + ||té;|| e(té;). En développant, on trouve f(aj,...,di_1, @ +t, Qjs1, - - - ,ap) —
fla, az,..., a1, @, Gy, - -2, Qp) = te;(€;) + |t |€;]| e(té;), par linéarité de £; et par homogénéité de la norme.
On divise par t et on trouve

f(as,...,ai1,a +t,ai1,...,ap) — f(a1,a,...,0-1,a, Ais1, - . ., Ap)
t

= £;(€) + |lé; || &(¢ey) = £ (€p).

D'ow, 9; f (@) existe et vaut £5(€;).

Si i est quelconque, alors on pose i = hy&; + - - - + hy€,. Par linéarité de £z, on a

Af (@) -h = 5(R) = hy €5(&1) + - - -+ hpls(€p) = hy 81 f (@) + - - - + hy Dp f(@).

EXEMPLE 11: 1. La fonction

[l (R) — Jn (R)
Ar— A?

est différentiable en chaque point A € Jl,(RR) etdf(A) - H = AH + HA. En effet, f(A+ H) =
(A+H)? = A>+ AH+HA+H? = f(A) + [AH+ HA| + H%. La formule entre crochets est linéaire
en H, et dépend de A, on la note £4 (H). Et, montrons que H? = o(H) i.e. H> = |H||e(H), avec
&(H) — 0 quand H — 0. Montrons alors que H?/||H|| — 0 quand H — 0, i.e. montrons que
|H2||/||H|| — 0 quand ||H|| — 0.E|On choisit une norme sous-multiplicative. Alors, ||[H?|| <
|H || x |[H]||. D'ow, 0 < ||[H2||/|H|| < [|[H||*/||H]|| < ||H]|. Par le théoréme des gendarmes, on a
bien ||[H?||/||H|| — 0 quand H — 0.

RAPPEL (comatrice):

1. L’enjeu est de choisir une norme adaptée a la question : toutes les normes sont équivalentes en dimension finie.



aiq a2 0oo ayj coo ain
azq azz 000 Clzj 000 azn
detA = )
L —|aj1 Ay aij QAin
n1  Qn2 ... Qpj ... Qnn

= (-D™ayjdyj + ()T agjhyj+ - - -+ (1) ay, Ay j
n P

= Z(—l)l”ai,jﬂi,j,
i=1

ou la matrice A;; est le déterminant de la matrice carrée obtenue en supprimant la colonne j et

la ligne i. La matrice A;; s’appelle le mineur; le cofacteur est le terme (-1)HJ Aij. Sij # k, alors
S (-1 a; g, j = 0, carils’agit du déterminant ot deux colonne§ sont égales. Ainsi, X1 | (—1)‘”‘1' ai il j =
det(A) -8k, 0l 8k estle symbole de Kronecker. Onpose bj; = (~=1)"*/A; j,etonadonc 37 | (=1)" a; A j =
Z?Zl b; jaj k. En nommant (bj;) = B, on trouve donc B - A = det(A) - I. Sidet A # 0, alors

" detA

1
—B|-A=] et donc Al
( detA ) "
La comatrice est la matrice B transposée : [com A];; = (=) < A; j Avec cette définition, on a donc

_ 1
Al= = (comA)".

RAPPEL (déterminant):

detA = Z 3(0)(11,0(1) A2,6(2) ** " An,o(n)-

agebn

EXERCICE 12: 1. Soient H € Jln(R) et I la matrice identité. Montrer que
det(In+H) =1+trH +o(H).

2. Endéduire que la fonction det : 4, (R) — R est différentiable en In. Quelle est sa différentielle
enl,?

3. Soit A € JMln(RR) une matrice inversible. Montrer que det est différentiable en A. Quelle est sa
différentielle en A ?

1. On calcule, en utilisant la formule du déterminant rappelée précédemment :

1+h1q h1g 000 hin
ha1 1+hy ... han
det(I, +H) =
hnl hnZ coc 1+ hnn

=1+ (h11 +h2 + - - - + hpp) + termes d’ordre supérieur ou égala 2 en h
=1+trH +0(H)

2. Or, tr est une forme linéaire, donc det est différentiable en I, et ddet(I,) - H = tr H (oui, C’est
moche).

3. Comme A € GLy(R),ona
det(A+H) =det (A (In+ A~ - H)) = det A x det(I, + A™* - H)
=detA x (1+tr(A"'H) + reste’)
=detA+det A xtr(A"'H) + reste



ol reste = det(A) - ||[A" H||e(A1H) = ||H||¢’(H) car ||A"1H|| < ||A7|| x ||H|| en choisissant
une norme sous-multiplicative et ||A~!|| x det(A)e(A~'H) — 0 quand H — 0 car A~'H — 0,
car0 < |[A"'H|| < ||H|| — 0 quand ||H|| — 0 avec la norme sous-multiplicative. Donc, det est
différentiable en A € GL,(RR) et

ddet(A) - H = det(A) x tr(A™ H).

PROPOSITION 13:

f est de classe €’

uTaylor Young (plus tard...)

f est différentiable en & =————=> f est continue en d *

X

f posséde des dérivées partielles en @

DEMONSTRATION: - o
Supposons f différentiable en d. Montrons que f est continue en d. Onsait que f (d@+h) = f(d)+df (d)-h+||h||e(h). Montrons
que f(d+h) — f(d) quand @ — h. Montrons donc que f(d+h) — f(d@) = (k). Or, f(d@+h) — £(d) = df (@) - h+ ||h|le(h).
Ona \lﬁ\\s(ﬁ) — 0 quand h— 0.Et, df (a) est linéaire sur un espace vectoriel de dimension finie, donc df (@) est continue,
doudf(a) - h— df (@) -0 = 0 car df (@) estlinéaire. Dol

f(@+h) - £(@) = df (@ - h+||Rlle(h) — 0.

—_— —— 05D
—0 >0

EXERCICE 14 (Une fonction qui possede des dérivées partielles, mais pas continue):
Soit la fonction f : R* — R définie par

FO6Y) = 52— si(x,y) #(0,0) et  f(0,0)=0.
X“+y

Montrer que la fonction f posséde des dérivées partielles 91 f (0, 0) et 921 (0, 0) en (0,0) mais que f n’est
pas continue en (0, 0).

La fonction f n’est pas continue en (0,0) car f(x,x) — % # f(0,0) quand x — 0. D’une part,
(f(0 +h,0) - £(0,0))/h = (f(h,0))/h = 0/h = 0 — 0, lorsque h — 0. D’ol, 91 (0,0) existe et
91f(0,0) = 0. De méme, 92 f(0,0) = 0 par symétrie.

REMARQUE 15:
Soit @ un élément de I ¢ R un intervalle ouvert. Une fonction f : I — R est dérivable en a si, et
seulement si elle est différentiable en a. Et alors, f'(a) = df (a) - 1.

DEFINITION 16:
Si f : E — F est une fonction différentiable en chaque point @ € U d’une partie U C E, alors on
dit que f est différentiable sur U et 'application

df : U — L(E,F)
ar— df(a)

est appelée la différentielle de f sur U. Si chacune des n fonctions f; est de classe €' sur U, alors
on dit que f est de classe B! sur U.

PROPOSITION 17: 1.

f est de classe €' sur U f est différentiable sur U .

~ . —




2. Lafonction f est ®! sur U si, et seulement si f est différentiable sur U et sa différentielle
df est continue sur U.

EXERCICE 18 (Une fonction différentiable mais pas €1):
Montrer que la fonction f définie a Uexercice 5 est différentiable sur R? mais n’est pas €' sur R?.

On a déja montré que f n'est pas B1, i.e. 41 f ou 9, f n’est pas continue (c.f exercice 5). Mais f est
différentiable. En effet, montrons qu’il existe a et § deux réels tels que pour tout vecteur fl = (h, k) €
R, f(a+hb+k) = f(ab) +oh+ Bk +o(h).

— sia # 0, alors f est @l et, d’apres la formule de TAYLOR-YOUNG, f est différentiable.
— sia = 0,alors f(0+h,b+k) = hXx hsin(%) = h X s(h) car sin(bihk) est bornée. Ainsi,
f(h,b+k)=f(0,b) +0h + 0k + o(h).
La fonction f est donc différentiable sur R?.
EXEMPLE 19: 1. La norme « deux » définie sur R? par N (X) = \/Xl_z_+—+_xf est de classe 61
sur R? \ {0} et

Vi e RP\ {0}, Vi e R?, dN(d) -h=~—

ou(d|h)= Zle a;h; est le produit scalaire des vecteurs d et b.
2. La fonction det : Jl, (IR) — IR est de classe @€ et
VA € Mln(R), YH € JMn(RR), det(A + H) =detA +tr(B" - H) + o(H),

ou B = com A est la comatrice de A.

On a déja montré le résultat pour A € GL,(R) (exercice 12). En effet, BT = det(A)A~, et on
conclut par linéarité de tr.

Montrons maintenant le résultat pour A quelconque. On sait déja que det est de classe 6> car
detA = Yges, £(0)A1,6(1) * * * Ang(n) (PAr les « théoremes généraux »). En développant selon
la colonne j, pour la ligne i, on trouve que le terme devant a; ; est (=) A; j. En effet, aucun
terme ne contient a; ; car on supprime la j-ieme colonne. Ainsi,

ddet
aai, j

= (D)™ 4y,

qui est une fonction continue. Ainsi, det est de classe @1, et, d’apres le formule de TAYLOR-
YOUNG,

[comA],-,j
n n ’—‘". "—\'
det(A+H) = det A + Z Z hij (=) +o(H)
i=1 j=1
=detA+ Z hi,jbi,j+0(H)
(L)€l L]
=detA+tr(B" - H) +o(H)

car on reconnait la formule du produit scalaire sur J(, (R).

REMARQUE 20:

De ce dernier exemple, il en résulte que la fonction det : J(,(R) — TR est continue (car 8! —
différentiable = €°). D’'otl, GL, (R) = det™ (R*) est limage réciproque, par la fonction continue
det, de Pouvert R*. Ainsi, GL,(IR) est un ouvert de J/(,(IR). On avait aussi montré que GL,(R) est
dense dans /L, (IR) (exercice 26 du chapitre 13).

4 Le gradient

L’espace vectoriel E était, jusqu’ici, normé et de dimension finie. On le munit désormais d’un produit
scalaire; E est donc un espace euclidien.



PROPOSITION — DEFINITION 21:
Sif : E — R estdifférentiable en @ € E, alors il existe un unique vecteur de E, appelé le gradient
de f en @, et noté Vf(a) ou grad f(a), tel que

VheE  df(@)  -h=(h|Vf(@)

est le le produit scalaire du vecteur déplacement hetdu gradient de f en a. Si (&y,..., ép) est
une base orthonormée de E, alors V(@) = 81 f(d) €1 + - - - + 9, f(a) €p.

EXEMPLE 22:
La fonction f définie par f(x, y) = In(x? + y?) est de classe €' sur R? \ {(0,0)} et

2X 2y
Y(x,y) # (0,0), Vfx,y)=|——,——|.
() # (0.0, VI = | m g
La figure ci-dessous représente, en chaque point (x, y) différent de I'origine, le gradient de f en (x, y).
On obtient ainsi un champ de vecteurs.

FIGURE 6 — Le champ des gradients de (x, y) > In(x? + y?)

On se déplace dans un espace euclidien E, le long d’une courbe paramétrée par M : t — M(t), et on
évalue, a chaque instant ¢, la valeur de f (M (t)) prise par une fonction scalaire f en un point M (t).

LEMME 23 (Régle de la chaine):

Soit f : U — R définie sur un ouvert U de I'espace euclidien E. (Dans ce lemme, on se place
en dimension 2, mais ce résultat est vrai dans un espace E de dimension p.) Soit M : I — E
définie sur un intervalle I de R. Si M(I) c U et les fonctions f et M sont différentiables, alors

10



foM:tw f(M(t)) estdifférentiable et, pout tout ¢ € I,

(f oMY () = <7 (M(0)

=x© - L) +y©

= (M'(0) | VF(M(D) )
=df (M(0) - M (1)

af
y (M(1))

ay

est le produit scalaire du vecteur vitesse M’ (t) et du gradient de f en M. De plus, si f et M sont
de classe 61, alors f o M l’est aussi.

DEMONSTRATION:

On pose, pour tout réel ¢, M (t) = (x(t), y(t)). On suppose f différentiable, et M dérivable (par rapport a t). Montrons que
foM estdérivable, et calculer (foM)’(t).On calcule foM (t+u)—foM(t) = f(x(t+u), y(t+u))—f(x(t), y(t)). Or,comme x
est dérivable, et x (t+u) = x(t)+ux’(t)+ue; (u). En effet, cette expression est équivalente a (x (t+u) —x(t)) /u = x’(t)+&1 (u),
qui tend vers x’ (t) quand u — 0. De méme, y(t+u) = y(t) +uy’(t) + u e (u). D’ou,

Fx(t+uw), y(t+uw) = fx(©) +ux’(t) +ue (), y(t) +uy (t) +ue(u)).

h k
Or, par hypothese, f est différentiable, d’ou § = f(x(t), y(t)) + df (x(¢), (y)) Ch+ HHH e(fl), en posant h = (h k). Ainsi,
FoM(t+u) - foM(t) = df (x(0), y()) - h+ |IR] - (B

= (VFM(0) | (ux' () +uey (w),uy’ () +ues(u))
+[[(ux’(t) +ue(w,uy (t) +ue(w) || +e((ux’'(t) + uer (w),uy’ (t) + ue (w)))

= u((V/(M©) | (¢ (0 + e, y' () + &2 ()

+ (X (1) + &1(w), Y (8) + &2(w) || + (X (£) + &1 (w), y'(2) +é‘z(u)>))

D’ou,
foM(t+u) - foM(t)

- — (VM) | M (1)).

Dans le lemme précédent, les fonctions f et M ont la représentation suivante.
M f
t —— M(t) —> f(M(t))

I —U— R

t—IM s oM

On en déduit que (foM)’(t) = 0si, et seulement si, le vecteur vitesse M’ (t) est orthogonal au gradient
de f en M(t), a un instant t. En particulier, si la fonction f est constante le long de la trajectoire, i.e. si
la trajectoire M (I) est incluse dans la courbe de niveau de f, alors le gradient de f est orthogonal au
vecteur vitesse en chaque point de la trajectoire.

DEFINITION 24:

On dit qu’un vecteur Vv € E est tangent & une partie C C E en un point @ € C s’il existe un
application dérivable M : I — E telle que M (I) C C, et s’il existe to € I tel que M (ty) = d et
M’ (tp) = V. Onnote TzC I'ensemble des vecteurs tangents a C en @, il est nommé Uespace tangent.

On dit alors qu’un vecteur est orthogonal a la partie C s’il est orthogonal a T;C.

« Un vecteur est tangent s’il est un vecteur vitesse. »

11



THEOREME 25 (admis):
Soient f : E — IR une fonction de classe €, et une partie C c E, telle que f est constante sur C.
Soitd € C.Si Vf(a) # 0, alors un vecteur v € E est tangent a C si, et seulement si V est orthogonal

A V(@)
Autrement dit : T;C est lhyperplan [Vect(Vf(d))]" = Kerdf (a).

Le gradient de f en d est donc orthogonal a C : Vf(a) L T;C. Ainsi, le champ électrostatique est
orthogonal aux équipotentielles, 1a ligne de plus petite pente est orthogonal aux lignes de niveau, etc.

EXERCICE 26:
Déterminer une équation de la droite tangente a Phyperbole d’équation x> — y? = 1 au point (V2,1).

On nomme % I’hyperbole donnée dans I’énoncé. On a bien A = (V2,1) € % car \/22 -12 = 1.0n
cherche une équation de T4 %.
— Avec le théoreme 25. Soit la fonction f définie comme
f:R?—R
(x,y) — x? —yz.

Cette fonction f est de classe €' et est constante sur %. On calcule le gradient de f en A :

VS (A) = (8f (V2,1)/9x,8f (V2,1) /ay) = 2(V2,-1).
N =(x,y) € To# < AN L Vf(A)
— (x—\/i,y—l) L (\/2,—1)
= V2(x-V2)-1(y-1) =0
= V2x-y=1

4=>y:\/§x—1

— Avec la définition 24. On rappelle que
(,y) €Hy &= (x>0etx’?-y*=1) & 3teR, (x=chtety=sht).

Soit M : t +— (x(t), y(t)) = (cht,sht) un point de %,. Il existe un instant to € R tel que
M (to) = (V2,1). La fonction M est dérivable et M’ (t) = (sht,cht) = (1, V2) est tangent a %.

N=(x,y) eTpH — AN /| M’ (t)) = X__‘/f \}i':o — y=V2x-1.
A
M’ (to)
A = Mfto)
AH \
Vf(4)

FIGURE 7 — Hyperbole %, gradient en A et tangente en A.
EXEMPLE 27:
La sphére S ¢ R? de rayon 1 et de centre 0 = (0, 0, 0) est la surface paramétrée par

x (¢, 0) = cosbcos @
V(9,0) € R?, y(9,0) = cosOsin ¢
z(p,0) =sin6.
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Lesvecteurs oM (¢, 0) /0¢) = (— cos Osin ¢, cos O cos ¢, 0) et IM (¢, 0) /90 = (— sin O cos ¢, — sin Osin @, cos 0)
sont tangents a la sphére en le point M (¢, ). Le plan tangent a la sphere au point (a, b, ¢) est ortho-
gonal au vecteur

oM oM
% (9,0) A - (¢, 6) = (cos® 6cos ¢, cos’ sin @, cos Osin @) = cos 6 (a, b, ¢),
qui est non nul si cos 6 # 0 (i.e. sile point M (¢, 6) = (a, b, c) n’est, si au pole Sud, ni au pdle Nord).

En effet, on cherche une équation du plan P tangent.
N(x,y,z) € P & det(MN,dM/dp,dM/6) =0
x-a ? ?
— |y-b ? ?=0
z—c ? 7

—?- x-a)+?-(y-b)+?-(z-¢c)=0

. — oM oM .
Autre méthode : N(x,y,z) eP & MN 1L |— A —| & <MN‘— —
dp 90 dp 96
Autre autre méthode : la méme sphére S estla surface de niveau 1 dela fonction f : R® — R, (x, y,z) —
x? + y* + z%. En chaque point (a, b, ¢) de la sphére le plan tangent a pour équation ax + by + cz = 0.

On calcule le gradient de f au point (a, b, c) :
Vf(ab,c) = (01f(ab,c),8:f(ab,c),d3f (a b,c)) = (2a,2b,2c) = 2(a, b, ¢).

-

—a(x-a)+b(y-b)+c(z-c)=0

oM oM
B

Ainsi,

N(x,y,z) €P < MN L Vf(M) 4:)<(3Z(E§)

<:»ax+by+cz:a2+b2+cZ =1
DEFINITION 28: 1. Onditd’une partie D d’un espace vectoriel qu’elle est convexe si, pour tous
vecteurs d et b de D, pour tout t € [0,1], alors a+t(b—a) = (1—t)a— th.
« D est convexe si tout segment [a, I;] est inclus dans D. »

2. On dit d’une partie D d’un espace vectoriel normé quelle est connexe par arcs si, pour
tous vecteurs d et b de D, il existe une application continue M : [0,1] — E telle que
M(0) =a,M(1) =betVt € [0,1], M(t) € D.

« D est connexe par arcs s’il existe un chemin de d vers b pour tous vecteurs d et b. »

REMARQUE 29: 1. Le segment [d, b] est Pensemble des vecteurs M(t) = d+t(b—a) = (1—t)d+tb,
out € [0,1].

7

D est convexe D est connexe par arcs .

N~

Mais, dans R, on a bien D connexe <= D connexe par arcs <= D est un intervalle.

3. L’image directe f(D) d’une partie D connexe par arcs de E par une application continue f :
E — F est une partie connexe par arcs de F.
DEMONSTRATION: R R R R
En effet, soient @ et b’ deux vecteurs de f(D). Il existe d et b deux vecteurs de D tels que f(d) = @ et f(b) = b'.
Par hypotheése, il existe une application M : [0,1] — E continue telle que M ([0,1]) c D, M(ﬁ) =detM(1) = b.

foM

t————% foM(t)
I 3

t My M) s re)
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Or, fo M(0) = f(M(0)) = f(d) = d, foM(1) = f(M(1)) = f(E) = D'. De plus f o M est continue car c’est
la composée de deux fonctions continues f et M (par hypothése). Ainsi, f o M([a,b]) C f(D). On en déduit que
f(D) est connexe par arcs.

4. D’apres les deux points précédents, toute fonction continue sur partie connexe par arcs vérifie
le théoreme des valeurs intermédiaires.

RAPPEL (Théoreme des valeurs intermédiaires):
Soit f : R D [a,b] — R une fonction continue sur [a, b]. Pour tout y € [f(a), f(b)] U [f (D), f(a)],
il existe x € [a,b] tel que y = f(x).

THEOREME:
Le théoreme des valeurs intermédiaires devient donc, si f : D — IR est continue, ou a,b €D

est une partie connexe par arcs de E, alors, pour tout y € [f(a), f(E)] U [f(l;),f(ﬁ) ], il existe
ceDtelque y = f(C).

DEMOI\'§'I‘11A’1‘IONZ .
De d a b, il existe un chemin : il existe une fonction M : [0,1] — D continue telle que M (0) = d, M(1) = b, et ¥Vt € [0,1],
M(t) € D. La fonction foM : t — f(M(t)) est continue par composition. On conclut par le théoreme des valeurs
intermédiaires appliqué a f o M.
EXERCICE 30: 1. Montrer que toute boule de tout espace vectoriel normé est convexe.

2. Montrer que Uhyperbole % d’équation y*> — x> = 1 n’est pas connexe par arcs.

3. Montrer que le produit cartésien D1 X Dy de deux parties connexes par arcs D1 C Eq et Dy C Ey
est une partie connexe par arcs de E1 X E5. En déduire que la sphére {X € R® | [|X||2 = 1} est une
partie connexe par arcs de R®, et que, pour aller d’un péle a autre, il faut traverser Péquateur.

1. On consideére la boule B(Q,R), ot Q est un vecteur d’un espace vectoriel normé (E, || - |]),
etR > 0.Soient @ b € B($,R); ainsi, [|@ - Q|| < Ret ||d— Q|| < R. Montrons que, pour tout
t€[0,1], (1-t)d+th € B(Q,R).

l(1=-0d+th—Q| = ||(1-6)d@+th-Q(1-t) -t
=l1-0@-9 +tb-Q|

(1-0)lla- Q| +¢llb- G|

(1-t) -R+t-R

=R

<
<

Dot (1 - 6)d@+th) € B(S,R).
2. Par labsurde, on suppose # connexe. Soit la fonction f : (x,y) +— y continue. 'image

d’un connexe par une fonction continue est connexe, d’ou f(%) est connexe. Or, f(#) =
R\ |-1,1[ = |-00, =1[ U ] -1, co[, qui n’est pas connexe.

PROPOSITION 31:

Soit f une fonction de classe ®! sur un convexe D. La fonction f est constante sur D si, et
seulement si, son gradient Vf(X) est nul en tout point X € D. De méme si D est connexe par
arcs.

DEMONSTRATION:
L’implication est évidente, une fonction constante a un gradient nul. Montrons la réciproque. D’aprés la régle de la chaine,
pour toute fonction dérivable M,ona (foM)’(t) = (Vf(M(t)) | M’(t)) = Ocar Vf (M (t)) estnul par hypothése. Montrons

que, pour tout vecteurs d et bdeD, f(a) = f(l;y On suppose f de classe 6. On pose M un chemin de d vers b, on admet
que M est de classe 6, et on a

> 1 1l
f(b)—f(ﬁ):foM(h—foM(o):A (fOM)/(t)dz:/U 0dt = 0.

5 Ladifférentielle d’'une composée
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PROPOSITION 32:
Soient E, F et G trois espaces vectoriels normés, et soient U c E et V c F des ouverts. Soit
f:U— Fetg:V — G deux fonctions telles que f(U c V). Ainsi,

ED>U ——FDOV ——-—G

L 5= 55 g() = (g0 NH®)

Si f est différentiable en d € U, et g est différentiable en b= f(a), alors g o f est différentiable
en d, et

d(g o f)(@) = dg(b) o df (d).

DEMONSTRATION:
On suppose f et g différentiable. Montrons que g o f est différentiable. La fonction f est différentiable, on calcule donc
f(@+h) = f(@) +df (@ - h+||h|| &1(h) = b +k, en posant b = f(d). Et,
g(b+k) = g(B) +dg(B) -k + [IK]| &2(k)
=g o f(@) +dg(D) - [Af @ - R+ Rl ex(W)] + 1df (@) - h+Rer (B) || £2(df (@) - B+ IRl &2 ()
=g o f(@+[dg(B) o df (@] -h+o(R)

En effet, en nommant R le (futur) reste de g (b+k), ona R = df () - [ |[]|e1 (R) |+[|Af (@) -h+|[ ]| €1 (R) ||ez (Af (@) -+ || ]| €1 (R)).
D’ou,

o Hdg<5> (IRl e (R)] +||af (@) - h+ k]| &1 (h)|| e2(dF (@) - R+ k]l &1 () H

]
Hdg(m (IR e ()] + |af @ - R+ 7]l &x (D] [le2 (AF (@) - R+ 1]l &1 ()| o .
Hh i par inégalité triangulaire
IRl - [|dg(B) - [ e (][ + (|df @ - Al + |11l &1 (R]) [le2 (df (@) - i+ [Ih]l &1 (R))]|
1]
nhu lldg(®) - [ 1@ ]|+ (I @11l - IRll + llex (B | - 1R1]) |[ez (AF (@) -~ + IRl 1 (R)]]
]

lldg (B) - ex (W) Il + I1CNIAF @ Il + llex (R ) - &2 (...
A Bl - lex (R 11+ CHIAF @) Il + llex (R) ) - llez (--) — 0

NN

En généralisant la régle de la chaine

of o dy

o M(t) =
f ® = ax dt+ay de’

on obtient le corolaire suivant.

COROLLAIRE 33:
Avec les hypotheses précédentes, en notant p = dimE, ¢ = dimF, n = dimG, et (y1,..., Yx) =
y=f(X),ona
q
. <] 3g 3 k
Vj el pl, — a —_— =
jelue)  ggef@= kz=0 o

akg

On peut exprimer le méme résultat avec la jacobienne :

Jeor (@) =

qui représente matriciellement Pégalité d(g o f) (@) = dg (D) o df ().
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DEMONSTRATION:

On a
91(gof)r da(gof) ... dp(gofn 9181 9282 981\ (01fi 9:fi ... pfi
91(8of)2  82080f)2 ... p(gof) 9182 0282 382 | |01f2  82fr ... fa
31<g°/‘)p Hz(gof)p 3p(gof)p 918n 928n 9q8n Hifq Hzfq Hp/;[

Tgof Ie f
ce qui donne l'autre expression en « regardant coordonnées par coordonnées. »

EXEMPLE 34 (Le gradient en coordonnées polaires):
Soit f : R? — R une fonction différentiable. La fonction F définie par F(r, @) = f(rcos ¢,r sin ¢)
pourr > 0 et ¢ € RR. Cette fonction s’écrit également f o M, avec la fonction M définie a 'exercice 9.

ro) o M(r,0) = (6 y) 5 Fuy)(ne) — 22 F(rp) .

La fonction F est différentiable car f et M le sont.ElAinsi,

L R QPR S o  OE _sing OF
r 9dr 9x Idr 9 ox ay ox or r 0]
OF _ox of oy Of __ O oo O Lyccosprsimoryr | O _ g, OF _cose OF
dp dp dx 3¢ dy ax dy sin gLy +cos gLy /1 dy ar r ap
On retrouve donc o \
Vf(x,y)_ar ur+r 20 Uy,

en posant i, = (cos @, sin ) et lig = (- sin @, cos @).

6 Dérivées secondes

DEFINITION 35:
Soit p € IN*, un ouvert D c R? et une fonction f : D — R, (x1, . <o Xp) = f(X,.. 0, Xp).

1. Soitunpointd = (ai,...,ap) € D.Silai-éme dérivée partielle 9; f existe sur D et possede
une j-iéme dérivée partielle en @, alors le nombre réel 9 i (8:f) (a) estune dérivée partielle
en d, et est noté 9 i0i f (@) ou 8% f(a) /axjaxi.EFette dérivée seconde s’écrit aussi parfois
d1,2f.

2. On dit que f est de classe 62 sur D si les p* fonctions 9;9; f sont continues sur D.

A priori, 819 f est différent de 9291 f.

EXERCICE 36:
Soit la fonction f : R* — R définie par

X2 - y?
f(x,y):xy-msi(x,y)i(o,o) et £(0,0) =0.

8 8?
f (0,0) =+1et S
ox dy ay 0x

(0,0) = -1.

Montrer que
Si (x,y) # (0,0), alors

%(Xﬂxz =¥9) - (04 yh) —xy(x* - y%) - %(XZ -y
Blf(xy,y) (Xz +y2)2

R —yH 2y (2 + y?) - 2Py (xE - yP)
- (XZ +y2)2

2. f différentiable par hypotheése, et M est de classe 6!, donc différentiable.

3. Cette notation vient de 3% (%)
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Et, pour h > 0, (f(h,0) — f(0,0))/h =0 — 0 quand h — 0, d’ou 81 £ (0, 0) = 0. De plus,

d d

—f(0,h) — —f(0,0

axf( ) Bxf( ) _ _hS/h4
h h h—0

of

D’ou,
ayox

(0,0) = —1.

57 (0,0)=1car f(x,) = —f(y.).

On procéde de méme pour montrer que
xay

PRrROPOSITION 37 (Théoréme de Schwarz):
Soit D un ouvert de R?, et f : D — IR une fonction de classe ®2. Alors,

8;0;f = 9;0if, pour tout (i, §) € [1, p]?.

THEOREME 38 (Formule de Taylor & Young a I'ordre 2, admise):
(On se place dans RR2, mais ce résultat s’étend a RP de la méme maniére.) Si f:D — Restde
classe 62, alors

f(a+hb+k)=f(ab) ordre 0
+haif(ab) +kazf(ab) ordre 1
h? K2
+ > 0101f(a,b) + hk 919> f (a,b) + = 32921 (a,b) ordre 2
+ IRl () reste

ouh = (h k), ete(h) — 0.

On note le développement a l'ordre 2 comme ah? + 2 Bhk + yk? ﬁ On note cette application qq,5). On
peut calculer le terme d’ordre 2 par produit matriciel :

e () ()

[ W

DEFINITION 39:
Soit f une fonction admettant des dérivées partielles secondes en a. La hessienne de f en d est
la matrice
*f *f *f
—(a) (@) ... (a)
X1 8X1 0X2 0X1 (‘)Xp
*f 2f . L
= Ix20x1 (@ X2 @ T 9xp dx é
Hy(a) = (aiajf)i’j = p € Mpp(R).
*f L Pf *f
3 (a) (a) ... == (a)
Xp 0X1 9Xp 0X2 xp

Sila fonction f est de classe 6 2 alors, par le théoreme de Schwarz, la hessienne de f est une matrice
symétrique.

7 Optimisation

4. Cest une forme quadraticque.

17



DEFINITION 40:
Soit d un vecteur d’une partie D ¢ R?, ou p € IN*. Soit f : D — IR une fonction scalaire. On dit
que

1. la fonction f posséde un minimum global sur D en a si VX €D, f(X)> f(a),

2. la fonction f possede un minimum global en da s'il existe € > 0 tel que pour tout X €
DN B(ae), f(X) > f(a).

On définit de méme un maximum local en d et un maximum global sur D en d. On dit que f posséde
un extremum (local en @, global sur D) si f possede un maximum ou un minimum (local en a, global
en D). Un extremum global est a fortiori local.

THEOREME 41:

Soit f : E — IR. Si D est une partie fermée et bornée de E et si f est une fonction continue sur
D, alors f possede un maximum et un minimum globaux. Autrement dit, toute fonction réelle
continue sur un fermé borné est bornée et atteint ses bornes.

La preuve sera faite dans I’annexe B.

PROPOSITION — DEFINITION 42:
Soient D ¢ R? et @ un point intérieur de D. Soit f : D — R une fonction scalaire différentiable
en d.

1. On dit que @ est un point critique de f si Vf(a) = 0Gesid f(a) est lapplication nulle).

2.
f posséde un extremum local d est un point critique de f
en un point intérieur @ Vf(a)=0
DEMONSTRATION:

Généralisation d’'un théoreme vu précédemment, la preuve est dans la section 14.4 du cours de MP2I.

PROPOSITION 43:
Soit @ € D un point d’un ouvert de RP, et soit f : D — R? une fonction scalaire de classe €2
Soient (A1, ..., Ap) les valeurs propres de la hessienne de f en d.

1. Condition nécessaire de minimum local en un point intérieur. Si f possede un mini-
mum local en @, alors
V(@) =0 et Viel[lp], A =0.

Autrement dit, V£ (d) = 0 et Hy (@) € S5

2. Condition suffisante de minimum local en un point intérieur. Si Vf(d) = 0,et Vi €
[1, p], A; > 0, autrement dit si Vf(d) = 0 et Hy () € 83", alors f posséde un minimum
local en d.

DEMONSTRATION: — Si f posséde un minimum local, alors d est un point critique, donc Vf(d) = 0. Do, f(a+ ﬁ) =
f(a)+ %q“ (h)+||h||> £(h). Comme d est un minimum local, alors % qz(h)+||R||>€(h) > 0, pour tout h suffisamment
petit (le minimum est local). Or, %q;,(ﬁ) + ||R||% e(h) = 1 h |T Hy(a) - | h | + IIR|I? e(R). Et, la matrice Hy (@)
est symétrique et a coefficients réels d’ou, d’apres le théoreme spectral, elle est diagonalisable dans une base %
orthonormée formée de vecteurs propres. D’ot, %q;,(ﬁ)-# HEHZE(H) = % [ﬁ]l -diag(Aq,...,An) - [h |%+ HEHZE(h) =
3 Mkl + -+ AphE) + (R + - - -+ H2) e() > 0, pour tout vecteur /i suffisamment petit. Montrons que i, A; > 0.
Par 'absurde, supposons qu’il existe i € [1, p] tel que A; < 0. On consideére le vecteur h= (0,...,0,h,0,...,0)
qui est non nul a la i-eme coordonnée. Alors,

1 5 5 = | -
E/\, h% + h*e(h) :hl(il\l+e(h)) 2> 0.
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or, e(h) — 0 lorsque h — 0.Dou, %Af + s(ﬁ) <0 pourflassez petit. Absurde.

Ceci reste vrai pour un maximum en replacant f par —f.

METHODE 44 (Démontrer les extrema locaux en dimension 2): 1. On détermine les points critique
de la fonction f.

2. Pour chaque point critique @, on calcule le déterminant et la trace de la hessienne Hy (d).
(a) Sile déterminant est strictement positif, alors il y a un extremum local en a :
— sila trace est strictement positive, alors f admet un minimum local en a,
— sila trace est strictement négative, alors f admet un maximum local en d.
(b) Sile déterminant est strictement négatif, alors f n’admet pas d’extremum local en a.
(c) Sile déterminant est nul, alors la proposition ne permet pas de conclure.

EXERCICE 45:
Etudier les extrema de la fonction

f:B0,1) > R
(6 y) — x* - y*

définie sur la boule B(0,1) = {(x, y) € R? | x* + y? < 1} fermée de centre 0 et de rayon 1.
La fonction f est continue sur le fermé borné E(ﬁ, 1), donc elle posséde un maximum et un mini-
mum globaux.
— ATintérieur de la boule B (6, 1), on procede par analyse-syntheése.

— Analyse. S’il existe un extremum en un point (a, b) € 1§(6, 1),alors Vf(a,b) = (2a,-2b) =
(0,0) d’ou (a,b) = 0.

— Syntheése. En (a,b) = 0, alors f(a,b) = f(0,0) = 0. Or, f(0,k) = —k* < 0, pour tout
k> 0.Et, f(h0) = h2 >0, pour tout h > 0. Le point 0 n’est, ni un minimum local, ni un
maximum local,pour la fonction f.

— Suite de ’analyse. (deuxieme méthode) On calcule la hessienne de f en 0. On trouve
P 2 0
H f(O) = (0 —2) 5
Les deux valeurs propres ont des signes différents, il n’y a donc ni maximum, ni minium

en 0.

— Etaubord, il y a un minimum global et un maximum global par continuité de f. Sur le bord,
x? +y? = 1,donc f(x,y) = x> — y? = x> — (1 - y?) = 2x* — 1, pour tout x € [-1,1]. Soit
g : X — x? — 1 définie sur [-1,1].

— Sur louvert | — 1,1[, ’il y a un extremum local en x, alors g’ (x) = 4x = 0 et donc x = 0.
Etalors, f(x, y) = g(x) = —1, et c’est un minimum global (au vu de la fonction f) atteint
aux points (0,1) et (0,—1).

— Et,aubordde [-1,1],alors:six =1ousix = —1,alors y = 0 etdonc f(x, y) =1, et Cest
un maximum global.

/

FIGURE 8 — Représentation graphique de la fonction f
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PROPOSITION 46 (Théoreme des extrema liés : c’est une condition nécessaire):
Soient f et g deux foncions de classe €' de E vers R. Si f est constante sur une partie C c E, et
sila restriction de g & C admet un extremum local en X € C, et si X n’est pas un point critique de
f, alors

Jx e R, Vg(X) = A Vf(X).

DEMONSTRATION:

La fonction g est extrémale sous la contrainte f(xy,...,xn) = C®. Le gradient est orthogonal aux lignes de niveaux de la
fonction. En particulier, V£ (@) est orthogonal & C en tout point @ € C. On considére un point M (t) € C. A un instant ¢, on
aura M (tp) = d.Si g{c posséde un extremum local en d, alors, a la date to, d goM(ty) = 0.0r, d’apres la régle de la chaine,

ar
4 g0 M(to) = { Vg(M(t)) | M’ (to) ) = 0.

EXEMPLE 47:

Soit C une courbe de niveau d’une fonction f : R*> — R de classe €. Soit A un point du plan. Si la
distance AM du point A a un point non critique M € C possede un extremum local, alors le vecteur AM
est orthogonal a la courbe C.

En effet, s’il y a un extremum local de g en (x, y) sous la contrainte f(x, y) = C'¢, alors Vg(x, y) //
Vf(a,b).
EXERCICE 48:
Déterminer les points du cercle d’équation x* + y* = 5 qui rendent extrémale la valeur 2x + y.

Soient f et g deux fonctions de classe €' définies par f(x,y) = x*> + y> et g(x,y) = 2x + y. On
applique le théoréme des extrema liés : s’il existe un extremum en (a, b), alors Vg(a,b) // Vf(a,b),
ie. (2,1) // (2a,2b). Dol |+ 59| = 0, d'ott 2b — a = 0. De plus, a® + b? = 5.
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