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Exemple 1:
Dans le planR2, soit C le cercle de centre (0, 0) et de rayon 1 :

(𝑥, 𝑦) ∈ C ⇐⇒ 𝑥2 + 𝑦2 = 1︸        ︷︷        ︸
équation implicite

⇐⇒

équations paramétrées︷                       ︸︸                       ︷
∃𝑡 ∈ R,

{
𝑥 = cos 𝑡
𝑦 = sin 𝑡.

Plus généralement, soient deux réels 𝑎 > 0 et 𝑏 > 0. La courbe Ed’équation implicite

𝑥2

𝑎2
+ 𝑦2

𝑏2
= 1

est appelée ellipse. Elle est représentée sur la �gure ci-dessous. C’est aussi une courbe paramétrée :

(𝑥, 𝑦) ∈ E ⇐⇒ ∃𝑡 ∈ R,
{
𝑥 = 𝑎 cos 𝑡
𝑦 = 𝑏 sin 𝑡.

Les deux courbes sont bornées. On peut passer de C à E au moyen des changements de variables
𝑋 = 𝑥/𝑎 et 𝑌 = 𝑦/𝑏. On nomme 𝑎 le « demi grand axe » et 𝑏 le « demi petit axe » de l’ellipse E.
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Figure 1 – Cercle Cet ellipse E

Exemple 2:
Soient deux réels 𝑎 > 0 et 𝑏 > 0. La courbe Hd’équation implicite

𝑥2

𝑎2
− 𝑦2

𝑏2
= 1

est appelée hyperbole. Elle est représentée sur la �gure ci-dessous. Cette hyperbole est la réunion de
deux branchesH+ = {(𝑥, 𝑦) ∈ H | 𝑥 > 0} etH− = {(𝑥, 𝑦) ∈ H | 𝑥 6 0}. La courbeH+ est une courbe
paramétrée

(𝑥, 𝑦) ∈ H+ ⇐⇒ ∃𝑡 ∈ R,
{
𝑥 = 𝑎 ch 𝑡
𝑦 = 𝑏 sh 𝑡.

L’hyperbole Hpossède deux asymptotes 𝑦
𝑏 = 𝑥

𝑎 et
𝑦
𝑏 = − 𝑥𝑎 .

𝑥2

𝑎2
− 𝑦2

𝑏2
= 1 ⇐⇒ 𝑋2 − 𝑌2 = 1 où

{
𝑋 = 𝑥/𝑎
𝑌 = 𝑦/𝑏

⇐⇒ 𝑈 · 𝑉 = 1 où

{
𝑈 = 𝑋 + 𝑌
𝑉 = 𝑋 − 𝑌

⇐⇒ 𝑉 =
1
𝑈
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L’hyperbole Ha une zone interdite entre −1 et 1. En e�et

𝑋2 − 𝑌2 = 1 ⇐⇒ 𝑋2 = 1 + 𝑌2 =⇒ 𝑋2 > 1.

𝑉 =
1
𝑈

𝑋2 − 𝑌2 = 1
𝑥2

𝑎2
− 𝑦2

𝑏2
= 1

Figure 2 – Hyperboles

Définition 3:
Soit 𝐷 ⊂ R2 une partie du plan et soit 𝑓 : 𝐷 → R une fonction dé�nie sur 𝐷. Pour chaque réel
𝐾 , la courbe de niveau 𝐾 de la fonction 𝑓 est l’ensemble 𝐶𝐾 des points (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 tels que

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝐾.

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2

Figure 3 – Courbes de niveaux

Faire varier le niveau 𝐾 sur la �gure ci-dessus revient à faire varier la hauteur 𝐾 du plan de la �gure
ci-dessous.

Figure 4 – L’intersection d’un paraboloïde et d’un plan (à gauche), d’une selle de cheval et d’un plan
(à droite)
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1 Dérivées partielles

2 Dérivées partielles

Définition 4:
Soit 𝐷 ⊂ R2 un ouvert, et soit 𝑓 : 𝐷→ R, (𝑥, 𝑦) ↦→ 𝑓 (𝑥, 𝑦) une fonction. Soit un point (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐷.

1. Si
lim
ℎ→0

𝑓 (𝑎 + ℎ, 𝑏) − 𝑓 (𝑎, 𝑏)
ℎ

existe et est �nie, alors ce nombre réel est noté 𝜕1 𝑓 (𝑎, 𝑏) ou 𝜕 𝑓
𝜕𝑥 et est appelé la première

dérivée partielle de 𝑓 en (𝑎, 𝑏) .
2. Si

lim
ℎ→0

𝑓 (𝑎, 𝑏 + ℎ) − 𝑓 (𝑎, 𝑏)
ℎ

existe et est �nie, alors ce nombre réel est noté 𝜕2 𝑓 (𝑎, 𝑏) ou 𝜕 𝑓
𝜕 𝑦 et est appelé la seconde

dérivée partielle de 𝑓 en (𝑎, 𝑏) .
3. Pour 𝑖 ∈ È1, 2É, si 𝜕𝑖 𝑓 (𝑎, 𝑏) existe pour tout (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐷, alors al fonction 𝜕𝑖 𝑓 : 𝐷→ R est

appelée la 𝑖-ème dérivée partielle de 𝑓 .
4. On dit que la fonction 𝑓 est de classe C1 sur 𝐷 si les deux dérivées partielles 𝜕1 𝑓 et 𝜕2 𝑓

existent et sont continues sur 𝐷.

Exercice 5 (Une fonction qui possède des dérivées partielles non continues):
Soit 𝑓 : R2 → R la fonction dé�nie par

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2 · sin
( 𝑦
𝑥

)
si 𝑥 ≠ 0 et 𝑓 (0, 𝑦) = 0 sinon..

1. Montrer que 𝑓 est continue surR2.
2. Montrer que les dérivées partielles 𝜕1 𝑓 (𝑥, 𝑦) et 𝜕2 𝑓 (𝑥, 𝑦) existent si 𝑥 ≠ 0, et les calculer.
3. Montrer que les dérivées partielles 𝜕1 𝑓 (0, 𝑦) et 𝜕2 𝑓 (0, 𝑦) existent et les calculer.
4. Montrer que la fonction 𝑓 n’est pas de classe C1.

1. La fonction 𝑓 est continue sur R★ × R d’après les théorèmes généraux (par produit et par
composition). Montrons que 𝑓 (0 + ℎ, 𝑦 + 𝑘) −−−−−−−−−−→

(ℎ,𝑘)→(0,0)
𝑓 (0, 𝑦) , i.e. | 𝑓 (0+ℎ, 𝑦+𝑘) − 𝑓 (0, 𝑦) | →

0. On a

0 6 | 𝑓 (0 + ℎ, 𝑦 + 𝑘) − 𝑓 (0, 𝑦) | =
����ℎ2 sin (

𝑦 + 𝑘
ℎ

)
− 0

����
= ℎ2

����sin (
𝑦 + 𝑘
ℎ

)����
6 ℎ2 6

√︁
ℎ2 + 𝑘2

2
6 ‖ (ℎ, 𝑘) ‖22

D’après le théorème des gendarmes, 𝑓 est continue en (0, 𝑦) , 𝑓 est donc continue surR2.
2. En tout point deR2 ×R, 𝜕1 𝑓 et 𝜕2 𝑓 existent par composition et par produit. Et,

𝜕1 𝑓 (𝑥, 𝑦) =
𝜕 𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦)

= 2𝑥 sin
( 𝑦
𝑥

)
+ 𝑥2 × −𝑦

𝑥2
cos

( 𝑦
𝑥

)
= 2𝑥 sin

( 𝑦
𝑥

)
− 𝑦 cos

( 𝑦
𝑥

)

𝜕2 𝑓 (𝑥, 𝑦) =
𝜕 𝑓

𝜕 𝑦
(𝑥, 𝑦)

= 𝑥2 · 1
𝑥
· cos

( 𝑦
𝑥

)
= 𝑥 cos

( 𝑦
𝑥

)

3. Calculons

𝑓 (0 + ℎ, 𝑦) − 𝑓 (0, 𝑦)
ℎ

=

ℎ2 sin
(
𝑦
ℎ

)
− 0

ℎ
= ℎ sin

( 𝑦
ℎ

)
−−−−→
ℎ→0

0
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car ℎ → 0 et sin est borné. D’où, 𝜕1 𝑓 (0, 𝑦) existe et 𝜕1 𝑓 (0, 𝑦) = 0. De plus,
[
𝑓 (0, 𝑦 + ℎ) −

𝑓 (0, 𝑦)
]
/𝑘 = (0 − 0)/𝑘 = 0 −−−−→

𝑘→0
0. D’où 𝜕2 𝑓 (0, 𝑦) existe et 𝜕2 𝑓 (0, 𝑦) = 0.

4. On a 𝜕1 𝑓 (𝑥, 1) 6−−−−→
𝑥→0

𝜕1 𝑓 (0, 1) car 1 × cos
(
1
𝑥

)
n’a pas de limite.

Théorème 6 (Formule de Taylor & Young à l’ordre 1):
Soit 𝐷 ⊂ R2 un ouvert, et soit 𝑓 : 𝐷 → R une fonction. Si 𝑓 est de classe C1, alors, pour tout
(𝑎, 𝑏) ∈ 𝐷,

𝑓 (𝑎 + ℎ, 𝑏 + 𝑘) = 𝑓 (𝑎, 𝑏) + ℎ 𝜕1 𝑓 (𝑎, 𝑏) + 𝑘 𝜕2 𝑓 (𝑎, 𝑏) + ‖ (ℎ, 𝑘) ‖ · 𝜀(ℎ, 𝑘)︸                ︷︷                ︸
`o(ℎ,𝑘)

où 𝜀(ℎ, 𝑘) −−−−−−−−−−→
(ℎ,𝑘)→(0,0)

0.

Rappel (Accroissements �nis):
Si 𝜑 est une fonction continue sur un segment [𝛼, 𝛽 ], et qu’elle est dérivable sur ]𝛼, 𝛽 [, alors il existe
𝑐 ∈ ]𝛼, 𝛽 [ tel que

𝜑(𝛽) − 𝜑(𝛼) = 𝜑′ (𝑐) · (𝛽 − 𝛼) .
Démonstration:
On a 𝑓 (𝑎 + ℎ, 𝑏 + 𝑘) − 𝑓 (𝑎, 𝑏) =

[
𝑓 (𝑎 + ℎ, 𝑏 + 𝑘) − 𝑓 (𝑎, 𝑏 + 𝑘)

]
+

[
𝑓 (𝑎, 𝑏 + 𝑘) − 𝑓 (𝑎 + 𝑘, 𝑏 + 𝑘)

]
. Soit 𝜑( ®𝑥) = 𝑓 (𝑥, 𝑏 + 𝑘) .

Alors, d’après le théorème des accroissements �nis, il existe 𝑐 ∈ ]𝑎, 𝑎 + ℎ[ tel que 𝜑(𝑎 + ℎ) − 𝜑(𝑎) = 𝜑′ (𝑐) ·
(
(𝑎 + ℎ) − 𝑎

)
.

D’où, 𝑓 (𝑎 + ℎ, 𝑏 + 𝑘) − 𝑓 (𝑎, 𝑏 + 𝑘) = 𝜕1 𝑓 (𝑐, 𝑏 + 𝑘) × ℎ. De même, soit 𝜓( 𝑦) = 𝑓 (𝑎, 𝑦) ; alors, il existe 𝑑 ∈ ]𝑏, 𝑏 + 𝑘 [ tel
que 𝑓 (𝑎, 𝑏 + 𝑘) − 𝑓 (𝑎, 𝑏) = 𝜕2 𝑓 (𝑎, 𝑑) × 𝑘. Or, 𝑓 est de classe C1 , d’où 𝜕1 𝑓 (𝑐, 𝑏 + 𝑘) → 𝜕1 𝑓 (𝑎, 𝑏) quand (ℎ, 𝑘) → (0, 0) ,
car (𝑐, 𝑏 + 𝑘) → (𝑎, 𝑏) et 𝜕1 𝑓 est continue. De même, 𝜕2 𝑓 (𝑎, 𝑑) → 𝜕2 𝑓 (𝑎, 𝑏) quand (ℎ, 𝑘) → (0, 0) . Ainsi, 𝜕1 𝑓 (𝑐, 𝑏 + 𝑘) =
𝜕1 𝑓 (𝑎, 𝑏) + 𝜀1 (ℎ, 𝑘) où 𝜀1 (ℎ, 𝑘) → 0 quand (ℎ, 𝑘) → (0, 0) . De même, 𝜕2 𝑓 (𝑎, 𝑑) = 𝜕2 𝑓 (𝑎, 𝑏) + 𝜀2 (ℎ, 𝑘) avec 𝜀(ℎ, 𝑘) → 0
quand (ℎ, 𝑘) → (0, 0) . On a donc 𝑓 (𝑎+ℎ, 𝑏+ 𝑘) − 𝑓 (𝑎, 𝑏) = ℎ 𝜕1 𝑓 (𝑎, 𝑏) +ℎ 𝜀1 (ℎ, 𝑘) + 𝑘 𝜕2 𝑓 (𝑎, 𝑏) + 𝑘 𝜀2 (ℎ, 𝑘) . On pose 𝑅 (ℎ, 𝑘)
le reste.

0 6 |𝑅 (ℎ, 𝑘) | 6 |ℎ | · |𝜀1 (ℎ, 𝑘) | + |𝑘 | · |𝜀2 (ℎ, 𝑘) |

6
√
ℎ2 + 𝑘2 ×

[
|𝜀1 (ℎ, 𝑘) | + |𝜀2 (ℎ, 𝑘) |

]︸                         ︷︷                         ︸
𝜀(ℎ,𝑘)

=‖ (ℎ, 𝑘) ‖ · 𝜀(ℎ, 𝑘) = `o(ℎ, 𝑘)
Remarque 7: 1. (fonctions deR𝑝 versR) Soit 𝑝 ∈ N★. Demême que les fonctions deR2 versR, on

peut étudier une fonction de R𝑝 vers R, dé�nir ses 𝑝 dérivées partielles 𝜕1 𝑓 , . . . , 𝜕𝑝 𝑓 si elles
existent, et dire que la fonction 𝑓 est de classe C1 sur un ouvert 𝑈 ⊂ R𝑝 si ses 𝑝 dérivées
partielles sont continues.
D’après la formule de Taylor & Young, si la fonction 𝑓 est de classe C1 sur 𝑈 , alors : en tout
point ®𝑎 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑝) ∈ 𝑈 ,

𝑓 ( ®𝑎 + ®ℎ) = 𝑓 ( ®𝑎) + ℎ1 𝜕1 𝑓 ( ®𝑎) + · · · + ℎ𝑝 𝜕𝑝 𝑓 ( ®𝑎) + `o( ®ℎ)
où ®ℎ = (ℎ1, . . . , ℎ𝑝) .

2. (fonctions deR𝑝 versR𝑛) Soient 𝑝 ∈ N★ et 𝑛 ∈ N★, un ouvert𝑈 ⊂ R𝑝 et une fonction

𝑓 : 𝑈 −→ R𝑛

®𝑥 =

©­­­«
𝑥1
.
.
.
𝑥𝑝

ª®®®¬ ↦−→
©­­­«
𝑓1 ( ®𝑥)
.
.
.

𝑓𝑛 ( ®𝑥)

ª®®®¬
Soit ®𝑎 ∈ 𝑈 . Si chacune des 𝑛 fonctions 𝑓𝑖 : 𝑈 → R est de classe C1 sur𝑈 , alors

∀𝑖 ∈ È1, 𝑛É, 𝑓𝑖 ( ®𝑎 + ®ℎ) = 𝑓𝑖 ( ®𝑎) + ℎ1 𝜕1 𝑓𝑖 ( ®𝑎) + · · · + ℎ𝑝 𝜕𝑝 𝑓𝑖 ( ®𝑎) + `o( ®ℎ) .
Matriciellement, cette égalité s’écrit

©­­­«
𝑓1 ( ®𝑎 + ®ℎ)

.

.

.

𝑓𝑛 ( ®𝑎 + ®ℎ)

ª®®®¬︸        ︷︷        ︸
𝑓 ( ®𝑎+®ℎ)

=

©­­­«
𝑓1 ( ®𝑎)
.
.
.

𝑓𝑛 ( ®𝑎)

ª®®®¬︸   ︷︷   ︸
𝑓 ( ®𝑎)

+
©­­­«

𝜕1 𝑓 ( ®𝑎)
↓

· · · 𝜕𝑝 𝑓 ( ®𝑎)
↓

𝜕1 𝑓1 ( ®𝑎) · · · 𝜕𝑝 𝑓1 ( ®𝑎)
.
.
.

. . .
.
.
.

𝜕1 𝑓𝑛 ( ®𝑎) · · · 𝜕𝑝 𝑓𝑛 ( ®𝑎)

ª®®®¬︸                               ︷︷                               ︸
J 𝑓 ( ®𝑎)

·
©­­­«
ℎ1
.
.
.
ℎ𝑝

ª®®®¬︸︷︷︸
®ℎ

+‖®ℎ‖ ·
©­­­«
𝜀1 ( ®ℎ)
.
.
.

𝜀𝑛 ( ®ℎ)

ª®®®¬︸   ︷︷   ︸
𝜀( ®ℎ)

.
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Définition 8:
Soit 𝑓 une fonction dé�nie sur un ouvert𝑈 ⊂ R𝑝 comme

𝑓 : 𝑈 −→ R𝑛

®𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑝) ↦−→
(
𝑓1 ( ®𝑥) , . . . , 𝑓𝑛 ( ®𝑥)

)
.

Si chaque fonction 𝑓𝑖 admet 𝑝 dérivées partielles en ®𝑎, alors la matrice J 𝑓 ( ®𝑎) ∈M𝑛,𝑝 (R) dé�nie
par

(
J 𝑓 ( ®𝑎)

)
𝑖, 𝑗 =

𝜕 𝑓𝑖
𝜕𝑥 𝑗
( ®𝑎) , pour tout 𝑖 ∈ È1, 𝑛É et 𝑗 ∈ È1, 𝑝É, est appelée jacobienne de 𝑓 en ®𝑎.

©­­­«

𝜕1 𝑓 ( ®𝑎)
↓

· · · 𝜕𝑝 𝑓 ( ®𝑎)
↓

∇ 𝑓1 → 𝜕1 𝑓1 ( ®𝑎) · · · 𝜕𝑝 𝑓1 ( ®𝑎)
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.
∇ 𝑓𝑛 → 𝜕1 𝑓𝑛 ( ®𝑎) · · · 𝜕𝑝 𝑓𝑛 ( ®𝑎)

ª®®®¬ = J 𝑓 ( ®𝑎) .

Exemple 9:
La fonction

𝑀 : R+★ ×R −→ R2

(𝑟, 𝜑) ↦−→ (𝑥, 𝑦) = (𝑟 cos 𝜑, 𝑟 sin 𝜑)

change les coordonnées polaires (𝑟, 𝜑) en coordonnées cartésiennes (𝑥, 𝑦) . La fonction𝑀 possède des
dérivées partielles et sa matrice jacobienne est

J𝑀 (𝑟, 𝜑) =
(
𝜕𝑥
𝜕𝑟 (𝑟, 𝜑)

𝜕𝑥
𝜕𝜑 (𝑟, 𝜑)

𝜕𝑦
𝜕𝑟 (𝑟, 𝜑)

𝜕𝑦
𝜕𝜑 (𝑟, 𝜑)

)
=

( 𝜕𝑀
𝜕𝑟
↓

𝜕𝑀
𝜕𝜑
↓

cos 𝜑 −𝑟 sin 𝜑
sin 𝜑 𝑟 cos 𝜑

)
.

Ses vecteurs colonnes sont représentés sur la �gure ci-dessous. Le vecteur 𝜕𝑀
𝜕𝑟 est tangent à la droite

paramétrée par 𝑟 ↦→ 𝑀 (𝑟, 𝜑) ; le vecteur 𝜕𝑀
𝜕𝜑 est tangent au cercle paramétré par 𝜑 ↦→ 𝑀 (𝑟, 𝜑) .

𝑟

𝑀 (𝑟, 𝜑)
𝜑

𝜕𝑀

𝜕𝑟
(𝑟, 𝜑)

𝜕𝑀

𝜕𝜑
(𝑟, 𝜑)

Figure 5 – Coordonnées polaires

3 La di�érentielle d’une fonction

Dans toute la suite, 𝐸 et 𝐹 sont des espaces vectoriels normés de dimensions �nies 𝑝 = dim 𝐸 et 𝑛 =

dim 𝐹. Si l’on choisit une base de 𝐸 et une base de 𝐹, alors on pourra confondre ®𝑥 ∈ 𝐸 et (𝑥1, . . . , 𝑥𝑝) ∈
R𝑝 d’une part, et 𝑓 ( ®𝑥) ∈ 𝐹 et

(
( 𝑓1 ( ®𝑥) , . . . , 𝑓𝑛 ( ®𝑥)

)
∈ R𝑛 d’autre part.
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Proposition – Définition 10:
Soient𝑈 un ouvert de 𝐸, un point ®𝑎 ∈ 𝑈 , et une fonction 𝑓 : 𝑈 → 𝐹. On dit que 𝑓 est di�érentiable
en ®𝑎 s’il existe une application linéaire �®𝑎 : 𝐸 → 𝐹 telle que

𝑓 ( ®𝑎 + ®ℎ) = 𝑓 ( ®𝑎) + �®𝑎 ( ®ℎ) + `o( ®ℎ) .
Si 𝑓 est di�érentiable en ®𝑎, alors

1. l’application �®𝑎 est unique, on l’appelle la di�érentielle de 𝑓 en ®𝑎, et on note

�®𝑎 = d 𝑓 ( ®𝑎) : 𝐸 −→ 𝐹

®ℎ ↦−→ �®𝑎 ( ®ℎ) = d 𝑓 ( ®𝑎) · ®ℎ ;

2. les dérivées partielles de 𝑓 en ®𝑎 existent et

∀®ℎ ∈ 𝐸, d 𝑓 ( ®𝑎) · ®ℎ = ℎ1 𝜕1 𝑓 ( ®𝑎) + · + ℎ𝑝 𝜕𝑝 𝑓 ( ®𝑎) =
𝑝∑︁
𝑖=1

ℎ𝑖 𝜕𝑖 𝑓 ( ®𝑎) .

Démonstration:

1ère preuve de l’unicité. Supposons qu’il existe 𝐿1 et 𝐿2 deux applications linéaires telles que, pour tout vecteur ®ℎ, 𝑓 ( ®𝑎+
®ℎ) = 𝑓 ( ®𝑎) +𝐿1 ( ®ℎ) + `o( ®ℎ) et 𝑓 ( ®𝑎+ ®ℎ) = 𝑓 ( ®𝑎) +𝐿2 ( ®ℎ) + `o( ®ℎ) . Montrons que 𝐿1 = 𝐿2 . On soustrait les deux expressions
de 𝑓 ( ®𝑎 + ®ℎ) et on trouve ®0 = ®0 + 𝐿1 ( ®ℎ) − 𝐿2 ( ®ℎ) + `o( ®ℎ) . On �xe ®ℎ ∈ 𝐸, et soit 𝑡 ∈ R★ : 𝐿1 (𝑡®ℎ) − 𝐿2 (𝑡®ℎ) = `o(𝑡®ℎ) =
‖𝑡®ℎ‖𝜀(𝑡®ℎ) . Ainsi, par homogénéité de la norme et par linéarité de 𝐿1 et 𝐿2 , on a 𝑡 𝐿1 ( ®ℎ) − 𝑡 𝐿2 ( ®ℎ) = |𝑡 | · ‖ ®ℎ‖ · 𝜀(𝑡®ℎ) .
Ainsi, 𝐿1 ( ®ℎ) − 𝐿2 ( ®ℎ) = ‖ ®ℎ‖ · 𝜀(𝑡®ℎ) où 𝜀(𝑡®ℎ) = ±𝜀(𝑡®ℎ) . On fait tendre 𝑡 vers 0, et donc 𝐿1 ( ®ℎ) − 𝐿2 ( ®ℎ) → 0. D’où,
𝐿1 ( ®ℎ) − 𝐿2 ( ®ℎ) = ®0 pour tout vecteur ®ℎ ∈ 𝐸. On en déduit 𝐿1 = 𝐿2 .

2nde preuve de l’unicité & formule. Soit �®𝑎 une application linéaire telle que 𝑓 ( ®𝑎 + ®ℎ) = 𝑓 ( ®𝑎) + �®𝑎 ( ®ℎ) + ‖ ®ℎ‖ 𝜀( ®ℎ) , pour
tout vecteur ®ℎ ∈ 𝐸. En particulier, on pose ®ℎ = 𝑡 ®𝑒𝑖 , où ®𝑒𝑖 est l’un des vecteurs d’une base de 𝐸, et 𝑡 ∈ R★.
Ainsi, 𝑓 ( ®𝑎 + 𝑡®𝑒𝑖 ) = 𝑓 ( ®𝑎) + �®𝑎 (𝑡®𝑒𝑖 ) + ‖𝑡®𝑒𝑖 ‖ 𝜀(𝑡®𝑒𝑖 ) . En développant, on trouve 𝑓 (𝑎1 , . . . , 𝑎𝑖−1 , 𝑎𝑖 + 𝑡, 𝑎𝑖+1 , . . . , 𝑎𝑝) −
𝑓 (𝑎1 , 𝑎2 , . . . , 𝑎𝑖−1 , 𝑎𝑖 , 𝑎𝑖+1 , . . . , 𝑎𝑝) = 𝑡�®𝑎 ( ®𝑒𝑖 ) + |𝑡 | ‖ ®𝑒𝑖 ‖ 𝜀(𝑡®𝑒𝑖 ) , par linéarité de �®𝑎 et par homogénéité de la norme.
On divise par 𝑡 et on trouve

𝑓 (𝑎1 , . . . , 𝑎𝑖−1 , 𝑎𝑖 + 𝑡, 𝑎𝑖+1 , . . . , 𝑎𝑝) − 𝑓 (𝑎1 , 𝑎2 , . . . , 𝑎𝑖−1 , 𝑎𝑖 , 𝑎𝑖+1 , . . . , 𝑎𝑝)
𝑡

= �®𝑎 ( ®𝑒𝑖 ) + ‖®𝑒𝑖 ‖ 𝜀(𝑡®𝑒𝑖 ) −−−→
𝑡→0

�®𝑎 ( ®𝑒𝑖 ) .

D’où, 𝜕𝑖 𝑓 ( ®𝑎) existe et vaut �®𝑎 ( ®𝑒𝑖 ) .
Si ®ℎ est quelconque, alors on pose ®ℎ = ℎ1 ®𝑒1 + · · · + ℎ𝑝 ®𝑒𝑝 . Par linéarité de �®𝑎 , on a

d 𝑓 ( ®𝑎) · ®ℎ = �®𝑎 ( ®ℎ) = ℎ1�®𝑎 ( ®𝑒1) + · · · + ℎ𝑝�®𝑎 ( ®𝑒𝑝) = ℎ1 𝜕1 𝑓 ( ®𝑎) + · · · + ℎ𝑝 𝜕𝑝 𝑓 ( ®𝑎) .

Exemple 11: 1. La fonction

𝑓 : M𝑛 (R) −→M𝑛 (R)

𝐴 ↦−→ 𝐴2

est di�érentiable en chaque point 𝐴 ∈ M𝑛 (R) et d 𝑓 (𝐴) · 𝐻 = 𝐴𝐻 + 𝐻𝐴. En e�et, 𝑓 (𝐴 + 𝐻) =
(𝐴+𝐻)2 = 𝐴2 +𝐴𝐻 +𝐻𝐴+𝐻2 = 𝑓 (𝐴) + [𝐴𝐻 +𝐻𝐴] +𝐻2. La formule entre crochets est linéaire
en 𝐻 , et dépend de 𝐴, on la note �𝐴 (𝐻) . Et, montrons que 𝐻2 = `o(𝐻) i.e. 𝐻2 = ‖𝐻 ‖𝜀(𝐻) , avec
𝜀(𝐻) → 0 quand 𝐻 → 0. Montrons alors que 𝐻2/‖𝐻 ‖ → 0 quand 𝐻 → 0, i.e. montrons que
‖𝐻2 ‖/‖𝐻 ‖ → 0 quand ‖𝐻 ‖ → 0. 1 On choisit une norme sous-multiplicative. Alors, ‖𝐻2 ‖ 6
‖𝐻 ‖ × ‖𝐻 ‖. D’où, 0 6 ‖𝐻2 ‖/‖𝐻 ‖ 6 ‖𝐻 ‖2/‖𝐻 ‖ 6 ‖𝐻 ‖. Par le théorème des gendarmes, on a
bien ‖𝐻2 ‖/‖𝐻 ‖ → 0 quand 𝐻 → 0.

Rappel (comatrice):

1. L’enjeu est de choisir une norme adaptée à la question : toutes les normes sont équivalentes en dimension �nie.
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det 𝐴 =

���������������

𝑗
↓

𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1 𝑗 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2 𝑗 . . . 𝑎2𝑛
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.
. . .

.

.

.
𝑖 → 𝑎𝑖1 𝑎𝑖2 . . . 𝑎𝑖 𝑗 . . . 𝑎𝑖𝑛

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

. . .
.
.
.

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . . . 𝑎𝑛 𝑗 . . . 𝑎𝑛𝑛

���������������
= (−1)1+ 𝑗𝑎1 𝑗Δ1 𝑗 + (−1)2+ 𝑗𝑎2 𝑗Δ2 𝑗 + · · · + (−1)𝑛+ 𝑗𝑎𝑛, 𝑗Δ𝑛, 𝑗

=

𝑛∑︁
𝑖=1
(−1) 𝑖+ 𝑗𝑎𝑖, 𝑗Δ𝑖, 𝑗 ,

où la matrice Δ𝑖, 𝑗 est le déterminant de la matrice carrée obtenue en supprimant la colonne 𝑗 et
la ligne 𝑖. La matrice Δ𝑖, 𝑗 s’appelle le mineur ; le cofacteur est le terme (−1) 𝑖+ 𝑗Δ𝑖, 𝑗 . Si 𝑗 ≠ 𝑘, alors∑𝑛
𝑖=1 (−1)

𝑖+ 𝑗𝑎𝑖,𝑘Δ𝑖, 𝑗 = 0, car il s’agit dudéterminant oùdeux colonnes sont égales. Ainsi,
∑𝑛
𝑖=1 (−1)

𝑖+ 𝑗𝑎𝑖,𝑘Δ𝑖, 𝑗 =

det(𝐴) ·𝛿 𝑗,𝑘 , où 𝛿 𝑗,𝑘 est le symbole deKronecker. Onpose 𝑏 𝑗,𝑖 = (−1) 𝑖+ 𝑗Δ𝑖, 𝑗 , et on adonc
∑𝑛
𝑖=1 (−1)

𝑖+ 𝑗𝑎𝑖,𝑘Δ𝑖, 𝑗 =∑𝑛
𝑖=1 𝑏𝑖, 𝑗𝑎𝑖,𝑘 . En nommant (𝑏 𝑗,𝑖 ) = 𝐵, on trouve donc 𝐵 · 𝐴 = det(𝐴) · 𝐼𝑛. Si det 𝐴 ≠ 0, alors(

1
det 𝐴

𝐵

)
· 𝐴 = 𝐼𝑛 et donc 𝐴−1 =

1
det 𝐴

𝐵.

La comatrice est la matrice 𝐵 transposée : [com 𝐴]𝑖, 𝑗 = (−1) 𝑖+ 𝑗 · Δ𝑖, 𝑗 Avec cette dé�nition, on a donc

𝐴−1 =
1

det 𝐴
· (com 𝐴)> .

Rappel (déterminant):

det 𝐴 =
∑︁
𝜎∈𝔖𝑛

𝜀(𝜎)𝑎1,𝜎 (1) 𝑎2,𝜎 (2) · · · 𝑎𝑛,𝜎 (𝑛) .

Exercice 12: 1. Soient 𝐻 ∈M𝑛 (R) et 𝐼𝑛 la matrice identité. Montrer que

det(𝐼𝑛 + 𝐻) = 1 + tr𝐻 + `o(𝐻) .
2. En déduire que la fonction det : M𝑛 (R) → R est di�érentiable en 𝐼𝑛. Quelle est sa di�érentielle

en 𝐼𝑛 ?
3. Soit 𝐴 ∈ M𝑛 (R) une matrice inversible. Montrer que det est di�érentiable en 𝐴. Quelle est sa

di�érentielle en 𝐴?

1. On calcule, en utilisant la formule du déterminant rappelée précédemment :

det(𝐼𝑛 + 𝐻) =

���������
1 + ℎ11 ℎ12 . . . ℎ1𝑛
ℎ21 1 + ℎ22 . . . ℎ2𝑛
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.
ℎ𝑛1 ℎ𝑛2 . . . 1 + ℎ𝑛𝑛

���������
= 1 + (ℎ11 + ℎ22 + · · · + ℎ𝑛𝑛) + termes d’ordre supérieur ou égal à 2 en ℎ
= 1 + tr𝐻 + `o(𝐻)

2. Or, tr est une forme linéaire, donc det est di�érentiable en 𝐼𝑛 et ddet(𝐼𝑛) · 𝐻 = tr𝐻 (oui, c’est
moche).

3. Comme 𝐴 ∈ GL𝑛 (R) , on a

det(𝐴 + 𝐻) = det
(
𝐴 · (𝐼𝑛 + 𝐴−1 · 𝐻)

)
= det 𝐴 × det(𝐼𝑛 + 𝐴−1 · 𝐻)

= det 𝐴 × (1 + tr(𝐴−1𝐻) + reste′)

= det 𝐴 + det 𝐴 × tr(𝐴−1𝐻) + reste
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où reste = det(𝐴) · ‖𝐴−1𝐻 ‖𝜀(𝐴−1𝐻) = ‖𝐻 ‖𝜀′ (𝐻) car ‖𝐴−1𝐻 ‖ 6 ‖𝐴−1 ‖ × ‖𝐻 ‖ en choisissant
une norme sous-multiplicative et ‖𝐴−1 ‖ × det(𝐴)𝜀(𝐴−1𝐻) → 0 quand 𝐻 → 0 car 𝐴−1𝐻 → 0,
car 0 6 ‖𝐴−1𝐻 ‖ 6 ‖𝐻 ‖ → 0 quand ‖𝐻 ‖ → 0 avec la norme sous-multiplicative. Donc, det est
di�érentiable en 𝐴 ∈ GL𝑛 (R) et

ddet(𝐴) · 𝐻 = det(𝐴) × tr(𝐴−1𝐻) .

Proposition 13:

𝑓 est de classe C1

𝑓 est di�érentiable en ®𝑎 𝑓 est continue en ®𝑎

𝑓 possède des dérivées partielles en ®𝑎

Taylor Young (plus tard. . . )
×

×

.

Démonstration:
Supposons 𝑓 di�érentiable en ®𝑎.Montrons que 𝑓 est continue en ®𝑎. On sait que 𝑓 ( ®𝑎+®ℎ) = 𝑓 ( ®𝑎)+d 𝑓 ( ®𝑎) ·®ℎ+‖®ℎ‖𝜀( ®ℎ) .Montrons
que 𝑓 ( ®𝑎 + ®ℎ) → 𝑓 ( ®𝑎) quand ®𝑎→ ®ℎ. Montrons donc que 𝑓 ( ®𝑎 + ®ℎ) − 𝑓 ( ®𝑎) = 𝜀( ®ℎ) . Or, 𝑓 ( ®𝑎 + ®ℎ) − 𝑓 ( ®𝑎) = d 𝑓 ( ®𝑎) · ®ℎ + ‖®ℎ‖𝜀( ®ℎ) .
On a ‖ ®ℎ‖𝜀( ®ℎ) → 0 quand ®ℎ→ ®0. Et, d 𝑓 ( ®𝑎) est linéaire sur un espace vectoriel de dimension �nie, donc d 𝑓 ( ®𝑎) est continue,
d’où d 𝑓 ( ®𝑎) · ®ℎ→ d 𝑓 ( ®𝑎) · ®0 = ®0 car d 𝑓 ( ®𝑎) est linéaire. D’où,

𝑓 ( ®𝑎 + ®ℎ) − 𝑓 ( ®𝑎) = d 𝑓 ( ®𝑎) · ®ℎ︸     ︷︷     ︸
→0

+ ‖®ℎ‖𝜀( ®ℎ)︸    ︷︷    ︸
→0

−−−→
®ℎ→®0

®0.

Exercice 14 (Une fonction qui possède des dérivées partielles, mais pas continue):
Soit la fonction 𝑓 : R2 → R dé�nie par

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥 𝑦

𝑥2 + 𝑦2
si (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0) et 𝑓 (0, 0) = 0.

Montrer que la fonction 𝑓 possède des dérivées partielles 𝜕1 𝑓 (0, 0) et 𝜕2 𝑓 (0, 0) en (0, 0) mais que 𝑓 n’est
pas continue en (0, 0) .

La fonction 𝑓 n’est pas continue en (0, 0) car 𝑓 (𝑥, 𝑥) → 1
2 ≠ 𝑓 (0, 0) quand 𝑥 → 0. D’une part,(

𝑓 (0 + ℎ, 0) − 𝑓 (0, 0)
)
/ℎ =

(
𝑓 (ℎ, 0)

)
/ℎ = 0/ℎ = 0 → 0, lorsque ℎ → 0. D’où, 𝜕1 𝑓 (0, 0) existe et

𝜕1 𝑓 (0, 0) = 0. De même, 𝜕2 𝑓 (0, 0) = 0 par symétrie.
Remarque 15:
Soit 𝑎 un élément de 𝐼 ⊂ R un intervalle ouvert. Une fonction 𝑓 : 𝐼 → R est dérivable en 𝑎 si, et
seulement si elle est di�érentiable en 𝑎. Et alors, 𝑓 ′ (𝑎) = d 𝑓 (𝑎) · 1.

Définition 16:
Si 𝑓 : 𝐸 → 𝐹 est une fonction di�érentiable en chaque point ®𝑎 ∈ 𝑈 d’une partie𝑈 ⊂ 𝐸, alors on
dit que 𝑓 est di�érentiable sur𝑈 et l’application

d 𝑓 : 𝑈 −→ L(𝐸, 𝐹)
®𝑎 ↦−→ d 𝑓 ( ®𝑎)

est appelée la di�érentielle de 𝑓 sur𝑈 . Si chacune des 𝑛 fonctions 𝑓𝑖 est de classe C1 sur𝑈 , alors
on dit que 𝑓 est de classe C1 sur𝑈 .

Proposition 17: 1.

𝑓 est de classe C1 sur𝑈 𝑓 est di�érentiable sur𝑈

×
.
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2. La fonction 𝑓 est C1 sur𝑈 si, et seulement si 𝑓 est di�érentiable sur𝑈 et sa di�érentielle
d 𝑓 est continue sur𝑈 .

Exercice 18 (Une fonction di�érentiable mais pas C1):
Montrer que la fonction 𝑓 dé�nie à l’exercice 5 est di�érentiable surR2 mais n’est pas C1 surR2.

On a déjà montré que 𝑓 n’est pas C1, i.e. 𝜕1 𝑓 ou 𝜕2 𝑓 n’est pas continue (c.f. exercice 5). Mais 𝑓 est
di�érentiable. En e�et, montrons qu’il existe 𝛼 et 𝛽 deux réels tels que pour tout vecteur ®ℎ = (ℎ, 𝑘) ∈
R2, 𝑓 (𝑎 + ℎ, 𝑏 + 𝑘) = 𝑓 (𝑎, 𝑏) + 𝛼ℎ + 𝛽𝑘 + `o( ®ℎ) .

— si 𝑎 ≠ 0, alors 𝑓 est C1 et, d’après la formule de Taylor-Young, 𝑓 est di�érentiable.

— si 𝑎 = 0, alors 𝑓 (0 + ℎ, 𝑏 + 𝑘) = ℎ × ℎ sin
(
𝑏+𝑘
ℎ

)
= ℎ × `o(ℎ) car sin

(
𝑏+𝑘
ℎ

)
est bornée. Ainsi,

𝑓 (ℎ, 𝑏 + 𝑘) = 𝑓 (0, 𝑏) + 0ℎ + 0𝑘 + `o(ℎ) .
La fonction 𝑓 est donc di�érentiable surR2.
Exemple 19: 1. La norme « deux » dé�nie sur R𝑝 par 𝑁 ( ®𝑥) = √𝑥12 + · · · + 𝑥𝑝2 est de classe C1

surR𝑝 \ {®0} et

∀®𝑎 ∈ R𝑝 \ {®0}, ∀®ℎ ∈ R𝑝, d𝑁 ( ®𝑎) · ®ℎ =
〈 ®𝑎 | ®ℎ 〉
𝑁 ( ®𝑎)

,

où 〈 ®𝑎 | ®ℎ 〉 = ∑𝑝
𝑖=1 𝑎𝑖ℎ𝑖 est le produit scalaire des vecteurs ®𝑎 et ®𝑏.

2. La fonction det : M𝑛 (R) → R est de classe C1 et

∀𝐴 ∈M𝑛 (R) , ∀𝐻 ∈M𝑛 (R) , det(𝐴 + 𝐻) = det 𝐴 + tr(𝐵> · 𝐻) + `o(𝐻) ,
où 𝐵 = com 𝐴 est la comatrice de 𝐴.
On a déjà montré le résultat pour 𝐴 ∈ GL𝑛 (R) (exercice 12). En e�et, 𝐵> = det(𝐴)𝐴−1, et on
conclut par linéarité de tr.
Montrons maintenant le résultat pour 𝐴 quelconque. On sait déjà que det est de classe C∞ car
det 𝐴 =

∑
𝜎∈𝔖𝑛 𝜀(𝜎)𝑎1,𝜎 (1) · · · 𝑎𝑛,𝜎 (𝑛) (par les « théorèmes généraux »). En développant selon

la colonne 𝑗, pour la ligne 𝑖, on trouve que le terme devant 𝑎𝑖, 𝑗 est (−1) 𝑖+ 𝑗Δ𝑖, 𝑗 . En e�et, aucun
terme ne contient 𝑎𝑖, 𝑗 car on supprime la 𝑗-ième colonne. Ainsi,

𝜕 det
𝜕𝑎𝑖, 𝑗

= (−1) 𝑖+ 𝑗Δ𝑖, 𝑗 ,

qui est une fonction continue. Ainsi, det est de classe C1, et, d’après le formule de Taylor-
Young,

det(𝐴 + 𝐻) = det 𝐴 +
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

ℎ𝑖, 𝑗

[com 𝐴]𝑖, 𝑗︷       ︸︸       ︷
(−1) 𝑖+ 𝑗Δ𝑖, 𝑗 + `o(𝐻)

= det 𝐴 +
∑︁

(𝑖, 𝑗)∈È1,𝑛É2
ℎ𝑖, 𝑗𝑏𝑖, 𝑗 + `o(𝐻)

= det 𝐴 + tr(𝐵> · 𝐻) + `o(𝐻)

car on reconnaît la formule du produit scalaire surM𝑛 (R) .
Remarque 20:
De ce dernier exemple, il en résulte que la fonction det : M𝑛 (R) → R est continue (car C1 =⇒
di�érentiable =⇒ C0). D’où, GL𝑛 (R) = det−1 (R★) est l’image réciproque, par la fonction continue
det, de l’ouvert R★. Ainsi, GL𝑛 (R) est un ouvert de M𝑛 (R) . On avait aussi montré que GL𝑛 (R) est
dense dansM𝑛 (R) (exercice 26 du chapitre 13).

4 Le gradient

L’espace vectoriel 𝐸 était, jusqu’ici, normé et de dimension �nie. On lemunit désormais d’un produit
scalaire ; 𝐸 est donc un espace euclidien.
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Proposition – Définition 21:
Si 𝑓 : 𝐸 → R est di�érentiable en ®𝑎 ∈ 𝐸, alors il existe un unique vecteur de 𝐸, appelé le gradient
de 𝑓 en ®𝑎, et noté ∇ 𝑓 ( ®𝑎) ou grad 𝑓 ( ®𝑎) , tel que

∀®ℎ ∈ 𝐸, d 𝑓 ( ®𝑎) · ®ℎ = 〈®ℎ | ∇ 𝑓 ( ®𝑎) 〉

est le le produit scalaire du vecteur déplacement ®ℎ et du gradient de 𝑓 en ®𝑎. Si ( ®𝑒1, . . . , ®𝑒𝑝) est
une base orthonormée de 𝐸, alors ∇ 𝑓 ( ®𝑎) = 𝜕1 𝑓 ( ®𝑎) ®𝑒1 + · · · + 𝜕𝑝 𝑓 ( ®𝑎) ®𝑒𝑝.

Exemple 22:
La fonction 𝑓 dé�nie par 𝑓 (𝑥, 𝑦) = ln(𝑥2 + 𝑦2) est de classe C1 surR2 \ {(0, 0) } et

∀(𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0) , ∇ 𝑓 (𝑥, 𝑦) =
(

2𝑥
𝑥2 + 𝑦2

,
2𝑦

𝑥2 + 𝑦2

)
.

La �gure ci-dessous représente, en chaque point (𝑥, 𝑦) di�érent de l’origine, le gradient de 𝑓 en (𝑥, 𝑦) .
On obtient ainsi un champ de vecteurs.

Figure 6 – Le champ des gradients de (𝑥, 𝑦) ↦→ ln(𝑥2 + 𝑦2)

On se déplace dans un espace euclidien 𝐸, le long d’une courbe paramétrée par𝑀 : 𝑡 ↦→ 𝑀 (𝑡) , et on
évalue, à chaque instant 𝑡, la valeur de 𝑓

(
𝑀 (𝑡)

)
prise par une fonction scalaire 𝑓 en un point 𝑀 (𝑡) .

Lemme 23 (Règle de la chaîne):
Soit 𝑓 : 𝑈 → R dé�nie sur un ouvert 𝑈 de l’espace euclidien 𝐸. (Dans ce lemme, on se place
en dimension 2, mais ce résultat est vrai dans un espace 𝐸 de dimension 𝑝.) Soit 𝑀 : 𝐼 → 𝐸
dé�nie sur un intervalle 𝐼 de R. Si 𝑀 (𝐼) ⊂ 𝑈 et les fonctions 𝑓 et 𝑀 sont di�érentiables, alors
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𝑓 ◦𝑀 : 𝑡 ↦→ 𝑓
(
𝑀 (𝑡)

)
est di�érentiable et, pout tout 𝑡 ∈ 𝐼 ,

( 𝑓 ◦𝑀)′ (𝑡) = d
d𝑡
𝑓
(
𝑀 (𝑡)

)
= 𝑥′ (𝑡) · 𝜕 𝑓

𝜕𝑥

(
𝑀 (𝑡)

)
+ 𝑦′ (𝑡) 𝜕 𝑓

𝜕 𝑦

(
𝑀 (𝑡)

)
= 〈𝑀′ (𝑡) | ∇ 𝑓 (𝑀 (𝑡)) 〉
= d 𝑓

(
𝑀 (𝑡)

)
·𝑀′ (𝑡)

est le produit scalaire du vecteur vitesse𝑀′ (𝑡) et du gradient de 𝑓 en𝑀 . De plus, si 𝑓 et𝑀 sont
de classe C1, alors 𝑓 ◦𝑀 l’est aussi.

Démonstration:
On pose, pour tout réel 𝑡,𝑀 (𝑡) =

(
𝑥 (𝑡) , 𝑦 (𝑡)

)
. On suppose 𝑓 di�érentiable, et𝑀 dérivable (par rapport à 𝑡). Montrons que

𝑓 ◦𝑀 est dérivable, et calculer ( 𝑓 ◦𝑀)′ (𝑡) . On calcule 𝑓 ◦𝑀 (𝑡+𝑢)− 𝑓 ◦𝑀 (𝑡) = 𝑓
(
𝑥 (𝑡+𝑢) , 𝑦 (𝑡+𝑢)

)
− 𝑓

(
𝑥 (𝑡) , 𝑦 (𝑡)

)
. Or, comme 𝑥

est dérivable, et 𝑥 (𝑡+𝑢) = 𝑥 (𝑡)+𝑢 𝑥′ (𝑡)+𝑢𝜀1 (𝑢) . En e�et, cette expression est équivalente à
(
𝑥 (𝑡+𝑢)−𝑥 (𝑡)

)
/𝑢 = 𝑥′ (𝑡)+𝜀1 (𝑢) ,

qui tend vers 𝑥′ (𝑡) quand 𝑢→ 0. De même, 𝑦 (𝑡 + 𝑢) = 𝑦 (𝑡) + 𝑢 𝑦′ (𝑡) + 𝑢 𝜀2 (𝑢) . D’où,

𝑓
(
𝑥 (𝑡 + 𝑢) , 𝑦 (𝑡 + 𝑢)

)
= 𝑓

(
𝑥 (𝑡) + 𝑢 𝑥′ (𝑡) + 𝑢 𝜀1 (𝑢)︸               ︷︷               ︸

ℎ

, 𝑦 (𝑡) + 𝑢 𝑦′ (𝑡) + 𝑢 𝜀2 (𝑢)︸                ︷︷                ︸
𝑘

)
.

Or, par hypothèse, 𝑓 est di�érentiable, d’où 𝛿 = 𝑓 (𝑥 (𝑡) , 𝑦 (𝑡)) + d 𝑓 (𝑥 (𝑡) , ( 𝑦)) · ®ℎ + ‖®ℎ‖ 𝜀( ®ℎ) , en posant ®ℎ = (ℎ, 𝑘) . Ainsi,

𝑓 ◦𝑀 (𝑡 + 𝑢) − 𝑓 ◦𝑀 (𝑡) = d 𝑓
(
𝑥 (𝑡) , 𝑦 (𝑡)

)
· ®ℎ + ‖®ℎ‖ · 𝜀( ®ℎ)

=
〈
∇ 𝑓 (𝑀 (𝑡))

�� (𝑢 𝑥′ (𝑡) + 𝑢 𝜀1 (𝑢) , 𝑢 𝑦′ (𝑡) + 𝑢 𝜀2 (𝑢))〉
+ ‖ (𝑢 𝑥′ (𝑡) + 𝑢 𝜀1 (𝑢) , 𝑢 𝑦′ (𝑡) + 𝑢 𝜀2 (𝑢)) ‖ + 𝜀

(
(𝑢 𝑥′ (𝑡) + 𝑢 𝜀1 (𝑢) , 𝑢 𝑦′ (𝑡) + 𝑢 𝜀2 (𝑢))

)
= 𝑢

(〈
∇ 𝑓 (𝑀 (𝑡))

�� (𝑥′ (𝑡) + 𝜀1 (𝑢) , 𝑦′ (𝑡) + 𝜀2 (𝑢))〉
+ ‖ (𝑥′ (𝑡) + 𝜀1 (𝑢) , 𝑦′ (𝑡) + 𝜀2 (𝑢)) ‖ + 𝜀

(
(𝑥′ (𝑡) + 𝜀1 (𝑢) , 𝑦′ (𝑡) + 𝜀2 (𝑢))

) )
D’où,

𝑓 ◦𝑀 (𝑡 + 𝑢) − 𝑓 ◦𝑀 (𝑡)
𝑢

−−−→
𝑢→0

〈
∇ 𝑓

(
𝑀 (𝑡)

) ��𝑀′ (𝑡)〉.
Dans le lemme précédent, les fonctions 𝑓 et 𝑀 ont la représentation suivante.

𝑡 𝑀 (𝑡) 𝑓
(
𝑀 (𝑡)

)
𝐼 𝑈 R

𝑡 𝑓 ◦𝑀 (𝑡)

𝑀 𝑓

𝑓 ◦𝑀

On en déduit que ( 𝑓 ◦𝑀)′ (𝑡) = 0 si, et seulement si, le vecteur vitesse𝑀′ (𝑡) est orthogonal au gradient
de 𝑓 en𝑀 (𝑡) , à un instant 𝑡. En particulier, si la fonction 𝑓 est constante le long de la trajectoire, i.e. si
la trajectoire 𝑀 (𝐼) est incluse dans la courbe de niveau de 𝑓 , alors le gradient de 𝑓 est orthogonal au
vecteur vitesse en chaque point de la trajectoire.

Définition 24:
On dit qu’un vecteur ®𝑣 ∈ 𝐸 est tangent à une partie 𝐶 ⊂ 𝐸 en un point ®𝑎 ∈ 𝐶 s’il existe un
application dérivable 𝑀 : 𝐼 → 𝐸 telle que 𝑀 (𝐼) ⊂ 𝐶, et s’il existe 𝑡0 ∈ 𝐼 tel que 𝑀 (𝑡0) = ®𝑎 et
𝑀′ (𝑡0) = ®𝑣. On note T®𝑎𝐶 l’ensemble des vecteurs tangents à 𝐶 en ®𝑎, il est nommé l’espace tangent.

On dit alors qu’un vecteur est orthogonal à la partie 𝐶 s’il est orthogonal à T®𝑎𝐶.

« Un vecteur est tangent s’il est un vecteur vitesse. »
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Théorème 25 (admis):
Soient 𝑓 : 𝐸 → R une fonction de classe C1, et une partie 𝐶 ⊂ 𝐸, telle que 𝑓 est constante sur 𝐶.
Soit ®𝑎 ∈ 𝐶. Si ∇ 𝑓 ( ®𝑎) ≠ ®0, alors un vecteur ®𝑣 ∈ 𝐸 est tangent à𝐶 si, et seulement si ®𝑣 est orthogonal
à ∇ 𝑓 ( ®𝑎) .

Autrement dit : T®𝑎𝐶 est l’hyperplan
[
Vect

(
∇ 𝑓 ( ®𝑎)

) ]⊥
= Ker d 𝑓 ( ®𝑎) .

Le gradient de 𝑓 en ®𝑎 est donc orthogonal à 𝐶 : ∇ 𝑓 ( ®𝑎) ⊥ T®𝑎𝐶. Ainsi, le champ électrostatique est
orthogonal aux équipotentielles, la ligne de plus petite pente est orthogonal aux lignes de niveau, etc.
Exercice 26:
Déterminer une équation de la droite tangente à l’hyperbole d’équation 𝑥2 − 𝑦2 = 1 au point (

√
2, 1) .

On nomme H l’hyperbole donnée dans l’énoncé. On a bien 𝐴 = (
√
2, 1) ∈ H car

√
2
2 − 12 = 1. On

cherche une équation de T𝐴H.

— Avec le théorème 25. Soit la fonction 𝑓 dé�nie comme

𝑓 : R2 −→ R

(𝑥, 𝑦) ↦−→ 𝑥2 − 𝑦2 .

Cette fonction 𝑓 est de classe C1 et est constante sur H. On calcule le gradient de 𝑓 en 𝐴 :
∇ 𝑓 (𝐴) = (𝜕 𝑓 (

√
2, 1)/𝜕𝑥, 𝜕 𝑓 (

√
2, 1)/𝜕𝑦) = 2(

√
2,−1) .

𝑁 = (𝑥, 𝑦) ∈ T𝐴H ⇐⇒
⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗
𝐴𝑁 ⊥ ∇ 𝑓 (𝐴)

⇐⇒ (𝑥 −
√
2, 𝑦 − 1) ⊥ (

√
2,−1)

⇐⇒
√
2(𝑥 −

√
2) − 1( 𝑦 − 1) = 0

⇐⇒
√
2𝑥 − 𝑦 = 1

⇐⇒ 𝑦 =
√
2𝑥 − 1

— Avec la dé�nition 24. On rappelle que

(𝑥, 𝑦) ∈ H+ ⇐⇒ (𝑥 > 0 et 𝑥2 − 𝑦2 = 1) ⇐⇒ ∃𝑡 ∈ R, (𝑥 = ch 𝑡 et 𝑦 = sh 𝑡) .
Soit 𝑀 : 𝑡 ↦→

(
𝑥 (𝑡) , 𝑦 (𝑡)

)
= (ch 𝑡, sh 𝑡) un point de H+. Il existe un instant 𝑡0 ∈ R tel que

𝑀 (𝑡0) = (
√
2, 1) . La fonction 𝑀 est dérivable et 𝑀′ (𝑡) = (sh 𝑡, ch 𝑡) = (1,

√
2) est tangent à H.

𝑁 = (𝑥, 𝑦) ∈ T𝐴H ⇐⇒
⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗
𝐴𝑁 // 𝑀′ (𝑡0) ⇐⇒

����𝑥 − √2 1
𝑦 − 1

√
2

���� = 0 ⇐⇒ 𝑦 =
√
2𝑥 − 1.

∇ 𝑓 (𝐴)
T𝐴H

𝐴 = 𝑀 (𝑡0)

𝑀′ (𝑡0)

Figure 7 – Hyperbole H, gradient en 𝐴 et tangente en 𝐴.

Exemple 27:
La sphère 𝑆 ⊂ R3 de rayon 1 et de centre ®0 = (0, 0, 0) est la surface paramétrée par

∀(𝜑, 𝜃) ∈ R2,


𝑥 (𝜑, 𝜃) = cos 𝜃 cos 𝜑
𝑦 (𝜑, 𝜃) = cos 𝜃 sin 𝜑
𝑧 (𝜑, 𝜃) = sin 𝜃.
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Les vecteurs 𝜕𝑀 (𝜑, 𝜃)/𝜕𝜑) = (− cos 𝜃 sin 𝜑, cos 𝜃 cos 𝜑, 0) et 𝜕𝑀 (𝜑, 𝜃)/𝜕𝜃 = (− sin 𝜃 cos 𝜑,− sin 𝜃 sin 𝜑, cos 𝜃)
sont tangents à la sphère en le point 𝑀 (𝜑, 𝜃) . Le plan tangent à la sphère au point (𝑎, 𝑏, 𝑐) est ortho-
gonal au vecteur

𝜕𝑀

𝜕𝜑
(𝜑, 𝜃) ∧ 𝜕𝑀

𝜕𝜃
(𝜑, 𝜃) = (cos2 𝜃 cos 𝜑, cos𝜃 sin 𝜑, cos 𝜃 sin 𝜑) = cos 𝜃 (𝑎, 𝑏, 𝑐) ,

qui est non nul si cos 𝜃 ≠ 0 (i.e. si le point 𝑀 (𝜑, 𝜃) = (𝑎, 𝑏, 𝑐) n’est, si au pôle Sud, ni au pôle Nord).

En e�et, on cherche une équation du plan 𝑃 tangent.

𝑁 (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑃 ⇐⇒ det(
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗
𝑀𝑁, 𝜕𝑀/𝜕𝜑, 𝜕𝑀/𝜕𝜃) = 0

⇐⇒

������𝑥 − 𝑎 ? ?
𝑦 − 𝑏 ? ?
𝑧 − 𝑐 ? ?

������ = 0

⇐⇒ ? · (𝑥 − 𝑎) + ? · ( 𝑦 − 𝑏) + ? · (𝑧 − 𝑐) = 0

Autre méthode : 𝑁 (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑃 ⇐⇒
⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗
𝑀𝑁 ⊥

(
𝜕𝑀

𝜕𝜑
∧ 𝜕𝑀
𝜕𝜃

)
⇐⇒

〈
®𝑀𝑁

��� 𝜕𝑀
𝜕𝜑
∧ 𝜕𝑀
𝜕𝜃

〉
= 0.

Autre autreméthode : lamême sphère𝑆 est la surface deniveau 1de la fonction 𝑓 : R3 → R, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ↦→
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2. En chaque point (𝑎, 𝑏, 𝑐) de la sphère le plan tangent a pour équation 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 0.
On calcule le gradient de 𝑓 au point (𝑎, 𝑏, 𝑐) :

∇ 𝑓 (𝑎, 𝑏, 𝑐) =
(
𝜕1 𝑓 (𝑎, 𝑏, 𝑐) , 𝜕2 𝑓 (𝑎, 𝑏, 𝑐) , 𝜕3 𝑓 (𝑎, 𝑏, 𝑐)

)
= (2𝑎, 2𝑏, 2𝑐) = 2(𝑎, 𝑏, 𝑐) .

Ainsi,

𝑁 (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑃 ⇐⇒
⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗
𝑀𝑁 ⊥ ∇ 𝑓 (𝑀) ⇐⇒

〈(
𝑥−𝑎
𝑦−𝑏
𝑧−𝑐

)����(𝑎𝑏𝑐)〉 = 0

⇐⇒ 𝑎(𝑥 − 𝑎) + 𝑏( 𝑦 − 𝑏) + 𝑐(𝑧 − 𝑐) = 0

⇐⇒ 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 1

Définition 28: 1. On dit d’une partie 𝐷 d’un espace vectoriel qu’elle est convexe si, pour tous
vecteurs ®𝑎 et ®𝑏 de 𝐷, pour tout 𝑡 ∈ [0, 1], alors ®𝑎 + 𝑡 ( ®𝑏 − ®𝑎) = (1 − 𝑡) ®𝑎 − 𝑡®𝑏.

« 𝐷 est convexe si tout segment [ ®𝑎, ®𝑏] est inclus dans 𝐷. »

2. On dit d’une partie 𝐷 d’un espace vectoriel normé quelle est connexe par arcs si, pour
tous vecteurs ®𝑎 et ®𝑏 de 𝐷, il existe une application continue 𝑀 : [0, 1] → 𝐸 telle que
𝑀 (0) = 𝑎, 𝑀 (1) = 𝑏 et ∀𝑡 ∈ [0, 1], 𝑀 (𝑡) ∈ 𝐷.

« 𝐷 est connexe par arcs s’il existe un chemin de ®𝑎 vers ®𝑏 pour tous vecteurs ®𝑎 et ®𝑏. »

Remarque 29: 1. Le segment [ ®𝑎, ®𝑏] est l’ensemble des vecteurs𝑀 (𝑡) = ®𝑎 + 𝑡 ( ®𝑏− ®𝑎) = (1− 𝑡) ®𝑎 + 𝑡®𝑏,
où 𝑡 ∈ [0, 1].

2.

𝐷 est convexe 𝐷 est connexe par arcs

×
.

Mais, dansR, on a bien 𝐷 connexe ⇐⇒ 𝐷 connexe par arcs ⇐⇒ 𝐷 est un intervalle.
3. L’image directe 𝑓 (𝐷) d’une partie 𝐷 connexe par arcs de 𝐸 par une application continue 𝑓 :

𝐸 → 𝐹 est une partie connexe par arcs de 𝐹.
Démonstration:
En e�et, soient ®𝑎′ et ®𝑏′ deux vecteurs de 𝑓 (𝐷) . Il existe ®𝑎 et ®𝑏 deux vecteurs de 𝐷 tels que 𝑓 ( ®𝑎) = ®𝑎′ et 𝑓 ( ®𝑏) = ®𝑏′.
Par hypothèse, il existe une application 𝑀 : [0, 1] → 𝐸 continue telle que 𝑀 ( [0, 1]) ⊂ 𝐷, 𝑀 (®0) = ®𝑎 et 𝑀 (1) = ®𝑏.

𝑡 𝑓 ◦𝑀 (𝑡)

𝐹

𝑡 𝑀 (𝑡) 𝑓 (𝑀 (𝑡))

𝑓 ◦𝑀

𝑀 𝑓

.
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Or, 𝑓 ◦ 𝑀 (0) = 𝑓 (𝑀 (0)) = 𝑓 ( ®𝑎) = ®𝑎′, 𝑓 ◦ 𝑀 (1) = 𝑓 (𝑀 (1)) = 𝑓 ( ®𝑏) = ®𝑏′. De plus 𝑓 ◦ 𝑀 est continue car c’est
la composée de deux fonctions continues 𝑓 et 𝑀 (par hypothèse). Ainsi, 𝑓 ◦ 𝑀 ( [𝑎, 𝑏]) ⊂ 𝑓 (𝐷) . On en déduit que
𝑓 (𝐷) est connexe par arcs.

4. D’après les deux points précédents, toute fonction continue sur partie connexe par arcs véri�e
le théorème des valeurs intermédiaires.

Rappel (Théorème des valeurs intermédiaires):
Soit 𝑓 : R ⊃ [𝑎, 𝑏] → R une fonction continue sur [𝑎, 𝑏]. Pour tout 𝑦 ∈ [ 𝑓 (𝑎) , 𝑓 (𝑏) ] ∪ [ 𝑓 (𝑏) , 𝑓 (𝑎) ],
il existe 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] tel que 𝑦 = 𝑓 (𝑥) .

Théorème:
Le théorème des valeurs intermédiaires devient donc, si 𝑓 : 𝐷 → R est continue, où ®𝑎, ®𝑏 ∈ 𝐷
est une partie connexe par arcs de 𝐸, alors, pour tout 𝑦 ∈ [ 𝑓 ( ®𝑎) , 𝑓 ( ®𝑏) ] ∪ [ 𝑓 ( ®𝑏) , 𝑓 ( ®𝑎) ], il existe
®𝑐 ∈ 𝐷 tel que 𝑦 = 𝑓 ( ®𝑐) .

Démonstration:
De ®𝑎 à ®𝑏, il existe un chemin : il existe une fonction 𝑀 : [0, 1] → 𝐷 continue telle que 𝑀 (0) = ®𝑎, 𝑀 (1) = ®𝑏, et ∀𝑡 ∈ [0, 1],
𝑀 (𝑡) ∈ 𝐷. La fonction 𝑓 ◦ 𝑀 : 𝑡 ↦→ 𝑓 (𝑀 (𝑡)) est continue par composition. On conclut par le théorème des valeurs
intermédiaires appliqué à 𝑓 ◦𝑀 .

Exercice 30: 1. Montrer que toute boule de tout espace vectoriel normé est convexe.
2. Montrer que l’hyperbole Hd’équation 𝑦2 − 𝑥2 = 1 n’est pas connexe par arcs.
3. Montrer que le produit cartésien 𝐷1 × 𝐷2 de deux parties connexes par arcs 𝐷1 ⊂ 𝐸1 et 𝐷2 ⊂ 𝐸2

est une partie connexe par arcs de 𝐸1 × 𝐸2. En déduire que la sphère {®𝑥 ∈ R3 | ‖ ®𝑥 ‖2 = 1} est une
partie connexe par arcs deR3, et que, pour aller d’un pôle à l’autre, il faut traverser l’équateur.

1. On considère la boule 𝐵( ®Ω, 𝑅) , où ®Ω est un vecteur d’un espace vectoriel normé (𝐸, ‖ · ‖) ,
et 𝑅 > 0. Soient ®𝑎, ®𝑏 ∈ 𝐵( ®Ω, 𝑅) ; ainsi, ‖ ®𝑎 − ®Ω ‖ < 𝑅 et ‖ ®𝑎 − ®Ω ‖ < 𝑅. Montrons que, pour tout
𝑡 ∈ [0, 1], (1 − 𝑡) ®𝑎 + 𝑡®𝑏 ∈ 𝐵( ®Ω, 𝑅) .

‖ (1 − 𝑡) ®𝑎 + 𝑡®𝑏 − ®Ω ‖ = ‖ (1 − 𝑡) ®𝑎 + 𝑡®𝑏 − ®Ω (1 − 𝑡) − 𝑡 ®Ω ‖

= ‖ (1 − 𝑡) ( ®𝑎 − ®Ω) + 𝑡 ( ®𝑏 − ®Ω) ‖

6 (1 − 𝑡) ‖ ®𝑎 − ®Ω ‖ + 𝑡 ‖ ®𝑏 − ®Ω ‖
6 (1 − 𝑡) · 𝑅 + 𝑡 · 𝑅
= 𝑅

D’où,
(
(1 − 𝑡) ®𝑎 + 𝑡®𝑏

)
∈ 𝐵( ®Ω, 𝑅) .

2. Par l’absurde, on suppose H connexe. Soit la fonction 𝑓 : (𝑥, 𝑦) ↦→ 𝑦 continue. L’image
d’un connexe par une fonction continue est connexe, d’où 𝑓 (H) est connexe. Or, 𝑓 (H) =

R \ ]−1, 1[ = ]−∞,−1[ ∪ ]−1,∞[, qui n’est pas connexe.

Proposition 31:
Soit 𝑓 une fonction de classe C1 sur un convexe 𝐷. La fonction 𝑓 est constante sur 𝐷 si, et
seulement si, son gradient ∇ 𝑓 ( ®𝑥) est nul en tout point ®𝑥 ∈ 𝐷. De même si 𝐷 est connexe par
arcs.

Démonstration:
L’implication est évidente, une fonction constante a un gradient nul. Montrons la réciproque. D’après la règle de la chaîne,
pour toute fonction dérivable𝑀 , on a ( 𝑓 ◦𝑀)′ (𝑡) = 〈∇ 𝑓 (𝑀 (𝑡)) | 𝑀′ (𝑡) 〉 = 0 car ∇ 𝑓 (𝑀 (𝑡)) est nul par hypothèse.Montrons
que, pour tout vecteurs ®𝑎 et ®𝑏 de 𝐷, 𝑓 ( ®𝑎) = 𝑓 ( ®𝑏) . On suppose 𝑓 de classe C1 . On pose 𝑀 un chemin de ®𝑎 vers ®𝑏, on admet
que 𝑀 est de classe C1 , et on a

𝑓 ( ®𝑏) − 𝑓 ( ®𝑎) = 𝑓 ◦𝑀 (1) − 𝑓 ◦𝑀 (0) =
∫ 1

0
( 𝑓 ◦𝑀)′ (𝑡) d𝑡 =

∫ 1

0
0 d𝑡 = 0.

5 La di�érentielle d’une composée
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Proposition 32:
Soient 𝐸, 𝐹 et 𝐺 trois espaces vectoriels normés, et soient 𝑈 ⊂ 𝐸 et 𝑉 ⊂ 𝐹 des ouverts. Soit
𝑓 : 𝑈 → 𝐹 et 𝑔 : 𝑉 → 𝐺 deux fonctions telles que 𝑓 (𝑈 ⊂ 𝑉 ) . Ainsi,

𝐸 ⊃ 𝑈 𝐹 ⊃ 𝑉 𝐺

®𝑥 ®𝑦 = 𝑓 ( ®𝑥) 𝑔 ( ®𝑦) = (𝑔 ◦ 𝑓 ) ( ®𝑥)𝑓 𝑔

.

Si 𝑓 est di�érentiable en ®𝑎 ∈ 𝑈 , et 𝑔 est di�érentiable en ®𝑏 = 𝑓 ( ®𝑎) , alors 𝑔 ◦ 𝑓 est di�érentiable
en ®𝑎, et

d(𝑔 ◦ 𝑓 ) ( ®𝑎) = d𝑔 ( ®𝑏) ◦ d 𝑓 ( ®𝑎) .

Démonstration:
On suppose 𝑓 et 𝑔 di�érentiable. Montrons que 𝑔 ◦ 𝑓 est di�érentiable. La fonction 𝑓 est di�érentiable, on calcule donc
𝑓 ( ®𝑎 + ®ℎ) = 𝑓 ( ®𝑎) + d 𝑓 ( ®𝑎) · ®ℎ + ‖®ℎ‖ 𝜀1 ( ®ℎ) = ®𝑏 + ®𝑘, en posant ®𝑏 = 𝑓 ( ®𝑎) . Et,

𝑔 ( ®𝑏 + ®𝑘) = 𝑔 ( ®𝑏) + d𝑔 ( ®𝑏) · ®𝑘 + ‖ ®𝑘 ‖ 𝜀2 ( ®𝑘)

= 𝑔 ◦ 𝑓 ( ®𝑎) + d𝑔 ( ®𝑏) ·
[
d 𝑓 ( ®𝑎) · ®ℎ + ‖®ℎ‖ 𝜀1 ( ®ℎ)

]
+ ‖d 𝑓 ( ®𝑎) · ®ℎ + ®ℎ 𝜀1 ( ®ℎ) ‖ 𝜀2 (d 𝑓 ( ®𝑎) · ®ℎ + ‖®ℎ‖ 𝜀1 ( ®ℎ))

= 𝑔 ◦ 𝑓 ( ®𝑎) +
[
d𝑔 ( ®𝑏) ◦ d 𝑓 ( ®𝑎)

]
· ®ℎ + `o( ®ℎ)

Ene�et, ennommant ®𝑅 le (futur) reste de 𝑔 ( ®𝑏+®𝑘) , on a ®𝑅 = d 𝑓 ( ®𝑏) · [ ‖ ®ℎ‖𝜀1 ( ®ℎ) ]+‖d 𝑓 ( ®𝑎) ·®ℎ+‖®ℎ‖𝜀1 ( ®ℎ) ‖𝜀2
(
d 𝑓 ( ®𝑎) ·®ℎ+‖®ℎ‖𝜀1 ( ®ℎ)

)
.

D’où,

0 6





 d𝑔 ( ®𝑏) · [ ‖ ®ℎ‖ 𝜀1 ( ®ℎ) ] + 

d 𝑓 ( ®𝑎) · ®ℎ + ‖®ℎ‖ 𝜀1 ( ®ℎ)

 𝜀2 (d 𝑓 ( ®𝑎) · ®ℎ + ‖®ℎ‖ 𝜀1 ( ®ℎ))
‖ ®ℎ‖
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d𝑔 ( ®𝑏) · [ ‖ ®ℎ‖ 𝜀1 ( ®ℎ) ]

 + 

d 𝑓 ( ®𝑎) · ®ℎ + ‖®ℎ‖ 𝜀1 ( ®ℎ)

 

𝜀2 (d 𝑓 ( ®𝑎) · ®ℎ + ‖®ℎ‖ 𝜀1 ( ®ℎ))


‖ ®ℎ‖

par inégalité triangulaire

6
‖ ®ℎ‖ ·



d𝑔 ( ®𝑏) · [ 𝜀1 ( ®ℎ) ]

 + (

d 𝑓 ( ®𝑎) · ®ℎ

 + 

‖ ®ℎ‖ 𝜀1 ( ®ℎ)

) 

𝜀2 (d 𝑓 ( ®𝑎) · ®ℎ + ‖®ℎ‖ 𝜀1 ( ®ℎ))


‖ ®ℎ‖

6
‖ ®ℎ‖ ·



d𝑔 ( ®𝑏) · [ 𝜀1 ( ®ℎ) ]

 + (
|||d 𝑓 ( ®𝑎) ||| · ‖ ®ℎ‖ + ‖𝜀1 ( ®ℎ) ‖ · ‖ ®ℎ‖

) 

𝜀2 (d 𝑓 ( ®𝑎) · ®ℎ + ‖®ℎ‖ 𝜀1 ( ®ℎ))


‖ ®ℎ‖

6 ‖d𝑔 ( ®𝑏) · 𝜀1 ( ®ℎ) ‖ + ‖ ( |||d 𝑓 ( ®𝑎) ||| + ‖𝜀1 ( ®ℎ) ‖) · 𝜀2 (. . .) ‖

6 |||d 𝑓 ( ®𝑏) ||| · ‖𝜀1 ( ®ℎ) ‖ + ( |||d 𝑓 ( ®𝑎) ||| + ‖𝜀1 ( ®ℎ) ‖) · ‖𝜀2 (. . .) ‖ −−−→
®ℎ→®0

0

En généralisant la règle de la chaîne

d
d𝑡
𝑓 ◦𝑀 (𝑡) = 𝜕 𝑓

𝜕𝑥
· d𝑥
d𝑡
+ 𝜕 𝑓
𝜕 𝑦
· d𝑦
d𝑡
,

on obtient le corolaire suivant.

Corollaire 33:
Avec les hypothèses précédentes, en notant 𝑝 = dim 𝐸, 𝑞 = dim 𝐹, 𝑛 = dim𝐺, et ( 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘) =
®𝑦 = 𝑓 ( ®𝑥) , on a

∀ 𝑗 ∈ È1, 𝑝É, 𝜕

𝜕𝑥 𝑗
𝑔 ◦ 𝑓 ( ®𝑎) =

𝑞∑︁
𝑘=0

𝜕𝑔

𝜕𝑦𝑘︸︷︷︸
𝜕𝑘𝑔

· 𝜕 𝑓𝑘
𝜕𝑥𝑘

.

On peut exprimer le même résultat avec la jacobienne :

J𝑔◦ 𝑓 ( ®𝑎) = J𝑔 ( ®𝑏) · J 𝑓 ( ®𝑎) ,

qui représente matriciellement l’égalité d(𝑔 ◦ 𝑓 ) ( ®𝑎) = d𝑔 ( ®𝑏) ◦ d 𝑓 ( ®𝑎) .
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Démonstration:
On a

©­­­­­«
𝜕1 (𝑔 ◦ 𝑓 )1 𝜕2 (𝑔 ◦ 𝑓 )1 . . . 𝜕𝑝 (𝑔 ◦ 𝑓 )1
𝜕1 (𝑔 ◦ 𝑓 )2 𝜕2 (𝑔 ◦ 𝑓 )2 . . . 𝜕𝑝 (𝑔 ◦ 𝑓 )2

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

𝜕1 (𝑔 ◦ 𝑓 )𝑝 𝜕2 (𝑔 ◦ 𝑓 )𝑝 . . . 𝜕𝑝 (𝑔 ◦ 𝑓 )𝑝

ª®®®®®¬︸                                                            ︷︷                                                            ︸
J𝑔◦ 𝑓

=

©­­­­­«
𝜕1𝑔1 𝜕2𝑔2 . . . 𝜕𝑞𝑔1
𝜕1𝑔2 𝜕2𝑔2 . . . 𝜕𝑞𝑔2
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.
𝜕1𝑔𝑛 𝜕2𝑔𝑛 . . . 𝜕𝑞𝑔𝑛

ª®®®®®¬︸                                  ︷︷                                  ︸
J𝑔

·

©­­­­­«
𝜕1 𝑓1 𝜕2 𝑓1 . . . 𝜕𝑝 𝑓1
𝜕1 𝑓2 𝜕2 𝑓2 . . . 𝜕𝑝 𝑓2
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.
𝜕1 𝑓𝑞 𝜕2 𝑓𝑞 . . . 𝜕𝑝 𝑓𝑞

ª®®®®®¬︸                                 ︷︷                                 ︸
J 𝑓

,

ce qui donne l’autre expression en« regardant coordonnées par coordonnées.»
Exemple 34 (Le gradient en coordonnées polaires):
Soit 𝑓 : R2 → R une fonction di�érentiable. La fonction 𝐹 dé�nie par 𝐹 (𝑟, 𝜑) = 𝑓 (𝑟 cos 𝜑, 𝑟 sin 𝜑)
pour 𝑟 > 0 et 𝜑 ∈ R. Cette fonction s’écrit également 𝑓 ◦𝑀 , avec la fonction 𝑀 dé�nie à l’exercice 9.

(𝑟, 𝜑) 𝑀 (𝑟, 𝜑) = (𝑥, 𝑦) 𝑓 (𝑥, 𝑦) (𝑟, 𝜑) 𝐹 (𝑟, 𝜑)𝑀 𝑓 𝐹= 𝑓 ◦𝑀
.

La fonction 𝐹 est di�érentiable car 𝑓 et 𝑀 le sont. 2 Ainsi,

𝜕𝐹

𝜕𝑟
=
𝜕𝑥

𝜕𝑟
· 𝜕 𝑓
𝜕𝑥
+ 𝜕𝑦
𝜕𝑟
· 𝜕 𝑓
𝜕 𝑦

= cos 𝜑 · 𝜕 𝑓
𝜕𝑥
+ sin 𝜑 · 𝜕 𝑓

𝜕 𝑦
𝜕𝐹

𝜕𝜑
=
𝜕𝑥

𝜕𝜑
· 𝜕 𝑓
𝜕𝑥
+ 𝜕𝑦
𝜕𝜑
· 𝜕 𝑓
𝜕 𝑦

= −𝑟 sin 𝜑 · 𝜕 𝑓
𝜕𝑥
+ 𝑟 cos 𝜑 · 𝜕 𝑓

𝜕 𝑦

 ⇐⇒
𝐿1←cos 𝜑𝐿1−sin 𝜑𝐿2/𝑟

sin 𝜑𝐿1+cos 𝜑𝐿2/𝑟


𝜕 𝑓

𝜕𝑥
= cos 𝜑 · 𝜕𝐹

𝜕𝑟
− sin 𝜑

𝑟
· 𝜕𝐹
𝜕𝜑

𝜕 𝑓

𝜕 𝑦
= sin 𝜑 · 𝜕𝐹

𝜕𝑟
− cos 𝜑

𝑟
· 𝜕𝐹
𝜕𝜑

On retrouve donc
∇ 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝜕𝐹

𝜕𝑟
· ®𝑢𝑟 +

1
𝑟
· 𝜕𝐹
𝜕𝜑
· ®𝑢𝜑 ,

en posant ®𝑢𝑟 = (cos 𝜑, sin 𝜑) et ®𝑢𝜃 = (− sin 𝜑, cos 𝜑) .

6 Dérivées secondes
Définition 35:
Soit 𝑝 ∈ N★, un ouvert 𝐷 ⊂ R𝑝 et une fonction 𝑓 : 𝐷→ R, (𝑥1, . . . , 𝑥𝑝) ↦→ 𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑝) .

1. Soit un point ®𝑎 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑝) ∈ 𝐷. Si la 𝑖-ème dérivée partielle 𝜕𝑖 𝑓 existe sur 𝐷 et possède
une 𝑗-ième dérivée partielle en ®𝑎, alors le nombre réel 𝜕 𝑗 (𝜕𝑖 𝑓 ) ( ®𝑎) est une dérivée partielle
en ®𝑎, et est noté 𝜕 𝑗𝜕𝑖 𝑓 ( ®𝑎) ou 𝜕2 𝑓 ( ®𝑎)/𝜕𝑥 𝑗𝜕𝑥𝑖 . 3Cette dérivée seconde s’écrit aussi parfois
𝜕1,2 𝑓 .

2. On dit que 𝑓 est de classe C2 sur 𝐷 si les 𝑝2 fonctions 𝜕 𝑗𝜕𝑖 𝑓 sont continues sur 𝐷.

A priori, 𝜕1𝜕2 𝑓 est di�érent de 𝜕2𝜕1 𝑓 .
Exercice 36:
Soit la fonction 𝑓 : R2 → R dé�nie par

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥 𝑦 · 𝑥
2 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2
si (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0) et 𝑓 (0, 0) = 0.

Montrer que
𝜕2 𝑓

𝜕𝑥 𝜕𝑦
(0, 0) = +1 et 𝜕2 𝑓

𝜕 𝑦 𝜕𝑥
(0, 0) = −1.

Si (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0) , alors

𝜕1 𝑓 (𝑥, 𝑦) =

𝜕

𝜕𝑥

(
𝑥 𝑦 (𝑥2 − 𝑦2)

)
· (𝑥2 + 𝑦2) − 𝑥 𝑦 (𝑥2 − 𝑦2) · 𝜕

𝜕𝑥
(𝑥2 − 𝑦2)

(𝑥2 + 𝑦2)2

=
[ 𝑦 (𝑥2 − 𝑦2) + 2𝑥2 𝑦] (𝑥2 + 𝑦2) − 2𝑥2 𝑦 (𝑥2 − 𝑦2)

(𝑥2 + 𝑦2)2

2. 𝑓 di�érentiable par hypothèse, et 𝑀 est de classe C1 , donc di�érentiable.
3. Cette notation vient de 𝜕

𝜕𝑥 𝑗

(
𝜕 𝑓
𝜕𝑥𝑖

)
.
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Et, pour ℎ > 0,
(
𝑓 (ℎ, 0) − 𝑓 (0, 0)

)
/ℎ = 0→ 0 quand ℎ→ 0, d’où 𝜕1 𝑓 (0, 0) = 0. De plus,

𝜕

𝜕𝑥
𝑓 (0, ℎ) − 𝜕

𝜕𝑥
𝑓 (0, 0)

ℎ
=
−ℎ5/ℎ4
ℎ

= −1 −−−−→
ℎ→0

−1.

D’où,
𝜕 𝑓

𝜕 𝑦𝜕𝑥
(0, 0) = −1.

On procède de même pour montrer que
𝜕 𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(0, 0) = 1 car 𝑓 (𝑥, 𝑦) = − 𝑓 ( 𝑦, 𝑥) .

Proposition 37 (Théorème de Schwarz):
Soit 𝐷 un ouvert deR𝑝, et 𝑓 : 𝐷→ R une fonction de classe C2. Alors,

𝜕𝑖𝜕 𝑗 𝑓 = 𝜕 𝑗𝜕𝑖 𝑓 , pour tout (𝑖, 𝑗) ∈ È1, 𝑝É2 .

Théorème 38 (Formule de Taylor & Young à l’ordre 2, admise):
(On se place dans R2, mais ce résultat s’étend à R𝑝 de la même manière.) Si 𝑓 : 𝐷 → R est de
classe C2, alors

𝑓 (𝑎 + ℎ, 𝑏 + 𝑘) = 𝑓 (𝑎, 𝑏) ordre 0
+ ℎ 𝜕1 𝑓 (𝑎, 𝑏) + 𝑘 𝜕2 𝑓 (𝑎, 𝑏) ordre 1

+ ℎ
2

2
𝜕1𝜕1 𝑓 (𝑎, 𝑏) + ℎ𝑘 𝜕1𝜕2 𝑓 (𝑎, 𝑏) +

𝑘2

2
𝜕2𝜕2 𝑓 (𝑎, 𝑏) ordre 2

+ ‖®ℎ‖2 𝜀( ®ℎ) reste

où ®ℎ = (ℎ, 𝑘) , et 𝜀( ®ℎ) → ®0.

On note le développement à l’ordre 2 comme 𝛼ℎ2 +2𝛽ℎ𝑘 + 𝛾𝑘2. 4 On note cette application 𝑞(𝑎,𝑏) . On
peut calculer le terme d’ordre 2 par produit matriciel :(

ℎ 𝑘
)︸  ︷︷  ︸[

®ℎ
]> ·

(
𝛼 𝛽
𝛽 𝛾

)
︸    ︷︷    ︸
H 𝑓 (𝑎,𝑏)

·
(
ℎ
𝑘

)
︸︷︷︸[
®ℎ
] .

Définition 39:
Soit 𝑓 une fonction admettant des dérivées partielles secondes en ®𝑎. La hessienne de 𝑓 en ®𝑎 est
la matrice

H 𝑓 ( ®𝑎) =
(
𝜕𝑖𝜕 𝑗 𝑓

)
𝑖, 𝑗 =

©­­­­­­­­­­­«

𝜕2 𝑓

𝜕𝑥12
( ®𝑎) 𝜕2 𝑓

𝜕𝑥1 𝜕𝑥2
( ®𝑎) . . .

𝜕2 𝑓

𝜕𝑥1 𝜕𝑥𝑝
( ®𝑎)

𝜕2 𝑓

𝜕𝑥2𝜕𝑥1
( ®𝑎) 𝜕2 𝑓

𝜕𝑥22
( ®𝑎) . . .

𝜕2 𝑓

𝜕𝑥2 𝜕𝑥𝑝
( ®𝑎)

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

𝜕2 𝑓

𝜕𝑥𝑝 𝜕𝑥1
( ®𝑎) 𝜕2 𝑓

𝜕𝑥𝑝 𝜕𝑥2
( ®𝑎) . . .

𝜕2 𝑓

𝜕𝑥𝑝2
( ®𝑎)

ª®®®®®®®®®®®¬
∈M𝑝𝑝 (R) .

Si la fonction 𝑓 est de classe C2, alors, par le théorème de Schwarz, la hessienne de 𝑓 est unematrice
symétrique.

7 Optimisation

4. C’est une forme quadratique.
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Définition 40:
Soit ®𝑎 un vecteur d’une partie 𝐷 ⊂ R𝑝, où 𝑝 ∈ N★. Soit 𝑓 : 𝐷→ R une fonction scalaire. On dit
que

1. la fonction 𝑓 possède unminimum global sur 𝐷 en ®𝑎 si ∀®𝑥 ∈ 𝐷, 𝑓 ( ®𝑥) > 𝑓 ( ®𝑎) ,
2. la fonction 𝑓 possède un minimum global en ®𝑎 s’il existe 𝜀 > 0 tel que pour tout ®𝑥 ∈

𝐷 ∩ 𝐵̄( ®𝑎, 𝜀) , 𝑓 ( ®𝑥) > 𝑓 ( ®𝑎) .

On dé�nit de même unmaximum local en ®𝑎 et unmaximum global sur 𝐷 en ®𝑎. On dit que 𝑓 possède
un extremum (local en ®𝑎, global sur 𝐷) si 𝑓 possède un maximum ou un minimum (local en ®𝑎, global
en 𝐷). Un extremum global est a fortiori local.

Théorème 41:
Soit 𝑓 : 𝐸 → R. Si 𝐷 est une partie fermée et bornée de 𝐸 et si 𝑓 est une fonction continue sur
𝐷, alors 𝑓 possède un maximum et un minimum globaux. Autrement dit, toute fonction réelle
continue sur un fermé borné est bornée et atteint ses bornes.

La preuve sera faite dans l’annexe B.

Proposition – Définition 42:
Soient 𝐷 ⊂ R𝑝 et ®𝑎 un point intérieur de 𝐷. Soit 𝑓 : 𝐷→ R une fonction scalaire di�érentiable
en ®𝑎.

1. On dit que ®𝑎 est un point critique de 𝑓 si ∇ 𝑓 ( ®𝑎) = ®0 (i.e. si d 𝑓 ( ®𝑎) est l’application nulle).
2.

𝑓 possède un extremum local ®𝑎 est un point critique de 𝑓
en un point intérieur ®𝑎 ∇ 𝑓 ( ®𝑎) = ®0

×
.

Démonstration:
Généralisation d’un théorème vu précédemment, la preuve est dans la section 14.4 du cours deMP2I.

Proposition 43:
Soit ®𝑎 ∈ 𝐷 un point d’un ouvert de R𝑝, et soit 𝑓 : 𝐷 → R2 une fonction scalaire de classe C2.
Soient (𝜆1, . . . , 𝜆𝑝) les valeurs propres de la hessienne de 𝑓 en ®𝑎.

1. Condition nécessaire de minimum local en un point intérieur. Si 𝑓 possède un mini-
mum local en ®𝑎, alors

∇ 𝑓 ( ®𝑎) = ®0 et ∀𝑖 ∈ È1, 𝑝É, 𝜆𝑖 > 0.

Autrement dit, ∇ 𝑓 ( ®𝑎) = ®0 et H 𝑓 ( ®𝑎) ∈ S+𝑝 .

2. Condition suf�sante de minimum local en un point intérieur. Si ∇ 𝑓 ( ®𝑎) = ®0, et ∀𝑖 ∈
È1, 𝑝É, 𝜆𝑖 > 0, autrement dit si ∇ 𝑓 ( ®𝑎) = ®0 et H 𝑓 ( ®𝑎) ∈ S++𝑝 , alors 𝑓 possède un minimum
local en ®𝑎.

Démonstration: — Si 𝑓 possède un minimum local, alors ®𝑎 est un point critique, donc ∇ 𝑓 ( ®𝑎) = ®0. D’où, 𝑓 ( ®𝑎 + ®ℎ) =
𝑓 ( ®𝑎) + 1

2 𝑞®𝑎 ( ®ℎ) + ‖ℎ‖
2 𝜀( ®ℎ) . Comme ®𝑎 est unminimum local, alors 1

2 𝑞®𝑎 ( ®ℎ) + ‖ ®ℎ‖
2 𝜀( ®ℎ) > 0, pour tout ®ℎ su�samment

petit (le minimum est local). Or, 1
2 𝑞®𝑎 ( ®ℎ) + ‖ ®ℎ‖

2 𝜀( ®ℎ) = 1
2

[ ®ℎ ]> · H 𝑓 ( ®𝑎) ·
[ ®ℎ ]

+ ‖®ℎ‖2 𝜀( ®ℎ) . Et, la matrice H 𝑓 ( ®𝑎)
est symétrique et à coe�cients réels d’où, d’après le théorème spectral, elle est diagonalisable dans une base B

orthonormée formée de vecteurs propres. D’où, 12 𝑞®𝑎 ( ®ℎ) + ‖ ®ℎ‖
2 𝜀( ®ℎ) = 1

2
[ ®ℎ]>

B
·diag(𝜆1 , . . . , 𝜆𝑛) ·

[ ®ℎ]
B
+ ‖®ℎ‖2 𝜀( ®ℎ) =

1
2 (𝜆1ℎ

2
1 + · · · + 𝜆𝑝ℎ2𝑝) + (ℎ21 + · · · + ℎ2𝑝) 𝜀( ®ℎ) > 0, pour tout vecteur ®ℎ su�samment petit. Montrons que ∀𝑖, 𝜆𝑖 > 0.

Par l’absurde, supposons qu’il existe 𝑖 ∈ È1, 𝑝É tel que 𝜆𝑖 6 0. On considère le vecteur ®ℎ = (0, . . . , 0, ℎ, 0, . . . , 0)
qui est non nul à la 𝑖-ème coordonnée. Alors,

1
2
𝜆𝑖 ℎ

2 + ℎ2𝜀( ®ℎ) = ℎ2
( 1
2
𝜆𝑖 + 𝜀( ®ℎ)

)
> 0.
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Or, 𝜀( ®ℎ) → 0 lorsque ®ℎ→ 0. D’où, 1
2 𝜆𝑖 + 𝜀( ®ℎ) < 0 pour ®ℎ assez petit. Absurde.

Ceci reste vrai pour un maximum en replaçant 𝑓 par − 𝑓 .
Méthode 44 (Démontrer les extrema locaux en dimension 2): 1. On détermine les points critique

de la fonction 𝑓 .
2. Pour chaque point critique ®𝑎, on calcule le déterminant et la trace de la hessienne H 𝑓 ( ®𝑎) .

(a) Si le déterminant est strictement positif, alors il y a un extremum local en ®𝑎 :
— si la trace est strictement positive, alors 𝑓 admet un minimum local en ®𝑎,
— si la trace est strictement négative, alors 𝑓 admet un maximum local en ®𝑎.

(b) Si le déterminant est strictement négatif, alors 𝑓 n’admet pas d’extremum local en ®𝑎.
(c) Si le déterminant est nul, alors la proposition ne permet pas de conclure.

Exercice 45:
Étudier les extrema de la fonction

𝑓 : 𝐵̄(®0, 1) −→ R

(𝑥, 𝑦) ↦−→ 𝑥2 − 𝑦2

dé�nie sur la boule 𝐵̄(®0, 1) = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 | 𝑥2 + 𝑦2 6 1} fermée de centre ®0 et de rayon 1.

La fonction 𝑓 est continue sur le fermé borné 𝐵̄(®0, 1) , donc elle possède un maximum et un mini-
mum globaux.

— À l’intérieur de la boule 𝐵̄(®0, 1) , on procède par analyse–synthèse.
— Analyse. S’il existe un extremumenunpoint (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐵̊(®0, 1) , alors ∇ 𝑓 (𝑎, 𝑏) = (2𝑎,−2𝑏) =
(0, 0) d’où (𝑎, 𝑏) = ®0.

— Synthèse. En (𝑎, 𝑏) = ®0, alors 𝑓 (𝑎, 𝑏) = 𝑓 (0, 0) = 0. Or, 𝑓 (0, 𝑘) = −𝑘2 < 0, pour tout
𝑘 > 0. Et, 𝑓 (ℎ, 0) = ℎ2 > 0, pour tout ℎ > 0. Le point ®0 n’est, ni un minimum local, ni un
maximum local,pour la fonction 𝑓 .

— Suite de l’analyse. (deuxième méthode) On calcule la hessienne de 𝑓 en ®0. On trouve

H 𝑓 (®0) =
(
2 0
0 −2

)
.

Les deux valeurs propres ont des signes di�érents, il n’y a donc ni maximum, ni minium
en ®0.

— Et au bord, il y a un minimum global et un maximum global par continuité de 𝑓 . Sur le bord,
𝑥2 + 𝑦2 = 1, donc 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2 = 𝑥2 − (1 − 𝑦2) = 2𝑥2 − 1, pour tout 𝑥 ∈ [−1, 1]. Soit
𝑔 : 𝑥 ↦→ 𝑥2 − 1 dé�nie sur [−1, 1].

— Sur l’ouvert ] − 1, 1[, s’il y a un extremum local en 𝑥, alors 𝑔′ (𝑥) = 4𝑥 = 0 et donc 𝑥 = 0.
Et alors, 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑔 (𝑥) = −1, et c’est un minimum global (au vu de la fonction 𝑓 ) atteint
aux points (0, 1) et (0,−1) .

— Et, au bord de [−1, 1], alors : si 𝑥 = 1 ou si 𝑥 = −1, alors 𝑦 = 0 et donc 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 1, et c’est
un maximum global.

Figure 8 – Représentation graphique de la fonction 𝑓
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Proposition 46 (Théorème des extrema liés : c’est une condition nécessaire):
Soient 𝑓 et 𝑔 deux foncions de classe C1 de 𝐸 versR. Si 𝑓 est constante sur une partie 𝐶 ⊂ 𝐸, et
si la restriction de 𝑔 à 𝐶 admet un extremum local en ®𝑥 ∈ 𝐶, et si ®𝑥 n’est pas un point critique de
𝑓 , alors

∃𝜆 ∈ R, ∇𝑔 ( ®𝑥) = 𝜆 ∇ 𝑓 ( ®𝑥) .

Démonstration:
La fonction 𝑔 est extrémale sous la contrainte 𝑓 (𝑥1 , . . . , 𝑥𝑛) = Cte . Le gradient est orthogonal aux lignes de niveaux de la
fonction. En particulier, ∇ 𝑓 ( ®𝑎) est orthogonal à 𝐶 en tout point ®𝑎 ∈ 𝐶. On considère un point𝑀 (𝑡) ∈ 𝐶. À un instant 𝑡0 , on
aura𝑀 (𝑡0) = ®𝑎. Si 𝑔

��
𝐶
possède un extremum local en ®𝑎, alors, à la date 𝑡0 , d

d𝑡 𝑔 ◦𝑀 (𝑡0) = 0. Or, d’après la règle de la chaîne,
d
d𝑡 𝑔 ◦𝑀 (𝑡0) = 〈 ∇𝑔 (𝑀 (𝑡0)) | 𝑀

′ (𝑡0) 〉 = 0.

Exemple 47:
Soit 𝐶 une courbe de niveau d’une fonction 𝑓 : R2 → R de classe C1. Soit 𝐴 un point du plan. Si la
distance 𝐴𝑀 du point 𝐴 à un point non critique𝑀 ∈ 𝐶 possède un extremum local, alors le vecteur

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗
𝐴𝑀

est orthogonal à la courbe 𝐶.

En e�et, s’il y a un extremum local de 𝑔 en (𝑥, 𝑦) sous la contrainte 𝑓 (𝑥, 𝑦) = Cte, alors ∇𝑔 (𝑥, 𝑦) //
∇ 𝑓 (𝑎, 𝑏) .
Exercice 48:
Déterminer les points du cercle d’équation 𝑥2 + 𝑦2 = 5 qui rendent extrémale la valeur 2𝑥 + 𝑦.

Soient 𝑓 et 𝑔 deux fonctions de classe C1 dé�nies par 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 et 𝑔 (𝑥, 𝑦) = 2𝑥 + 𝑦. On
applique le théorème des extrema liés : s’il existe un extremum en (𝑎, 𝑏) , alors ∇𝑔 (𝑎, 𝑏) // ∇ 𝑓 (𝑎, 𝑏) ,
i.e. (2, 1) // (2𝑎, 2𝑏) . D’où,

��2 2𝑎
1 2𝑏

�� = 0, d’où 2𝑏 − 𝑎 = 0. De plus, 𝑎2 + 𝑏2 = 5.
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