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1 Lois conjointe et marginales

PROPOSITION — DEFINITION 1:

Soit (R, 91, P) un espace probabilisé. Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes, alors
lapplication

(X,Y) 1 Q — X(Q) XY (Q)
0 — (X(w),Y(w))

est aussi une variable aléatoire discrete, appelée couple de variables aléatoires discrétes (X,Y).

La loi de probabilité du couple (X,Y) est appelée loi conjointe :
V(i,j) € IX], P((X,Y) = (a,-,b,»)} = P(X =a;,Y = bj) =P((X = ai) N (Y = bj)) = Di,j
ou chaque p; ; appartient a [0, 1]. On vérifie bien Y;e; Yjey pij = 1.
Les lois de de X et de Y sont appelées lois marginales. La loi conjointe permet de retrouver les lois
marginales :
Viel, P(X=a)=) P(X=a,Y=b))
JjeJ
Vie], P(Y=bj)=) P(X=a,Y=b).
iel
En effet, (X = a;) = Ujey [(X = @) N (Y = bj)], et cette union est disjointe. Ainsi, P(X = a;) =
Yjey P[(X = a;) N (Y = bj)] = ¥je; pi,j- De méme pour la probabilité P(Y = bj) = Sier Pyj-
/\ ATTENTION Les lois marginales ne permettent pas toujours de retrouver la loi conjointe : « on
perd la notion de corrélation entre les deux variables aléatoires. »

EXERCICE 2:

Une boite contient 3 boules blanches et 4 boules noires. On tire au hasard, l'une apres Uautre, deux boules.
Soient X etY les variables aléatoires définies par : X est égale a 0 si la premiére boule tirée est blanche,
a 1 si elle est noire. De méme pour'Y avec la seconde boule.

Compléter les tableaux suivants dans les deux cas :
1. sile tirage se fait sans remise.

Y=0 Y=1 total
X=0|po=2xi=1|pn=3xi=2%|Px=0=32
X=1|pu=4x3=3 | pu-4x=3 | P(x-1-14
total | P(Y=0)=3 P(Y=1)=% 1

2. siletirage se fait avec remise.

Y=0 y=1 total
X=0 | po=3x3=% |pu=3xi=2% | Px=0=3
X=1|po=3x3=8 | pu-4x4-18 | Px-1-3
total | P(Y=0)=2 P(Y=1)=1% 1

DEFINITION 3:

Soit (Q, o, P) un espace probabilisé. On dit que deux variables aléatoires X et Y sont indépen-
dantes, et on note X 1L Y, si

V(a,h) € X(Q) xY(Q), P(X=aY=b)=P(X=a)- P(Y=Dh).



Soit (X;);e; une famille (finie ou non) de variables aléatoires. On dit que ces variables aléatoires
ont

— deux a deux indépendantes si
Vi ij € I,V(a,b), P(Xi = al-,Xj = b) :P(Xi = a) P(X] = b),

— indépendantes si, pour toute partie finie non vide J c I,

Vg, P =ap)=[]Px;=ap.

IS jeJ

Les propriétés ci-dessous sont admises.

PROPOSITION 4:
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes d’un espace probabilisé (9, o, P),

1. VACX(Q),YBeY(Q), P(XeAYecB) =P(XecA)-P(XeB),
2. pour toutes fonctions ¢ et ¥, les vad ¢ (X) et (Y) sont indépendantes.

Lemme des coalitions : Soit ¢ et i deux fonctions. Si Xy, ..., X, sont des variables aléatoires
indépendantes, alors

Vpe[1,n-1], O(X1,...,Xp) L Y(Xpi1,...,Xn).

2 La somme de deux variables aléatoires

Soit (R, o, P) un espace probabilisé. La somme Z de deux vard X et Y définie par
Yw € Q, Z(w) =X(w) +Y(w).

La loi conjointe du couple (X,Y) permet de calculer la loi de probabilité de la forme

Veez(Q), P(Z=o= ) py
iel
jeJ
aj+bj=c

EXERCICE 5:
Soit X1 et X, deux variables aléatoires indépendantes. Montrer que

1. siXy ~ B(ny,p) et Xy ~ B(ny, p), alors
X1+ Xo ~ B(ng +ny, p)

ouny € IN*, np € N* et p € 10,1[ a la méme valeur pour les deux viables aléatoires. En déduire
E(X1 +X2) et V(X1 + X3). (stabilité de la loi binomiale)

2. siXy ~P(A1) et X2 ~ P(Ay), alors
X1+Xo ~P(A1+A2)
ot A1 € RY, et A, € R}. En déduire E(X1 + X3) et V(X1 + X3). (stabilité de la loi de POISSON)
1. Ona

Vs € [[0,n1 +ny], (X1+Xp=3) = U (X1 =k1,X2 = kz)
ki+ky=s

= U [a=k)n@x=ky)]

ki+ko=s



et cette union est disjointe. D’ou,

PXi+Xz=5)= Y P((Xi=k)n(Xz=k))

ki+ko=s
= > P(Xi=k) -P(Xy =ky) car Xp 1L Xp

ki+ko=s
_ Z (nl)pqunl—kl « ("2)pk2qnsz2

kq+ky=s “ ke
= Z At o gt (n1) (ng)

ki+ky=s ki) \ke

- ni\(nz

— pS . g2

p 2 (kl)(kZ)

kq+ko=s
+

=ps- q"1+nz*3(n1 . nz) d’apres la formule de VANDERMONDE

D’ou, X1 + Xy ~ B(ny + ny, p). On en déduit que

E(X1+Xy) = (m+n2)p V(X1 +Xp) = (1 +nz)pq.

2. OnaXi(Q) =X, (Q) =N, et Vk € X1(Q),P(X; = k1) =e M -)L’l(l/kll, de méme pour X;. Ainsi,
(X1 +X2)(Q) =IN.On a

(X1 +Xp=5) = U [(X1=k1) N (X2 =ky)]
ki+ky=s

et cette union est disjointe, d’ou

PXi+Xp=5)= > P[(X1=ki)n (X =ks)]

ki+ky=s
= Z P(X =ki) - P(Xy = k) car X, 1L Xy
ki+ky=s
kq ka
- Z e M L .e—/\z‘i
- kq! ko!
kq+kg=s 1 :
ki 4k
— o= (A1+22) Z AL A
1kl
kq+ky=s b bk
k . 3s-k
S, AT A

— o~ (A1+22) 1 T2
€ kZ::; K- (s—k)!

1< (s
_ a—(A+29) | = 1),k,s-k
= e~ (M+hy s!kzo(k)alaz

=g~ (M1+ha) %(xl +17)5.

Ainsi, Xj + Xy ~ P (A1 + A2). On en déduit que

E(X; +X2) = A1+ Ay V(X1 +X2) = A1 + A

3 Espérance et variance d’une somme



PROPOSITION 6:
Soit (Q, 9, P) un espace probabilisé. Si deux variables aléatoires X et Y sont d’espérance finie,
alors leur somme X + Y est aussi d’espérance finie et

E(X) +E(Y) =E(X +Y).

Mieux, pour tout couple de réels (a, B) € R?, la variable aléatoire aX + BY est d’espérance finie
et
E(aX + BY) = aE(X) + BE(Y).

PROPOSITION — DEFINITION 7:
Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles discrétes d’'un espace probabilisé. Si X et
Y2 sont d’espérance finie, alors

V(X +Y) = V(X) +V(Y) +2Cov(X,Y)
ou Cov(X,Y) est appelée la covariance de (X,Y) et est définie par

Cov(X,Y) = E[(X—E(X)) . (YfE(Y))] =E(X-Y) -E(X) -E(Y).

DEMONSTRATION:
OnaV(X) = E((X - E(X))®) = E(X?) — [E(X)]z. De méme, V(Y) = E((Y - E(Y))?) = E(¥?) — [E(Y)]Z, etV(X+Y) =
E(X+Y-E(X+Y))}) =E(X+Y)?) - [E(X+Y)]Z,Ainsi,
V(X +Y) = E(X? +¥* - 2XY) — (E(X) +E(Y))?
= E(X?) + E(Y?) + 2E(XY) — [E(X)]? - [E(Y)]? — 2E(X)E(Y)
=V(X) +V(Y) + 2[E(XY) - E(X)E(Y) |

REMARQUES: 1. Cov(X,X) = E(X?) - [E(X)]? = V(X).
2. La covariance est une forme bilinéaire symétrique définie positive. En effet, la symétrie est
assurée par commutativité du produit; la bilinéarité est assurée par la linéarité de 'espérance;
la positivité est assurée par le fait que (X — E(X ))2 est une vard a valeurs positive.

PROPOSITION 9 (inégalité de CAUCHY-SCHWARZ):
Soit (Q, o, P) un espace probabilisé, et (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles discrétes.
Si X2 et Y sont d’espérance finie, alors

(E(XY))* <E(x?) -E(Y?) et [Cov(X, Y)]2 <V(X) -V(Y).

DEMONSTRATION:

Pour la seconde formule, on utilise 'inégalité de CAUCHY-SCHARZ pour les produits scalaires (le caractere défini n’a pas été
utilisé dans la démonstration) : [Cov(X,Y)| < y/V(X) -4/V(y) etdonc [ Cov(X,Y)]Z < V(X) xV(Y). De méme pour l'autre
inégalité.

DEFINITION 10:
Soit un couple (X,Y) de variables aléatoires réelles discrétes, tel que X? et Y2 sint d’espérances
finies. On dit que X et Y ne sont pas corrélées si Cov(X,Y) = 0.

THEOREME 11:
Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires tel que X? et Y? sont d’espérance finie. On a

X etY indépendantes = E(XY) =E(X) E(Y) & Cov(X,Y) =0
— V(X+Y)=V(X)+V()




On a donc N
X etY indépendantes o X etY non corrélées.

EXERCICE 12:
Soit X une variable aléatoire qui prend, de maniére équiprobable, les valeurs 3 valeurs —1, 0 et 1. Soit

Y = [X]|.

1. Calculer E(X), E(Y), E(XY), V(X), V(Y), et V(X +Y).

2. Lesvariables aléatoires X etY sont-elles indépendantes ?

1. Par équiprobabilité, P(X =1) = P(X =0) = P(X = -1) = 1/3. Ainsi,

1 1 1
E(X) = kKP(X=k)=-1x = - 2o
(X) Z (X=k)=-1x 3 +0x g +1x =0
ke[-1,1]

TE]E,

W N

EY)= Y |klP(X=kK) §+0+§:

ke[-1,1]

d’apres le théoreme de transfert. Or,

E(XY) = P(XY =1) - P(XY = -1)
=P(X=1) -Px—1)(¥ =1) =P(X =-1) - P(x__4) (¥ = 1)

1 1
==-x1--x1
3 3

=0.

Egalement,
V(X) =E(X?) - [E®)]?
= E(x?) - 0?
=(-D)?Pp(X=-1)+0*P(X=0)+12P(X =1)
2
K]
De plus,
Crw? - B P —rd - (2) 2 2(1-1) 2
V(Y) =E(Y*) - [E(Y)]" =E(X?) (3) _3(1 3)_9,
On calcule

V(X +Y) = V(X) +V(Y) +2Cov(X,Y)

2 + 2 +2(E(XY) —E(X) -E(Y))

3°9
2 2 2
-+ —-+2|0-0X -
SENNO 3
—_—

Cov(X,Y)=0

2. Ona Cov(X,Y) = 0, les variables aléatoires X et Y ne sont pas corrélées (i.e. sont décarrelées).
Mais, elles ne sont pas indépendantes :
1

g:P(X:—l,Yzl)th(X:—l)xP(Y:l):g.



COROLLAIRE 13:
SiXi,...,Xn sont des variables aléatoires réelles discrétes indépendantes deux a deux, alors la
variance de la somme est égale a la somme des variances :

VX1+--+Xn) =V(X7) + -+ V(Xp).

DEMONSTRATION:

VX1 +:--+Xp) =Cov(X1 + -+ Xp, X1 + - - - + Xp)
n n
=cov( x> X))
i=1 j=1
n

n
= Z Cov(Xi, Xj) par bilinéarité
i=1 j=1

Or, pour tout i # j, X; 1L Xj, d’olt Cov(Xj, X;) = 0. Ainsi,

V(Xp++Xp) = ) Cov(Xi, Xi) = Y V(Xp).
i=1 i=1

RAPPEL:
La série génératrice de la variable aléatoire X est Gy définie comme

Vt € |-R,R[, Gx(t) = Zp(x: n) -t

n=0

De plus, on a P(X = k) = Gx %) (0) /K.

PROPOSITION 14:
Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans IN. Soient Gy, Gy et Gx.y les fonctions
génératrices des variables aléatoires X, Y et X +Y. Si X et Y sont indépendantes, alors

Ve e [-1,1],  Gxar(t) = Gx(2) - Gy (0).

> Chapitre 11,
entre la défi- pgvonsrraTION:
nition 30 et la  Lévénement (X +Y = n) est égal a Up_, [(X = k) N (Y = n— k)|, et cette union est disjointe. D'olt, P(X +Y = n) =
proposition 31. ShoP[(X=Kk)N (¥ =n-k)]|.Or,X LY, douP[(X=k N( =n-k)|=P(X=k) P(Y=n-k).Ainsi,
P(Y=n-k)
n l
P(X+Y=n)= Z ax X bpk.
k=0

P(X=k)

Or, les séries convergent absolument, d’ou, par produit de CAUCHY, Gy.y (t) = Gx (t) -Gy (t), pour toutt € |-1,1[.Ent = -1,
etent = 1, les séries convergent absolument également. Ainsi,
Vte [-1,1],  Gxuy(t) =Gx () - Gy (2).

Tarte a la créme
> Chapitre 11,
exercice 32

EXERCICE 15:
Refaire lexercice 5, mais utiliser la proposition précédente.

1. On rappelle que X3 ~ %B(n1,p), Xo ~ B(ng,p) et X1 L Xy. Ainsi, pour tout t € [-1,1],
Gx;+x, (t) = Gy, (t) - Gx, (1). Et, Vt, Gx, (t) = (pt + Q™M et Gx, (t) = (pt+ q)™2.D’ou,

Vt € [1,1], Gxyax, (1) = (pt+ @)™ - (pt+q)" = (pt+q)"1*"2.

Par égalité des séries génératricesﬂ on en déduit que X +Y ~ %B(ng +ny, p).

2. De méme, comme X; ~ P (A1), Vt, Gx, (1) = e~M . e=M!; et comme Xy ~ P(A2), Vt, Gx, (t) =
e . e7%2! De plus, X1 1 Xp, d’ott Vt € [-1,1],Gx,+x, (t) = Gx, (t) X Gx, (t) = e"(A1+72) .
e~(M1+dp)t, Dol, X1 + X2 ~ P (A1 + A2).

1. En effet, la série génératrice permet de déterminer les probabilités, d’oli la loi d’une variable aléatoire.



4 Laloi faible des grands nombres

THEOREME 16 (Loi faible des grands nombres):

Soit (R, o, P) un espace probabilisé. Soient (Xx)nev une suite de variables aléatoires discrétes.

Et, pourtoutn € IN*,Z, = % Z’k':l Xx. Siles variables aléatoires sont deux a deux indépendantes,
et si elles sont de méme espérance u, et de méme variance a2, alors

1 (0\?2

va>0, P(|Zn-ul>a) < 7.(7) —o.

a n—oo

n
« S’éloigner de la moyenne théorique est de plus en plus rare en itérant les mesures. »

DEMONSTRATION:
On applique I'inégalité de BIENAIME-THEBYCHEV a la variable aléatoire Z,, :

V(Z
Va>0,  P(za-E@Z)| > a) < 222,
a
Or,E(Zy) = + X, E(Xi) = & - nu = u par linéarité de I'espérance. De plus,
X1+ -+ X
V(Zy) =V (%)
1
= EV(X1 + o+ Xn)
1
=— (V(X1) + - -+ V(Xp)) par indépendance deux a deux des X;
n
1
= rTZ . no?
o2
=

Dow,Ya > 0, P(|Zy — u| > a) < a*/(n - d?).

EXEMPLE 17 (Régle d’or de BERNOULLI):

On répete indépendamment une épreuve de BERNOULLI, c’est & dire une expérience aléatoire qui peut
donner deux résultats : un succes avec la probabilité p, ou un échec avec la probabilité g = 1 — p. Soit
Znpla fréquenceEl des succes apres n épreuves.

On pose X la variable aléatoire valant 1 en cas de succeés de la k-iéme épreuve de Bernoulli, 0
sinon. D’une part, 4 = E(X;) = 0 x P(X; = 0) + 1 X P(X; = 1) = p. D’autre part, 6> = V(X;) = p - q car
X; ~ %A(1, p). On applique la loi faible des grands nombres :

Va>0, P(Zn-plza)< Ph —0
na? n—co

Donc la probabilité que « la fréquence Z,, des succes s’écarte de la probabilité p » tend vers 0 quand
le nombre n d’épreuves de BERNOULLI tend vers +co.

2. i.e. le nombre moyens de succes : % Vi Xi-
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