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1 Normes et distances

DEFINITION 1:
Soit E un IR ou C-espace vectoriel. Une application N : E — R* est appelée une norme si, pour
tous vecteurs X et j}' de E, et pour tout scalaire o € ]K,El

1. N(X)=0 = X =0, (axiome de séparation)
2. N(aX) = |a| N(X), (homogénéité, au sens physicien)
3. N(X+9) < N(X) +N(¥). (inégalité triangulaire)

Un espace vectoriel muni d’'une norme est appelé un espace vectoriel normé (evn).

Une norme peut-étre définie sur un C-espace vectoriel, méme si un produit scalaire ne peut étre
défini que sur un IR-espace vectoriel. On note en général I'application N comme || - ||.

EXERCICE 2:

1. Lavaleur absolue est une norme sur le R-espace vectoriel R :y en a-t-il d’autres ? Le module est
une norme sur le C-espace vectoriel C :y en a-t-il d’autres ?

2. Par définition, toute norme N vérifie la propriété 3., appelée inégalité triangulaire. En déduire que
VX)) € B, INK) -N@)I<SNE-Y).

1. Ici, n = 1, Pespace vectoriel normé est IK! = R ou C. On vérifie bien les hypothéses pour que
la valeur absolue (resp. module) :
Vx € K, x]|=0 = x=0
Va € K, Vx € K, lox| = |af |x]
Vooy) €K x+yl < x|+ ]yl
Ce n’est pas la seule norme, on peut multiplier par un nombre k strictement positif, et la norme

X — k|x| obtenue est toujours une norme. Il n’y en a pas d’autres; montrons le. Soit N une
norme sur l'espace vectoriel K. Pour toutz € C,z =z x1,douN(z) = |z| - N(1),et N(1) > 0.

2. (Tarte a la créme) Soit N une norme sur un espace vectoriel IK. Soient X et y deux vecteurs de
I
ING) -N()| < NE-3)
& -N(X-Y) <NEX-N) <NE-3Y)
NX) SN +NE-Y) (1)
N SNH+NE-Y) (2)

La propriété (1) est vraie car X = y+(X—Y), et application de 'inégalité triangulaire. De méme
pour (2) en échangeant X et y.
Sur le méme espace vectoriel, on peut définir plusieurs normes.

EXEMPLE 3: 1. Sur lespace vectoriel IK" (R" ou C"), avec n € IN*, on définit trois normes clas-
siques : s0it X = (X1,...,X,) € K",

IXl = Il + -+ Ixal  IRl2 = Pal?+ -+ xal* [Xlleo = max (xal, ..., Xnl)-

2. Sur l'espace vectoriel € ([a, b], K) des fonctions f continues sur un segment [a, b] vers IK,
b b )
17111 :/ [f@ldat  |Ifllz = / @O dt  [Iflle = max |f(t)].
a a telab]

On définit la norme p-iéme comme

1X1lp = {2y IXilP —— [Xllco-
p—+co

1. KK correspond a IR ou C, le corps associé a I'espace vectoriel.



On a déja montré que || - ||z est une norme au chapitre produit scalaire : par le caractére défini du
produit scalaire canonique de IR", par la bilinéarité de ce produit scalaire, et par inégalité de CAUCHY-
SCHWARZ, on vérifie chacune des hypotheses de la norme. Pour les autres normes, on vérifie aisément
les hypothéses, ce sont donc bien des normes.

DEFINITION 4:
La distance associée a une norme N est I’'application

d:E> — R*
*,3) — N(§ - X).

(C’est une distance entre deux vecteurs.)

N(X-Yy) =d(XY)

FIGURE 1 — Distance entre deux vecteurs X et y

De la définition de norme, il en résulte les deux propriétés
1. V(X,y) €E?, d(%y)=0 & X=y;
2. V(X,y,Z) € E3, d(X,Z) <d(%y)+d(y,Z7).

La distance entre deux fonctions est

— pour la norme infinie, il s’agit de la longueur de la fleche, c’est la différence maximale entre les
deux fonctions;

— pour la norme 1, il s’agit de ’aire entre les deux courbes.

]

FIGURE 2 — Distance entre deux fonctions

REMARQUE 5:

Si une norme provient d’un produit scalaire, alors on dit que cette norme est euclidienne. Ce produit
scalaire est alors unique (car on peut le calculer grace aux égalités de polarisations) et cette norme
vérifie 'égalité du parallélogramme.

Mais, certaines normes ne proviennent pas d'un produit scalaire, par exemple la norme infinie :
(X, ) llo = max(|x|, |y|) sur Iespace R?. En effet, avec ii = (2,1) et (1,2), alors [|ii + Ve = 3,
|t = V|| =1, ||ti]le = 2 €t ||V]|e = 2; mais,

- =12 - =12 =12 =12
It + VIS + [lu = V]G # 2[ull% + 2[VII%-

L’égalité du parallélogramme n’est pas vérifiée.



2 Boules

FIGURE 3 - Sphere de centre 0 et de rayon 1 pour les normes 1, 2 et co de R?

DEFINITION 6:
Soit E un espace vectoriel normé par N. Soient d un vecteur de E, et 7 > 0. On appelle

1. sphére de centre d et de raton r la partie de E définie par
{(XeE|NX-a)=r};

2. boule fermée de centre a et de rayon r la partie de E définie par
{Xe€eE|NX-a)<r};

3. boule ouverte de centre d et de rayon r la partie de E définie par

{X€eE|N(X-a)<r}.

On note 5(6, r) la boule ouverte de centre @ et de rayon r, la boule fermée est notée B(d,r). La
sphére est B(d,r) \ B(a,r).

EXERCICE 7:
Montrer que, pour tout vecteur X de R?,

XMoo < IXll2 < X111 < V- [IXNl2 < - (1K oo

Soit X € R™.

— Ona X[l < [IX]l2 car, pouri € [1,n], \[x3+---+x3 > (X2 = x|, Qou (X2 + - +x% >

max;epq,n] (X))

— Ona|[X|lz < [IX]lx car X2 + - -+ Xz < [Xq |+ -+ [xXpl,carxZ + -+ x% < Ixq [P+ -+ xn)* +

tous les doubles produits, qui sont positifs.
1 [Xn | >

— Ona [[X|ly > Vn - ||X||z, car
SVIZ 4124 - +12 - |1 |2+ - - - + |xn|?
= Vi B+ 4 al?
par inégalité de CAUCHY-SCHWARZ.

— Ona|X[lz < Vi [[X|leo car (33 + - - +x% < VR - a1 [Xi-

1\ (bl

|x1|+-~-+|xn|:<



DEFINITION 8:
Soit E un espace vectoriel normé.

1. Une partie A C E est bornée s’il existe M € R tel que, pour tout vecteur X € A,

Xl < M ;
. N — E ol s
2. une suite u : N de vecteurs est bornée s’il existe M € R tel que, pour tout
nelN,
lunll < M ;
. D — E e
3. une fonction f : est bornée s’il existe M, tel que, pour tout t € D,
x — f(x)

IF @1 < M.

Autrement dit, il existe M tel que

1. AcB(0,M), 2. VYneNN, u,<cB(O,M), 3. f(D)cB(0,M).

3 Limite d’une suite

Dans R, pour dire qu’un nombre x tend vers un nombre a, on utilise la valeur absolue :
X—>a< x-a—0  |x-a|—>0.

De méme, dans un espace vectoriel E, pour dire qu’un vecteur X tend vers un vecteur d@, on utilisera
une norme :

- -

X—>d & X-d < |X-d|| -0 & d(X,a) — 0.

DEFINITION 9:
Soit E un espace vectoriel normé par || - ||. Soit (iin)nepy une suite d’éléments de E. Soit un vecteur
£ € E. On dit que i, tend vers £ si ||ty — £|| tend vers Og. Autrement dit, si

Ve>0, 3N €N, Vn = N, |liin— ]| <e.

PROPOSITION 10:
Soit (un)nen Une suite d’éléments de E.

1. (unicité de la limite) Il n’existe pas toujours de limite E mais, quand elle existe, elle est
unique. On peut donc parler de la limite de iip, et écrire £ = limp—co Un.

2. (convergence = bornée) Si la suite de vecteurs (i) converge, alors elle est bornée.
La réciproque est fausse.

DEMONSTRATION: 1. On suppose que i, — 171‘ et i, — EZ avec El * Fz Ainsi,
Ve>0,AN €N, Yn > N, |iin—-41] <e
Ve>0, AN €N, Yn > N, |lin- b <e

On pose € = 1; 1€, = &]|. D'ow, pour tout n > N, ||ty — Gl < eet lin — & < & etdonc ||y — & || + llidn — &1 <
2e = % |[€1 — £2||. Or, d’apreés I'inégalité triangulaire,
o . B.s s
161 = G2l < lltn = &1l + [lun — &2l < 5 141 = &2l
Ceest absurde car || — ]| > 0.

2. On suppose qu’il existe £ € Etel que tn, — £, d'ou,

Ve>0, 3N e, Va > N, |lin— 2]l <e.



On choisit & = 7. Comme @iy = ily — € + Z, d’apres I'inégalité triangulaire, on a
VSN, il < Il — €1+ 1] < 7+ 112]].

Soit m = maxyejo, ||tn |l Alors,
vnelN, |l <m+7+||€].

EXERCICE 11:
La suite de fonctions f : [0,1] — R représentée dans la figure 3 du poly est-elle bornée ? convergente ?
(Utiliser la norme oo puis la norme 1 pour répondre.)

Avec la norme oo, pour tout n € IN,

Ifalles = max [f(1)] = 2n+2 —— +co.
0 n—+co

D’ou, la suite (fn)nen Nest pas bornée. Et, cette suite n’est pas convergente car elle n’est pas bornée.

Avec la norme 1, pour tout n € IN,

1
x2n+2=1
2n+2

1
Wl =/0 fu(O)] de =

car il s’agit de laire d’un triangle. La suite (fn)nen est donc bornée. Pour cette norme, la suite ( f;)
est-elle convergente ? Autrement dit : existe-t-il une fonction ¢ € 6([0,1], R) telle que f, —— £?ie.
n—oo

telle que ||fn — 2|1 — 0. Non, la suite de fonctions ( f,) ne converge pas pour la norme 1. En effet,
n—oo
montrons le par I'absurde.

— Oubien £= 0, alors [[fu = €lls = Ilfu = Olls = lIfalls =1 —=> 0.

— Oubien ¢ # 0, alors il existe x € [0,1], f(x) # 0.1l existe donc x € ]0,1][ tel que f(x) # 0. Soit
alors y = f(x). Il existe donc h tel que, pour tout t € [x — h,x + h], £(t) > y/2. Alors,

If =€l > 3 x 2,

a partir d’un certain rang. D’ou, || f, — €|| —/— 0.
n—oo

REMARQUE 12 (La norme infinie est la norme de la convergence uniforme):
Si I est une partie de IR, alors 'ensemble E des fonctions bornées de I vers R ou C est un espace
vectoriel, qu’on peut munir d’une norme

Vf€E, |fllew=suplf(®)]
tel
Dans cet espace vectoriel normé E,
fnn—>—oo>f = ||fn—f||mH—m>0
& sup |fu(t) - f(O)] —0
tel n—oo

<= la suite de fonctions (fn)ney converge uniformément vers f sur I.

DEFINITION 13:
Soit (un)new une suite de vecteurs de E. On dit qu’une suite (v,) est extraite de (u,) s’il existe
une application ¢ : IN — IN strictement croissante telle que

Yn € IN, Vn = Ugp(n)-

La stricte croissance de ¢ implique que

Vn € N, o(n) >n.



PROPOSITION 14:
Si une suite converge, alors toute suite extraite converge vers la méme limite.

DEMONSTRATION:

On suppose i — . Doy, ||ty — FH —— 0, et donc
n—oo n—oo

Ve>0, AN €N, Yn > N, |liln— || < &
Soit (V) = (Tip(n)) Une suite extraite. On veut montrer que v, —> Z.or, @(n) > n,pour toutn € IN, d’ou ¢(n) > N pour
N

n > N.Dot, [[ip(m — £|| < &etdonc ||V, — £]| < &

4 Comparer des normes

DEFINITION 15:
Soient N et || - || deux normes sur un espace vectoriel E. On dit que ces deux normes sont équi-
valentes s’il existe deux réels a et f3 tels que

VX €E, NX <a-|X|| et [X]I<B-NX).

REMARQUE 16: 1. Cette relation entre deux normes est une relation d’équivalence. En effet, elle est

réflexive, symétrique et transitive.
2. Sideuxnormes sont équivalentes, alors ce qui converge pour 'une, converge aussi pour l'autre :

N(X-d) -0 < |[X-d|—o.

En effet, si N (X — @) tend vers 0, alors ||X — d|| aussi: ||X — d|| < B - N(X — a).

3. De méme, étre ou ne pas étre borné est indépendant du choix de la norme, si les normes sont
équivalentes.

4. Les trois normes classiques sur R" sont équivalentes. En effet, on a

VX eR",  |Xllo <Xl < [Xllo et [Xllo < [IX]l2 < V1|X |0,
d’apres lexercice 7. Mais, ceci est faux dans 'espace 6([0,1]), d’aprés 'exercice 11.

Pour des normes équivalentes,
— la nature d’une suite ne dépend pas de la norme,
— la limite d’une suite ne dépend pas de la norme,
— le caractere borné d’une suite ne dépend pas de la norme.

THEOREME 17:
Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

DEMONSTRATION:
Voir 'annexe B.

EXERCICE 18:

1. Soit E lespace vectoriel de fonctions de [0,1] vers R continues : E = 6([0,1], R). Déterminer
un réel o tel que
VfeE  Iflh <alflle.

2. Pour toutn € IN, on consideére les fonctions f; et gn définies sur [0, 1] et représentées sur le poly.
Etudier || fn |1 et || fnlle ainsi que ||gnll1 et ||gn||e- Conclure.

. 1 .
1. Onsait que ||fll1 = [ [f(t)] de. Et, Ve € [0,1], |f(6)] < suPgefo,r) IF(0)] = IIf lloo- DN,

1 1
||f||1=/0 If(t)ldt</0 [l lleo dt

< (1-0) X Iflleo



2. Ona||fallo =1et||full1 = an+z. Deméme,ona ||gnllec = 2n+2, et ||gn|l1 = 1. On a déja montré
que |- ][1 < 1X]|-[|«- On veut savoir s’il existe unréel 5, tel que || - [|c < BX||-||1. Par absurde,
supposons qu’il existe un réel S tel que || - [ < B X || - ||1. En particulier, || fullo < B - lIfnll1,
doul < B x ﬁ Les inégalités larges passent a la limite, d’ou 1 < 0, ce qui est absurde.

COROLLAIRE 19 (coordonnée par coordonnée):

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et soient (ii,) une suite de vecteurs de E et Zun
vecteur. La suite (ii,) tend vers n si, et seulement si, chaque coordonnée de U tend vers chaque
coordonnée de £.

DEMONSTRATION:

Soit B = (€y,...,&4) une base de E. Soit N la norme de E définie comme
N:E— R*
X181 + -+ - +Xg€q —> max(|xq|,..., |[Xq|)

On veut montrer que i, — 7 si, et seulement si, pouri € [[1,d], xi — &.

1771-——?5 <:>Nu?n—?)-—a0
n—o

n—too o
— max([un1 = ,..., [una — tal) — 0
100
—Vie[1,d], |lupi-¢ ——0

n—oco

EXERCICE 20:

On a E = Jly7(RR), espace de dimension finie. D’ot, toutes les normes sur E sont équivalentes. En
particulier, A, — L si, et seulement si chaque élément de matrice de A, tend vers chaque élément de
matrice de L. Ici,

n
Ap= ! _a/n 5
a/n 1
Ona
1 —a/n
1 =g\_ @ (Viam  vuaie|_ a’ (cosOy, —sin6,
e qa)- 1+ﬁ. i 1| 1+ﬁ sin 6, cosOy |
n n n
V1+a?/n? V1+a?/n2
(C1,C2) b.on
D’ou,

n

A, = 1 —%" 1_'_a2 .Cf)SGn —sin 0,\"
e sinf, cosB;,

a? ! cos(nBy) —sin(ndy)
“\sin(n6,)  cos(n6y)

Il
=
a5
\

On veut montrer que

[y

n
( +“—§) cos(n6,) — cosa,
n n—oo
2 " 2]
Ona( 1+:—2) =exp(nln,/1+g—2).0r,

az 1 a\ 1 (a® a? a? 1
nln4(1+ - = -nln|1+ = |=-n|—= +eo| = || = +o|=] —— 0.

[y

n
2 . 5
+ %) sin(nf,) — sina.
n—oco

) n2| 2 \n2 n2|)  2n nj noco
n
N 2 o . N
Dou, [4/1+ % | —— 1 par continuité de I’exponentielle. Il nous reste a montrer que nf, — a,
nz n—oco n—oo

car, ensuite par continuité du cosinus et du sinus :
sin(nf,) —— sina
n—oo

cos(nb,) —— cosa
n—oo



On a cos Oy, = 1/4/1+ a/n? et sin6, = (a/n)/+/1+ a*/n%. On a donc sin 6, — 0, d’olt sin 6, — 0 par
continuité de Arcsin, d’ou sin 6, ~ 6,,. Et, donc

a/n
O _a/n
n—oo

2
a
1+ 4

D’ou, nfy, ~ a/y/1+ a?/n* — a.
n—oo

5 Adhérence
DEFINITION 21:
Soit A une partie de E, un espace vectoriel. On dit qu'un vecteur ¢ € E est adhérent a 4, si toute
boule centrée en € rencontre A :

Ve>0, B(fLe)NA+0.

Ladhérence de A, notée A, est ensemble des vecteurs adhérents a A.

A

pas
adhérent
FIGURE 4 - Point adhérent
On a toujours A C A, mais pas forcément A c A (c.f. exemple ci-aprés).
EXEMPLE 22: — SoientI = [0,1],] = ]0,1] et K = ]0, +oo[ trois intervallesde R.Onal=1,] = I

et K = [0, +ool.

— Ladhérence B(d,r) d’une boule ouverte B(d,r) est la boule fermée de méme centre d et de
méme rayonr : B(a,r).

PROPOSITION 23 (Caractérisation séquentielle de 'adhérence):
Un vecteur £ € E est adhérent a8 A C E si, et seulement si € est la limite d’une suite (iin)neN
d’éléments de A.

DEMONSTRATION:

“=” On suppose qu’il existe une suite (i,)ncy de A telle que éi, — d. Soit ¢ > 0. Comme i, — d (par hypothése), il
existe un rang N € IN tel que, pour toutn > N, ||i, — d|| < &. D’oU, Uy € B(d, €). Or, par hypotheése, ii, € A.On en
déduit que

B(d,e) NA + .



Tartes ala créme

“ &= Réciproquement, on suppose que, pour tout € > 0, B(d,&) N A # @.Soitn € IN* et soit & = % D’ou, par hypothése,

B(d,e) N A # &. On choisit un élément i, € B(d,&) N A, qui est non vide. D’ou, i, € A et ||U, — d|| < % Ainsi,

pour toutn € IN, i, € A eti, — a.

DEFINITION 24:
Soit A une partie d’un espace vectoriel E. On dit que A est dense dans E si A = E. Autrement
dit, tout vecteur de E est adhérent a A. Ou encore, tout vecteur de E est la limite d’une suite de
vecteurs de A.

RAPPEL (Caractere archimédien de R):
Pour tout € € R, il existe un entier n € N tel quen - & > 1.

RaPPEL (Théoreme d’approximation de Weierstrass):
Sif € 6([a, b]),il existe une suite (Pn),ev de polyndmes convergent uniformément vers f sur [a, b] :

0 e~ |[Pn = flleo = sup [Pn(t) = f()] —= 0.
co«—n tE[a,b] n—oo
EXEMPLE 25: 1. Qestdense dans R, et R\ Q est dense dans R.

2. D’apres le théoreme d’approximation de Weierstrass, I’'ensemble des fonctions polynomiales
est dense dans ’espace vectoriel ‘6 ([a, b]) des fonctions continues sur un segment muni de la
norme infinie (par la caractérisation séquentielle de I'adhérence).

EXERCICE 26:
Montrer que Uensemble GLy (IK) des matrices inversibles est dense dans Ml (IK).

Montrons que toute matrice est la limite d’une suite de matrices inversibles. Soit A € /Ml (IK) une
matrice carrée. Soit (Bp)pen+ la suite matrice définie comme

1
Vp € IN*, Bp=A- Eln.

D’une part, By —— A, car ||Bp — A|| — O en choisissant une norme (peu importe laquelle car
p—)OO

T’espace vectoriel /il (IK) est de dimension finie); en particulier, Bp — A si, et seulement si chaque
élément de B, tend vers A. D’autre part, a partir d’'un certain rang, toutes les matrices B}, sont inver-

sibles, car det By # 0, car det (A - %In) # 0, car xa (%) # 0, car le polynéme x4 n’a pas infinité de
racines.

6 Limite d’une fonction

DEFINITION 27:
Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Soit f la fonction définie comme

f:D—F

X f(X)

ou D C E est une partie de E. Soit d un point adhérent a D et ¢ € F.On dit que f(X) tend vers ‘
quand X tend vers d, et on note f(X) —— £ si
X—a

X) =4t —— 0
o -4 IXdl|—0

Autrement dit,

Ve>0,35>0,¥XeD, |X-dll<s = |f(X)-¢||<e.




Tarte a la créme

Avec cette définition, on a ’équivalence :
fR—t =fR-t—0
X—d X-d—0

= If® -t ——
|IXx—a||—0

REMARQUE 28: 1. 11y a un abus de notation, la norme ||X — d|| est une norme sur E tandis que
|If (X) — €] est une norme sur F.
2. Il’existe pas toujours de limite f, mais, quand elle existe, elle est unique. On peut donc parler
de la limite de f en d et écrire £ = lim;_,; f(X) ou £ = lim; f.

PROPOSITION 29 (Caractérisation séquentielle de la limite):
Le vecteur f(X) tend vers £ quand X tend vers d si, et seulement si, pour toute suite (iiy)nelN
convergent vers d, la suite f(ii,) tend vers £.

EXERCICE 30:
Soient les fonctions définies de R? \ {(0,0)} vers R par

Xy Xy
. = = t 8 =Y
f(X )’) - X2 yz € g(x y) - ﬁ(z 2y2

possédent-elles une limite quand (x, y) tend vers (0,0) ?

- _oxx _1 1 _ xx0 _ 1 oA
Etudedef. Ona f(x,x) = oI =2 E» 7, et f(x,0) = ot = 0 m. Or 0 # 5.D’ou, par unicité
de la limite, il n’y a pas de limite.

Autre rédaction, on a f (% %) =1 — 3 etf(%,o) =0—0.

Etude de g. Pour tout couple (x, y) € R?\ {(0,0)},
Xyl _ 1663) [5
KZay? ol
car VX2 + y2 > xZ+ yZ = [|(x, y) ll2. et [x| [y] < [|(x, y)[13; en effet, |x| = ViZ < yxZ+ % =

[[(x, ¥)|l2, et de méme |y| < [|(x, y)||2. Par le théoréme des gendarmes, on a |f(x, y)| — 0.

0< [f(x,y)]= =16 Y 1lz ”

e
x,y)—(0,0)

7 Continuité d’une fonction

DEFINITION 31:
Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Soit f : D — F une fonction définie sur une partie
D cEdeE.

— Soit d € D. On dit que f est continue en @ su f(X) —— f(a).
X—a

— Soit A ¢ D. On dit que f est continue sur A si f est continue en tout point de A.

EXERCICE 32:

Soient f et g deux applications continues sur un espace vectoriel normé E. Soit A une partie de E dense
dans E. Montrer que, si VX € A, f(X) = g(X), alors VX € E, f(X) = g(X). Autrement dit, deux applications
continues qui coincident sur une partie dense sont égales.

Soit y € E. Comme A est dense dans E, il existe une suite (dn)nc de A convergent vers y. Or, pour
toutn € IN, f(dn) = g(dn). De plus, f(dn) —— f(}) car f est continue, et 4, —— y. De méme,
n—oco n—eo

g(an) —2 f(¥). Par unicité de la méme limite, on en déduit que f(y) = g(y).

RAPPEL:
On rappelle que f est continue si, et seulement si

VieA Ve>0,35;,>0, VX €A, |X-d|l<8; = |IfF)-f(@] <e.

10



DEFINITION 33:
Soit A une partie d’un espace vectoriel normé E. On dit qu’une fonction f est

— uniformément continue sur A si
Ve>0,386>0,V(@X) €A’ |K-all<s = IIfX)-f@I<e;
— lipschitzienne sur A si

Ik eR, V(@X) €A IfX) - @I <k-[IX-all.

EXEMPLE 34:
D’apres l’exercice 2, toute norme N vérifie 'inégalité

V(X,y) €E4  [NX) -N()|<1-NE-Y).

L’application N est donc 1-lipschitzienne de ’espace vectoriel normé E vers R.

Toute norme est lipschitzienne, donc, a fortiori, uniformément continue.

PROPOSITION 35:

Ona
. PO == . . . — q
lipschitzienne &+ uniformément continue &£ continue.

DEMONSTRATION:
Pour la premiere implication, on pose § = ¢/k, et ¢ca marche bien. Pour la seconde implication, on revient a la définition
de uniformément continue, ce qui vérifie la définition de continue.

EXERCICE 36: 1. Montrer que la fonction x > x? est continue mais pas uniformément continue sur R.

2. Montrer que la fonction x — /X est uniformément continue mais pas lipschitzienne sur [0, 1].

1. La fonction g : x > x? est continue mais pas uniformément continue sur RR. En effet,
Ya € R, Ve > 0, 38 > 0, h| <8 = |gla+h) -gla)| < ¢

car |g(a+h)—g(a)| = |(a+h)?>—a?| = |2ah+h?| < esi2|a||h|+|h|>—& < 0,doncsi X% +2|a|X—&
a un discriminant négatif ou nul, mais ce discriminant, donc les racines du polynéme dépend
de a.

2. La fonction x — +/x est continue sur [0,1], donc uniformément continue sur [0,1], grace
au théoréme de HEINE. Mais, f : x +— +/x n’est pas lipschitzienne sur [0, 1]. Par I'absurde,
supposons la lipschitzienne. Il existe donc k € R tel que, pour tous (a,x) € [0,1]2, |f(x) —
f(a)| < k |x — a|. D’ou, pour tous x # a,

‘ x) - f(a)

X—-a

< k.

Ainsi, comme f est dérivable sur ]0,1],

fx) - f(a
X

1 —
Va#0, —— =f’'(a)=1lim <K
2+/a f(> X—a —-Qa

\/>

car les inégalités larges passent a la limite. C’est absurde car

1
k> lim — =
a—0* 2\/&

+o00.

8 Linéarité & continuité
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THEOREME 37:
Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Soit f une application linéaire de E vers F.Ily a
équivalence entre

1. f estcontinue sur E; 6. f estuniformément continue;
2. f estcontinue en 0;
3. f estbornée dans la boule unité de E; 4. il existe un réel k tel que VX € E,
5. f estlipschitzienne sur E; IFCON < Kk IX]I.
DEMONSTRATION:

D’apreés la proposition 35,ona5 = 6 = 1,et1 = 2. Montrons ces équivalences avec un « cycle. »
“2 = 3” Supposons f € Z(E,F) et f(X) — f(6) =0.En particulier,
X—0

llr ) -0 —o.
[IX=0ll

Montrons que f est bornée sur la boule unité B(5, 1), i.e. montrons quil existe M € R tel que, pour tout vecteur
X € B(0,1), ||f(X)|| < M. Or, par hypothése,

Ve>0,38>0VX €E, [If®I<8 = If@I<e

On pose ¢ = 1, il existe donc § > Otel que VX € E, ||X]| < 8§ = ||f(X)|| < 1. Do, par linéarité de f,

bGI-FGA

Ainsi, pour tout vecteur y € B(0,1),ona ||f(¥)| < 1/6.

1 =
=5 - IF 1.

1, -
= HSf(X)

“3 = 4” Onsuppose f € ZL(E,F), et que f est bornée sur B(0,1). On veut montrer qu’il existe unréel K € R tel que, pour
tout vecteur X € E, ||f(X)|| < K|X|. Par hypothése, il existe un réel M tel que, pour tout vecteur y € B(0,1),
If(¥) Il < M.SoitX € E.

— SiX # 0, soit alors y = X/7||X|| € B(0,1). Dowy, |[f(3) || < M.Or, f(X/7|X])) = f(X)/7|X]], car f est
linéaire. D’ov, || £ (X)/7]1X]|]| < M, etdonc ||f(X)||/7|1X|| < M. On en déduit que

IFGON < 7M x [IX]].
— Six =0,alors ||f(0)] = |[0]] < K - ||0]|, par linéarité.
“4 = 5” Onsuppose f € £L(E,F), et quil existe un réel K tel que, pour tout vecteur X € E, ||f(X)|| < K - ||X]|. On veut

montrer qu’il existe un réel K tel que, pour tous vecteurs X et y € E, ||f(X) — f(¥) || < K - |[X — ¥||. Par linéarité,
f(X) = f() = f(X - ¥). Et, par hypothese, || f(X - J)|| < K[IX - ¥||. Ainsi,

If ) = fFO)II < KIX = Yl
EXERCICE 38:
Soit d Uapplication linéaire définie par
d:K[X] — K[X]
P+ P.
1. On munit lespace vectoriel IK[X] des polynémes de la norme N définie par
N:K[X] — R

ag+ a1 X + - - -+ apX" — max |a;.
iefo,n]

Montrer que d n’est pas continue.

2. On munit le méme espace vectoriel de la norme || - || définie par ||P|| = MaX;c[o,n]] lai|/ (i +1).
Montrer que d est continue.

1. On utilise le théoréme précédent. On a, pour tout n € IN*, ||X"|| = 1, et d(X") = nX""L. Ainsi,
ld(X™") || =n —— +co.
n—oo

Donc d n’est pas bornée sur la boule unité B(0, 1). Cette démonstration est fausse en dimension
finie dans l'espace vectoriel I, [X].

2. Soit P € B(OR[x],1). Onpose P = ap+a X +azX%+- - -+a,X". Ainsi, 1 > MaXie[1,n] |ai|/(i+1).
OnaP =a;+2aX + - +nap X" = ¥ iq; X1 Dot ||P'[| = maXieon] @.???? Non,
cette question est fausse, la fonction d n’est pas continue méme pour cette nouvelle norme.
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THEOREME 39:
Soient E et F deux espaces vectoriels normées, et soit f : E — F une application linéaire. Si E
est de dimension finie, alors f est lipschitzienne, donc continue sur E.

DEMONSTRATION:
Soit f € £ (E,F). On suppose E de dimension finie n. On veut montrer qu’il existe un réel k tel que ||f(X)|| < k N(X).
Par hypothese, on peut se placer dans une base (£y,...,&,) de E. On peut munir E de la norme N : X1 + - - - + Xp&p =

MaXie[1,n] |xi |. On réalise la démonstration avec cette norme car toutes les normes sur E sont équivalentes, comme dim E =
n. Soit X € E. On pose X = X1 € + - - - + Xu&,. On calcule
IFGN = I1f Cagr) + - - - + xnénll
= Hxlf(gl) +oot an(évl) I
< bafED I+ -+ xaf E) I
< Pal-IfFEDN+- -+ xal - IfFEI
SN (IfFEDI+---+IfEDI)-
-
k
Ainsi, on a bien ||f(X)|| < k - [IX].
EXEMPLE 40:
L’espace vectoriel Jl, (IK) est de dimension finie, les applications sont continues car linéaires :
1. latracetr: Mlr(K) - K,A—trA;
2. latransposée 0" : My (IK) — JMy(K), A AT;
3. une changement de base il, (IK) — My (KK), A+ P~' . A-P ol P € GL(K).

PROPOSITION 41:
Soient E1,Ey, ..., En et F des espaces vectoriels normés. Soit f : E; X E3 X --- X E, — F une
application multilinéaire. Alors, f est continue si, et seulement s’il existe une réel K tel que

W1 € E1, Wy € Eg,...,Yn € En,  If (V1, V2o, V) | S K (V]| (V2] - - IV l-

C’est le cas si les espaces vectoriels Ej, ..., E, sont de dimensions finies.

EXEMPLE 42: 1. SiE estun R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire, alors ce produit scalaire
est continu de E? vers IR car il est bilinéaire : [(X | ¥)| < [IX|| [yl pour tous vecteurs X et y
d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

2. La multiplication matricielle, vue comme une application de ln,, (R) X My — Mnn(R), est
bilinéaire et donc continue, car les espaces sont de dimensions finies.

3. Si A est une base d’'un K-espace vectoriel E de dimension n, alors le déterminant detg est
continu par sa multilinéarité, car E est de dimension finie.

9 Norme subordonnée

REMARQUE 43: 1. L’ensemble des applications linéaires d'un espace vectoriel E vers un espace vec-
toriel F, est noté & (E, F). Cet ensemble est un espace vectoriel; mieux, c’est aussi un anneau
(pour les lois + et o) ; encore mieux, c’est une algebre.
2. Si on munit chacun des espaces vectoriels E et F d’'une norme, alors une application linéaire
f € L(E,F) peut étre ou ne pas étre continue. On note &, (E, F) l'ensemble des applications
linéaires continues de E vers F. Cest une sous-algebre de & (E, F).

3. SiE est de dimension finie, les ensembles £ (E, F) et £ (E, F) sont égaux (théoréme 39).

PROPOSITION — DEFINITION 44:
Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Soit f € £.(E, F) une application linéaire de E
vers F.

1. On appelle norme subordonnée (ou norme d’opérateur) de f, notée |||f[||, le plus petit
réel K tel que
VXeE  IfGI < Xl
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Ainsi, il vaut donc

If Gl

lIFIIF = sup = sup [If(X)I.

wo XL =

2. Lanorme subordonnée est une norme sur ’espace vectoriel % (E, F). Et, cette norme est
sous-multiplicative :

Vf,& € Z(E,F),  lIfoglll < I - lliglll-

(Cette propriété est vraie si 'on peut composer, i.e. F C E.)

DEMONSTRATION: 1. Comme f est continue, on sait que VX € E, ||[f(X)|| < K - ||X|. Et, ce réel est minoré par 0.
Lensemble des valeurs de K forment une partie de R minorée, elle a donc une borne inférieure : ||| f|||. Et, pour
tout vecteur X # 0, || f(X) [|/[IX]| < K. D’ot, le “meilleur” K est sup;_g || (X)[|/[|X|| car c’est le plus petit majorant.
Finalement, pour tout vecteur X # 0, || (X) I/ X[l = [|£ G) /1% Il]| = [l£ G/ 11X1)
1. Dou [IIfIIl = supygyz IF G-

2. Montrons que l'application ||| - ||| : f + [||f]|| est une norme.

|, et le vecteur X/||X || a pour norme

— Si||Iflll = O, alors, pour tout vecteur X € E, ||f(X)|| < 0-[|X||, d’ou || f(X) || = Or, pour tout vecteur X € E.
Ainsi, pour tout vecteur X € E, f(X) = 0. On en déduit f = 0.

— soit o € K. Ainsi, [[laf Il = supygys laf Rl = ol supyeyoq IFE) 1 = lad £

— Onsait que [|[f +£|ll = supzy—y (£ +&) (X)||. Or, VX € B0, 1), [|(f+&) ()| = IIf (R) +g®) | < IFF) [+
llg )1 < NI+ lglll, qui est un majorant. Et, le plus petit majorant est |||f + g|l|. Dot [IIf +glll <

I+ T -
Mieux, montrons qu'elle est sous-multiplicative : || f o glIl < [IIfll - lllglll. ie. supyzy—y [If 0 g ) < MMIFIII - Mgl

Pour tout vecteur X, [|f o g(X)[| = [|f ()| < Il - g1 < HIFI - lglll - [IX]l. D’ow, pour tout vecteur X,
lf o gGOIl< A - [1lglIl-N1X]l. Or, le plus petit K possible est ||| f o g]||. Ainsi, [[|f o g][l < [IFIIl - llg]ll.

K

EXEMPLE 45:
On munit 'espace vectoriel /ln,1 (K) de lanorme définie par [|X [l = max;c[y ) |X;| pour tout vecteur
colonne X = (Xj) je[1,n]- SOit A € Aln () une matrice carrée :

n
VX € Mn1(K),  [|AX|lo <K-|X|lw  avecK = max > |a;|.

ie[1,n] =

Ona [[|4[ll = maXiefsnp B2y lasl-

On détermine le plus petit réel K tel que [|AX || < K - || X ||, pour tout vecteur colonne X € Jln 1 (IK).
OnposeY = AX,etonay; = Z;.':l a; jx;. Ainsi, [|AX|| = maXe[q,n) yil- Or, pour touti € [[1,n],
lyil = |28, aix;| < 20 lagjl - Ixj] < i lagjl - IXlleo < [IXllo X4 laij]. On pose ainsi K =
MaX;e[1,n] Z;-l:l la; ;|, et on a donc [|AX [l < K - [|X]|co.

Pour montrer K = |[||Al||w, il suffit de réaliser ’égalité ||[AX | = K - ||X ||, pour un vecteur X
non nul. On voudrait que maXic[1,n] |24 ai,jxj‘ = (maxie[l’n]] i lagj |) X (maXiepyny i ). 1l existe

k € [1,n], tel que K = Z;‘:l |ay,j|. On choisit x; = +1 si ax j > 0, et x; = —1 si aij < 0. (Autrement dit,
onax; = sgn ak,j.)
EXERCICE 46 (itérées et projecteurs):

Soit E un espace vectoriel normé, et soit f € £.(E) un endomorphisme continu. On suppose que la suite
(fM)nen des itérées de f converge. Montrer que :

1. sa limite est un projecteur,
2. salimite est nulle si |||f]]] < 1.
Soit f € L. (E). Soit £ € L (E) telle que f" —= L.

1. Ona f2" —= 2, car la suite (f2") ey est une suite extraite de la suite (f),en. Lapplication
—00
Il - ||| est sous-multiplicative, d’ou

V(f.8) € Z(E),  lif gl <A - NgHll-

Ainsi, application o est continue. D’oti, f2" = f™ o f —— 2. Par unicité de la limite, £2 = ¢,
n—oo
c’est donc un projecteur.
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Autre méthode :

O < If2" =€l = llf" o f"—eo el
=[lf" o ff=frol+frol— Lol
<ffo ff = fMoelll+1IIf" o~ o2l

par inégalité triangulaire. Ainsi,

0 < I =M < Mo (= O+ (" = &) o 2l

SN ™ = elll+ ™ = el x|l el —z> 0
S——— S———
—0 —0

car, |[|f™|ll — [/|€]|| par hypothése et continuité de la norme. Par le théoréme des gendarmes,
on en déduit que 2" — £2.

2. ona [If2[ll < IIfII*, dou, par récurrence, on a Yn € N*, 0 < [IIf"[l| < IIf[I" —= 0
(car |||f|]] < 1 par hypothése). D’apres le théoreme des gendarmes, on a ||| f"||| P— 0. Or,
lapplication ||| - ||| est continue, |||f™||| —— |||€|||. Par unicité de la limite, on trouve |||£||| = 0.

n—oo

On en déduit que € = 0.

10 Ouverts et fermés

DEFINITION 47:
Soit A une partie d’un espace vectoriel normé E. On dit que

1. un point a € E est intérieur a A s’il existe € > 0 tel que B(d,&) C A;

2. Tensemble A est un ouvert ou une partie ouverte de E si, pour tout vecteur a@ € A, il
existe ¢ > 0 tel que B(d,&) C A;

3. Tensemble A est un fermé ou une partie fermée de E si son complémentaire E \ A est un
ouvert de E.

Avec cette définition, la partie A est un ouvert de E si, et seulement si, tout vecteur ade A estintérieur
aA.
REMARQUE 48: 1. Lintersection d’une famille d’ouverts n’est pas toujours un ouvert. Contre-exemple :

11
n’'n

[: {0}.

nelN* ]

2. L'union d’une famille de fermés n’est pas toujours un fermé. Contre-exemple :

U

nelN*

1. 1
—1+7,1—7] =1-1,1[.
n n

3. Laréunion d’une famille d’ouverts est toujours un ouvert. L'intersection d’une famille de fer-
més est toujours un fermé.
DEMONSTRATION:
Soit (A;)ic; une famille d’ouverts. On pose A = [J;; A;. Montrons que, pour tout X € A4, il existe € > 0 tel que
B(X,g) C A.SoitX € A.Tlexistei € I tel que X € A;. Or A; est un ouvert, il existe down & > 0, tel que B(X, &) C
A; C B.Lensemble B est donc un ouvert.
Soit (F;)ier une famille de fermés. On pose F = (;¢; Fi. Montrons que E \ F est un ouvert. Or, E \ F = J;; (E \ Fi),
etpour touti € I, E \ F; est un ouvert. L'union d’une famille d’ouverts est un ouvert. On en déduit que F est un
fermé.

4. Lintersection d’une famille finie d’ouverts est un ouvert. L'union d’une famille finie de fermés
est toujours un fermé.
DEMONSTRATION:
Soit (A;)ic; une famille finie d’ouverts. Soit X € (;¢; A;. Ainsi, pour touti € I, X € A;. Or, A; est un ouvert. Il existe
donc g > 0 tel que B(X, &) c A;.On pose donc & = min;¢; ;. Alors, B(X,e) C Mier Ai-
On passe au complémentaire, et on conclut comme dans la démonstration précédente.
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EXERCICE 49:
Soient a et b deux réels tels que a < b. Montrer que

1. les intervalles |—oo,b|, ]a, b, et |a,+oo[ sont des ouverts de R;
2. lesintervalles |—oo,b], [a,b], et [a,+oo| sont des fermés de R ;

3. lintervalle [a, b[ n’est, ni ouvert, ni fermé.

1. Montrons que |—co, b[ est un ouvert. Soit x € |—oo, b[. On pose € = (b — x) /2. Ainsi, on a bien
|1x —&,x+¢[ C ]-o0,b[. De méme pour les autre cas.

2. Lintervalle |—oo, b] est un fermé, car R \ |—oo, b[ = ]b, +oo[ est un ouvert d’apres la question
précédente. De méme pour les autres cas.

3. Lintervalle [a, b[ n’est pas un ouvert car, pour tout € > 0, B(a, €) ¢ [a, b|[. Et, 'intervalle [a, b[
n’est pas un fermé car R\ [a,b[ = | — oo, a[ U [b, +co[ n’est pas un ouvert.

PROPOSITION 50:

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, et soit f : E — F une application continue. Si B est
un ouvert (resp. un fermé) de F, alors f -1 (B) estun ouvert (resp. un fermé) de E. Autrement dit,
I'image réciproque d’un ouvert (resp. d’'un fermé) par une application continue est un ouvert
(resp. d’'un fermsé).

RAPPEL:
Sans hypothése sur f et sur B, Pensemble £~ (B) est 'ensemble des antécédents des éléments de B.
Ainsi,

- _ def. .

%ef1(B) & f(X) eB.

DEMONSTRATION:

Soit X € f~1(B). Ainsi, f(X) € B.Or, B est un ouvert de F. Il existe donc ¢ > 0 tel que B(f(X), ) c B. Or, pour tout vecteur
Yy e F,ilexistee > 0tel que [[X - || < & = [If(X) - f(3)] < ¢, comme f est continue. D’ow, B(X,&) C f~'(B). On en
déduit que = (B) est un ouvert. De méme pour un fermé car E \ f~1(B) = f~1(F \ B).

EXERCICE 51:
Soit f : E — IR une application continue d’un espace vectoriel normé E vers IR. Montrer que

1. Pensemble A = {X € E | f(X) > 0} des solution de l'inéquation f(X) > 0 est un ouvert de E;
2. lensemble B= {X € E | f(X) > 0} des solution de l'inéquation f(X) > 0 est un fermé de E;

3. lensemble C = {X € E | f(X) = 0} des solution de l’équation f(X) = 0 est un fermé de E;

1. Ona, A = f71(]0,+co[). Or ]0,+co[ est un ouvert de R. Lensemble A est donc I'image réci-
proque d’'un ouvert par une fonction continue donc A est un ouvert.

2. Ona,B = f1([0,+c][).Or [0, +co[ est un fermé de R. I’ensemble B est donc 'image réciproque
d’un fermé par une fonction continue donc B est un fermé.

3. Ona,C = f1({0}) # f ' (0), qui n’existe pas car f n’est pas forcément bijective. Or {0} est un
fermé de R. L’ensemble C est donc I'image réciproque d’un fermé par une fonction continue
donc C est un fermé.

EXEMPLE:

L’équation y = x? est celle d’'une parabole, et cette parabole est un fermé de R?. En effet, ’'ensemble
{(x,y) e R? | f(x,y) =0} = f1({0}) avec f(x, y) = y—x2.0r, {0} estun fermé de IR, et Papplication
f est continue. Donc, la parabole d’équation y = x2 est I'image réciproque d’une fonction continue,
donc c’est un fermé.

De méme, pour la courbe d’équation y* — 3x* = 7 est aussi un courbe fermée du plan R? : c’est
P'image réciproque du fermé {0} par 'application continue f : (x, y) > y* —3x> — 7.
EXEMPLE 52:
Une boule ouverte est un ouvert. Une boule fermée est un fermé. Une sphére est un fermé.

Eneffet, B(d,r) = {X € E | |X—d| <r} = f~*(]—co,7[) en choisissant f : X — ||X —d||. Or, |—co, [
est un ouvert de R, f est continue car toute norme est 1-lipschitzienne. Donc B(d,r) est un ouvert. De
méme pour B(d,r) et B(a,r) \ B(a,r).

EXERCICE 53:
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Montrer que tout hyperplan de E est un fermé. Soit H un
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hyperplan d’un espace vectoriel normé de dimension finie. Lhyperplan H est le noyau d’une forme
linéaire ¢ non nulle. Ainsi, H = Kerg, et ¢ : E e R, L’application ¢ est continue comme le
sont toutes les applications linéaires sur un espace vectoriel normé de dimension finie. Soit X € E :
X €e H < ¢(X) = 0.Donc H = ¢~1({0}). D’oli, H est image réciproque du fermé {0} par la
fonction continue ¢ : c’est donc un fermé de E.

PROPOSITION 54:
Soit A une partie d’un espace vectoriel normé E.

1. Son adhérence A est un fermé de E.
2. Lapartie A est un fermé de E si, et seulement si A = A.

3. L’ensemble A est un fermé de E si, et seulement si, a chaque fois qu’une suite (up)neN
d’éléments de A converge, la limite de (un)nev appartient a A. (caractérisation
séquentielle d’'un fermé).

DEMONSTRATION: 1. Montrons que E\ A estun ouvert. Soit X € E\A. Alors x ¢ A. Il existe & > 0 tel que B(X, &) NA = &.
Soit y € B(X, ). Ainsi, y ¢ A. Or, B(X, €) est in ouvert, il existe donc { > 0 tel que B(y,{) C B(X, ). D’'ot, il existe
{ >0telque B(y,{) NA=.Alors, y ¢ A.D’oli, B(X,€) N A = &.On en déduit B(X,&) C E\ A.

2. Le point 1 démontre déja la réciproque. Il nous suffit de montrer 'implication, c.f. poly.

3. On utilise la caractérisation séquentielle de 'adhérence (proposition 23).
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