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1 Qu’est ce qu’une matrice orthogonale ?

DEFINITION 1:

On dit qu'une matrice carrée A € M, (R) est orthogonale si AT - A = I,,. L’ensemble
des matrices orthogonales de Jl,(R) est noté O, (R) ou O(n), et est appelé le groupe
orthogonal d’ordre n.

REMARQUE 2:
Le déterminant d’une matrice orthogonale vaut +1. En effet, 1 = det I, = det(AT - A) =
det AT - det A = [det A] 2, Ainsi, toute matrice orthogonale est inversible :

A€Op(R) = detA=+1 — det A#0 — A€ GL,(R).
On en déduit que

A€On(R) <= AT A=1, <= AT . A —= A-AT =1,.
En effet, AT -A=1, et donc AT -A-A"1=A"1 Don, AT = AL,

Le sous-ensemble des matrices orthogonales dont le déterminant vaut +1 est noté SO, (R),
ou SO(n), et est appelé groupe spécial orthogonal d’ordre n. Ainsi,

SOn(R) C On(R) C GLy(R).

EXERCICE 3:
Montrer que SO, (R) est un sous-groupe de O, (R), qui est un sous-groupe de GL, (R). Vé-
rifier, par ailleurs, que ces ensembles sont stables par transposition.

L’ensemble O, (RR) est non vide. En effet, I, € SO, (R) car det I,, = 1 et I; dp =1, I, =
I,. De plus, si A € Op(R) et B € On(R), alors (A- B~ =B-A"! = (BT)T.AT = (A.B)T,
d’ou A- B € O, (R). On en déduit que O, (R) est un sous-groupe de GLy, (R).

L’ensemble SO, (R) est non vide. En effet, I,, € SO, (R) car det I, = 1 et ITT ol = I o Il =
I,. De plus, si A € SO, (R) et B € SO, (R), alors det(A-B~!) = det A-det(B~!) = 1 X% =1
et (A-B~H)"1=B.-A"1=(BT)T.-AT =(A-B)T, dou A- B € SO,(R). On en déduit que
SO, (R) est un sous-groupe de Oy (R).

Pour toute matrice A € O, (R), on a A= = AT et A=1 € O,(R), dou AT € O,(R). On

en déduit que Oy, (R) est stable par transposition. Ce raisonnement reste valide en remplagant

O, (R) par SO, (R).

ProposiTiON 4:

Une matrice est orthogonale si, et seulement si, ses colonnes (ou ses lignes) forment
une base orthonormée de R™ (muni du produit scalaire canonique). Autrement dit :
une matrice est orthogonale si, et seulement si c’est la matrice de passage d’une base
orthonormée de E vers une autre base orthonormée de E.

DEMONSTRATION:
On note C,,, Ca, ..., C, les colonnes de A € O, (R).

AT A=1, < Y(i,j) € [1,n]? (Ci | C;) = bi
<~ (C1,...,Cy) est une base orthonormeée.
Et, si A est orthogonale, AT I’est aussi. Or, la transposition change les colonnes en lignes.
METHODE 5:
En particulier, soit A une matrice 3 X 3 de colonnes C1, Ca, et Cs. Il suffit de vérifier que
— (C1,C2) est une famille orthonormée, et C1 A C2 = +C3 pour montrer A € O3(R);
— (C1,C2) est une famille orthonormée, et C; A C2 = +C3 pour montrer A € SO3(R).

EXERCICE 6:



Soit 0 € R. Etudier les matrices

cosf —sinf 7T
- (sinG cos j) [f](?,j) € S02(R),
@ @
cos 0 sin 0 7
B= (sin@ —cosf j) - [gJ(?,j‘) € 02(R),
9@ 9
cosf —sinf 0 7
C = | sinf cos 0 0 7 = [h](iﬁﬁ)
0 0 1 K]
h(7) h(7) h(K)
C1 C2 Cs
0 0 1 7
D={( 0 1 0 7 = [u] B
1 0 0k CHY
u@® u@)  ulR)

La matrice A est la rotation d’angle 6. La matrice B est la symétrie orthogonale par rapport
a Vect(d@). De plus, BT = B~! = B, et, dans une base adaptée (a@,b), ’endomorphisme g

devient . 0 .

a

[9]@p = ( 0o -1 E) -
9@ g(b)

La matrice C est diagonale par blocs, donc triangulaire par blocs, donc det C' = det Ax1 = +1.
Les colonnes Cp, Cy et C3 de la matrice C' forment une base orthonormée, d’ou C € Oz(R).
De plus, det C = +1, donc C € SO3(R). On remarque que h(E) = k. La matrice C est donc la
rotation d’angle 6 de axe (O, k). On remarque que u(}) = 7, w(i4+7+k) = t4+7+k, u(, k) = -k
et g7 — k) = k — 7. Ainsi, SEP(1) = Vect(7,7+ k), et SEP(—1) = Vect(7 — k). Les colonnes
de D forment une base orthonormée, d’ou D € O3(R). Or, det D = —1 en développant, d’ou
D ¢ SO3(R). Enfin, @ est la symétrie de orthogonale par rapport & SEP(1) = Vect(7,7+ k).
Ainsi,

1 0 0 7
[u](j,?JrE,?—I_S) - g (1) 01 Z:JFZ,
il 7=

Ficure 1 — Représentation des endomorphismes représentés par les matrices A et B de I’exer-
cice précédent
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Ficure 2 — Représentation de ’endomorphisme représenté par la matrices C' de ’exercice
précédent

2 Isométries vectorielles

DEFINITION T7:
Soit un espace euclidien E, et soit f : E — E. On dit que f est une isométrie vectorielle
si f conserve le produit scalaire

V(u,v) € B, (f(u) | f(v)) = (u]v).

L’ensemble des isométries vectorielles de E est noté O(F). Une isométrie vectorielle est aussi
appelé un automorphisme orthogonal d’aprés les propositions suivantes.

ProposiTION 8:

Toute isométrie vectorielle de E est linéaire et bijective. Autrement dit, toute symétrie
vectorielle de E est un automorphisme de E. Mieux : ’ensemble O(E) des isométries de
E est un sous-groupe de GL(E) des automorphismes de E.

DEMONSTRATION:
Soit f € O(E) une isométrie de E. Soient (a,b) € R et soient (@, @) € E?. On veut montrer que :

flad 4+ bv) = a f(@) + b f(7)
< fla@+b0) =0
< ||f(a@+b%)| = ||0]| = O
<= (fla@+bT—af(@)+bf(@) | flai+bt—af(@)+bf(¥)=0

Par bilinéarité du produit scalaire, ce grand produit scalaire peut-étre décomposé en 9 facteurs, et
on n’en traitera qu’un :

(=af@| —bf®) = (~a)(=b){f(@) | £(B)) = (~a)(=b)(@ | &) = (—a@ | —bD).
En répétant 9 fois ce calcul, on arrive a ’équivalence
<~ |la@+bv—at—bT| =0,
e
0
ce qui est vrai.

Montrons la bijectivité de f. Mais, comme f : E — E, avec E de dimension finie, et f est linéaire,
on a donc
f bijective <= f injective <= f surjective,

d’aprés le théoréme du rang. Soit & € E :
ZeKerf < f(@) =0
= [lf@] =0
= (f(@) | f(@) =0
= (& | &) = 0 car f est une isométrie

—z=0 par le caractére défini du produit scalaire.



Réciproquement, on a bien f((j) =0, et donc Ker f = {6} d’ou f injective, et donc bijective.

La suite de la preuve se trouve sur le poly.

THEOREME 9 (3/4 caractérisations d’une isométrie):
Soit E un espace euclidien, et soit f : E — FE. Il existe 4 maniéres de caractériser une
isométrie, dont 3 sont prouvés ici.

f conserve le produit scalaire

!

f est linéaire et conserve la norme :
vieE, |f(@) =l

!

f est linéaire et transforme une base orthonormée de E

en une base orthonormée de E.

DEMONSTRATION:
Cette preuve se déroule en trois étapes :

(2)
(1) = (3)
— On suppose f linéaire, et Vi € E, ||[f(@)|| = ||@||. On veut montrer que Y(@, V) € E?,

(f(@) | (@) = (u | v). On se rappelle que (@ | b) = % (||@ + &||> — ||@|| — [|5]|?). Do,

@) | F@) = 5 (5@ + F@I = 1@ = 15)I?)

= S (5@ + D) = @I ~ 15 @)
1 — —:277127712

= S (I + a1 — 1l ~ oll®)

= ulv)

On suppose f une isométrie. Alors f est linéaire d’aprés la proposition 8, et ’application f
transforme une base orthonormée en une autre base orthonormée.

— A TARTE A LA CREME. On suppose f linéaire, et qu’elle transforme une base orthonormée en
une autre base orthonormée. On veut montrer f linéaire (vrai par hypotheése), et que Vi € E,
|| £(@)|| = ||Z]||. Soit @ € E. On le décompose dans la base orthonormée B = (1,2, ...,&p) ¢

U =181 + 282 + -+ - + Tpén.

Par linéarité de f, on a f(@) = x1 f(&1) +z2 f(€2) + -+ zn f(E,). Ainsi, comme la base %
est une famille orthogonale, d’aprés le théoréme de PYTHAGORE, on a

@1 = llz1 1117 + lles &20I” + - - - + llz1 &l
D 1 18 N2 2 M2 12
=z [|E1]” + a3 1E2)]” + - - - + a5, [[Enl|

2 2 2
=oitatota,

La base B" = (f(€1), f(€2), ..., f(€n)) est orthonormée, on a de méme,
2 2 2
NF@IN" =y + -+,
ProposiTioN 10:
Soit E un espace euclidien de dimension n.
la matrice de f, dans

f est une isométrie de E <= une base orthonormée,
est orthogonale.



Autrement dit,
f€O(B) < [f]g € On(R),

ol A est une base orthonormeée.

3 Endomorphismes adjoints

DgrINITION 11:
On dit qu’un endomorphisme f : £ — E est autoadjoint si

v(@,7) € B2, (f(@)| vy = (| f(@)).

Un endomorphisme autoadjoint est aussi appelé endomorphisme symétrique (c.f. proposition
suivante). L’ensemble des endomorphismes autoadjoints est noté S(E).

ProposiTION 12:
Un endomorphism est autoadjoint si, et seulement si la matrice de F' dans une base
orthonormée % est orthogonale. Autrement dit :

FeS(EB) < [[]g € Sn(R).

DEMONSTRATION: =—> Soit B = (&1, ..., &n) une base orthonormée de E. Ainsi,
Vi, Vi, (F£(&) | &) = (& | F(€5))-
On pose [ f ], = (ai;) :

ai,; =
aj,; €5
G, j €n

f(&) f(&5) f(&n)
Ainsi, f(gj) = al_,jsﬂl + -4 ai_ja + .-+ a,,

j
est orthonormée. De méme avec l'autre produit sce f (&
symétrie du produit scalaire. On en déduit que | f ]}s € Sp(R).

[
<— Si [f}ﬁ € 8n(R), alors (f(&3) | €) = (& | f(€5)). Or, on pose & = 11 + - + Tn€p, et
¥ =911+ + Ynéhn.
(f(@) | 0) = (@1 f(E1) + - + znf(En) | y21£(E1) + - + ynf(ER))

<éxif(a>{ gwsv)
Z ziy; (f(E3) | €5)

i,j€[1,n]

5E

D’ow, (&5 | f(&5)) = a4,j car la base %
g;), d’out a;,; = aj; par

De méme en inversant @ et . On en déduit donc (f(2 | v) = (@ | f(7)).

EXERCICE 13: 1. Si f est autoadjoint, montrons que Ker f | Im f, et Ker f & Im f. On
suppose YV, VU, (f(@) | ¥) = (@ | f(¥)). Soit & € Ker f, et soit ¥ € Im f. On sait que
f(@) =0, et qu’il existe & € E tel que ¥ = f(&). Ainsi,

(@] 9) = (@| f(Z) = (f(a@)| ) = 0.

D’ou @ L ¢. Ainsi, Ker f L Im f.
De plus, E est de dimension finie, d’ou, d’aprés le théoréme du rang,

dimKer f + dimIm f = dim E.

Aussi, Ker f @ (Ker f)* = E, donc dim(Ker f) + dim(Ker f)+ = dim E. On en déduit
donc que dim(Im f) = dim(Ker f)*. Or, Im f C (Ker f)* car Im f | Ker f. Ainsi
Im f = (Ker f)*, on en déduit que

Imfé@Kerf=F.



<= Soit p la projection sur F' parallélement a G. Supposons ’endomorphisme P
autoadjoint. D’apreés la question 1., le Kerp L Imp. Ainsi, F' = Imp et G = Ker p.
D’ou, F' 1 G, p est donc une projection orthogonale.

—> Réciproquement, supposons p une projection orthogonale. Soit B = (&1,...,&q)
une base orthonormée de F. Ainsi, pour tout € E,

q
p(@ =3 (F| &) &
i=1
On veut montrer que l’endomorphisme p est autoadjoint. Soient @ et ¥ deux
vecteurs de E.

q
@ |9 = (> (@& &
=1

(p(a) | ) =

car p est orthogonale.

ProposiTiION — DEFINITION 14:
Si f est un endomorphisme d’un espace euclidien E, alors il existe un unique endomor-

phisme de E, noté f* et appelé I’adjoint de f, tel que
V(@,9) € E?,  (f*(@)| ) = (@] f(¥)).
Si A est la matrice f dans une base orthonormée % de E, alors AT est la matrice de f*

dans & :
=

[#)e=[1]a-

DEMONSTRATION:
Soit @ € E. L’application
¢:E—R
§ e (] £5))

La forme ¢ est linéaire car p(a171 + a2v2) = (U | f(a171 + a2?2)) = (4| a1 f(U1) + az f(v2)) =
ay (@ | f(D)) + az (@ | f(V2)) = a1p(VU1) + aze(V2). D’ou, d’aprés le théoréme de RiEesz, il existe
un unique vecteur @ € E tel que ¢(¥) = (d | ¥) pour tout ¥ € E. Ainsi, pour tout vecteur ¢ € E,
C

(@ | f(v)) =(a| v). On note @ = f*(a

@). Soit Iapplication
ff:E—E
@ — f*(@).

La démonstration telle que f* est linéaire est dans le poly. L’application f* vérifie : (@ | f(¥)) =
(f* (@) | ¥), pour tous vecteurs @ et ¥. Quelle est la matrice de f*, dans une base orthonormée ?
Soit $ une base orthonormée de E, et soient A = [j ]r;;' B = [f* ]w U= [ a0 etV = [zﬂﬁ Les
matrices U et V sont des vecteurs colonnes, et A et B sont des matrices carrées. Ainsi,

Ut AV =(@]| f@) = (@) | T =(B-U) -V,

ce qui est vrai quelque soit les vecteurs colonnes U et V. D’ou, YU, VYV, T (A<V) =uT. (B—r »V).
Ainsi, pour tous vecteurs U et V,

Ut [(AV) . <BTV)} —0.



En particulier, si U = (AV) — (B"V), le produit scalaire (@ | @) est nul, donc U = 0. Ainsi,
vV, A-V=B'.V.

De méme, on conclut que A = BT. On en déduit donc que

Les propriétés suivantes sont vrais :
— (fog) =g*of*, (f)=1 et (af+Bg)*=af*+hg";
— (A-B)T=BT.AT, (AT =4, et (aA+8B)T =aAT +3BT.
Des deuxiémes et troisiémes points, il en résulte que les applications f — f*, et A — AT sont

des applications involutives.

On rappelle que (@ | f(0)) = (f*(w) | U), pour tous vecteurs 4 et T.

ProposiTiON 15:
Soit f: E — E, un endomorphisme d’un espace euclidien E.

1. f est autoadjoint si, et seulement si, f* = f;

2. f est une isométrie si, et seulement si, f* = f—1.

Ainsi, on a

f est autoadjoint ety (@ | f(v)) = (f(@) | U) pour tous vecteurs @ et ¥
=f=f

= [f }; = [f ]% dans une base orthonormée %.

Et,

f est une isométrie ety (f(@) | f(¥)) = (@ | ¥) pour tous vecteurs @ et v
<= [f] = [f ]9;1 dans une base orthonormée %

— fr =L

Ce qui prove la proposition précédente.

EXERCICE 16:
Soit E un espace euclidien, et soit F' un sous-espace vectoriel de E. On a F @ F1+ = E. Soit
s€ Z(E, E). Montrons que .4est une symétrie orthogonale si, et seulement si 4est une symétrie
autoadjointe.

“ <=7 L’application s est une isométrie donc 6 = s~ L. L’application .4 est un endomorphisme
autoadjoint donc s* = 5. Dot 4 = 4~ !, donc » est une symétrie. Ainsi Ker(s —id) L
Ker(s +id).

“ —” L’application 4 est une symétrie orthogonale, d’ou £ = F + F+ en appelant F' =
Ker(s—id). Ainsi, pour tout vecteur & € E, il existe un unique couple (&@,b) € F x F+

tel que & = @+ b. D'ow, 4(%) = s(@) + s(b) = @ — b. Dou |F|2 = @] + ||b]|2
et |l6(Z)||2 = ||@|| + ||b]|. Ainsi, 4 conserve la norme, c’est donc une isométrie, donc
5* = 5! De plus, 4 est une symétrie donc s = s~ 1. D’oi, s = 4*, donc s est
autoadjoint.

4 Stabilité de 'orthogonal

ProposiTION 17:
Soit f un endomorphisme autoadjoint de E, et soit f un sous-espace vectoriel de E. Si
F est stable par f, alors F'- est aussi stable par f.



DEMONSTRATION:

On suppose, pour tous vecteurs @ et 7, (f(@) | ¥) = (@ | f(¥)), et pour tout vecteur & € F, f(Z) € F.
Soit & € F*. Soit § € F. On calcule : (f(Z) | ) = (Z| f(7)). Or, § € F, et donc f(§) € F par
hypothése. Comme # € FL. Ainsi, (Z | £(7)) = 0, et donc (f(Z) | ) = 0. D’on, f(Z) L §. Ainsi,

f(@) € FL, d’ou F~ est stable par f.

ProposiTION 18:
Soit f une isométrie vectorielle de E, et soit f un sous-espace vectoriel de E. Si F' est
stable par f, alors F'L est aussi stable par f.

DEMONSTRATION:

On suppose, pour tous vecteurs @ et ¥, (f(«) | f(v—) = (@ | ¥), et pour tout vecteur & € F,
f(Z) € F. Soit & € F~. Soit o € F. Comme f est bijective, il existe 7 € F tel que (7o) = 7. Ainsi
(F(@) | Go) = (F(@) | F(§)) = (Z|F) = 0. Don, f(&) L Fo. Ainsi, f(&) € FL, d’ott F+ est stable par

ProrosiTiON 19:
Un sous-espace vectoriel F' de E est stable par f si, et seulement si, F- est stable par

I

DEMONSTRATION: = On suppose, pour tout @ € F, f(Z) € F. Soit § € F*, et soit Z € F. Par
définition de I'adjoint, (f*(9) | €) = (7| f(&)). Or, f(Z) € F par hypothése, et § € F*.
D’ou f*(7) L &, et donc f*(7) € F*.
<= On applique le cas précédent avec G = FL, et g = f*. En effet, Gt = Ft1 = F, car E de
dimension fini, et g* = f** = f.

5 Le théoréme spectral

LEMME 20:
Soit f: E — E un endomorphisme autoadjoint.

1. Les sous-espaces propres de f sont deux a deux orthogonaux. Autrement dit, si
deux vecteurs propres sont associés a des valeurs propres distinctes, alors ils sont
orthogonaux.

2. Les valeurs propres de f sont toutes réelles Spe(f) C R.

Ce lemme reste valide en replagant I’endomorphisme autoadjoint f par la matrice réelle
symétrique A.

A Attention, E doit étre un R-espace vectoriel ; la matrice A doit étre a coefficients réels.
Sinon, les résultats du cours ne s’appliquent pas.

DEMONSTRATION:
On suppose f autoadjoint (H) : pour tous vecteurs @ et ¥, (f(«) | ¥) = («& | f(¥)). Soient deux
vecteurs @ et U tels que f(4@) = A\ et f(¥) = pv avec A # p. Montrons u L v.

(F(@) | B) = (A& | 7) = A (@ | &
(@ = (@ | f@)) = (@ | pt) = p il | 7).

=

D’ou, par différence (A — p) (@ | ¥) = 0. Comme X # p, on en conclut que (@ | ¥) =0 d’ou @ L v.

Pour montrer 2., on utilise les matrices : dans une base % orthonormée de E, soit A € S, (R) la
matrice de f dans %. Soit X € Jl,,1(C) un vecteur propre associé de A, et soit A\ € C sa valeur
propre (complexe) associée. Ainsi, X # O, 1(c)> €t A - X = AX. Montrons A\ = A. On calcule

XT. (A-X)=XT . AX=XX".X Or,

XT . X=(21 Z2 ... Zn)-| . | =lzalP ¥zl + -+ |zal?



C’est un réel strictement positif (en effet, s’il était nul, X serait nul). Autre calcul,

XT. A Xx=(X"T - 4.x)"

:XT T-(XT)T
=X".A4.X car A € 8,(R)
=XT.4A.-X
—XT.A-XcarAc Sn(R)

Dou, X' -A-X €R. Mais, X' - A-X = A (|z1|2 + - -+ + |20]?). Comme (|z1|2 + -+ |2,|?) #0
d’ott A € R.

TuEOREME 21 (Théoréme spéctral — endomorphismes):

Un endomorphisme f d’un espace euclidien E est autoadjoint si, et seulement s’il est
diagonalisable dans une base orthonormée. Autrement dit, si, et seulement s’il existe une
base orthonormée de E formée de vecteurs propres de f. Ou encore, si, et seulement si
FE est la somme orthogonale des sous-espaces propres de f.

DEMONSTRATION (Par récurrence sur n = dim E):

Initialisation Pour n = 1, soit ¥ € E un vecteur non nul, alors la base (Hf—ﬂ‘) convient.

Heérédité Soit n > 1. On suppose le théoréme vrai en dimension n. Soit f : E — E un endomor-
phisme autoadjoint d’un espace euclidien E de dimension n+ 1. Soit x ¢(X) le polynéme ca-
ractéristique de f. Il est de degré n+1, il a donc au moins une racine complexe A. D’ou, ’endo-
morphisme f a au moins une valeur propre A € C. D’aprés le lemme précédent, on sait main-
tenant que XA € R. Il existe @ € E un vecteur non nul tel que f(@) = Au. La droite Vect(@)
est stable par f. Par stabilité de 'orthogonal, Vcct(f[)L est aussi stable par f. Or, on a
dim[Vect ﬁ] = n. On s’intéresse alors & I’endomorphisme induit a Voct(u f| co(y L = 9
Or, pour tous vecteurs & et ¢ de Vect(@)™, (g(Z) | ) = (f(@) | §) = (& | £(¥)) = <T | 9(9))-
D’ou, I'endomorphisme g est dutoad]omt on applique ’hypothése de récurrence (i.e. le théo-
réme spectral) a g. Ainsi, ( " JE1y ey a”) est une base orthonormée de E formée de vec-

[
teurs propres de f, ou (€1,...,&y,) est une base orthonormée de Vect(u)L formée de vecteurs
propres de f.

Le théoréme spectral est donc vrai pour tout espace vectoriel de dimension finie n.

CoROLLAIRE 22 (Théoréme spéctral — matrices):

Si une matrice A € 8, (R) est symétrique réelle, alors il existe une matrice orthogonale
P € O,(R) telle que P~1-A-P = PT . A. P est diagonale. Autrement dit, toute matrice
symétrique réelle est orthogonalement diagonalisable :

A€ Sp(R) — 3P € O,(R), P~!. A. P diagonale.

DEMONSTRATION:

Soit f I’endomorphisme représenté par A dans une base orthonormée %. La matrice A étant symé-
trique, d’ott I’endomorphisme f est autoadjoint. On applique le théoréme précédent a f : soit %’
une base orthonormée dans laquelle f est diagonal. Soit alors P la matrice de passage de % a %’
la matrice D = P~ . A . P est diagonale, et la matrice P est orthogonale car c’est la matrice de
passage d’'une base orthonormée % vers une autre base orthonormée %’.

DEFINITION 23:
On dit d’un endomorphisme autoadjoint f € S(E) qu’il est :

1. positif siVZ € E, (Z| f(Z)) > 0;
2. défini positif s'il est positif, et que VZ € E, si (Z| f(&)) = 0, alors & = 0.
Autrement dit, si -
vz € E\{0}, (Z]|f(@)>0
De méme, on dit d’une matrice A € §,(R), qu’elle est :
1. positive si VX € Mn,1(R), XT - M-X>0;
2. définie positive si elle est positive, et que VX € M, 1(R), si XT.M-X =0, alors




Tarte a
double créme

la

X

= 0. Autrement dit, si

VX € My (R)\ {04, )} X' -M-X>0.

On note §T(F) I'ensemble des endomorphismes autoadjoints positifs, et ST+ (E) I’en-
semble des endomorphismes autoadjoints définis positifs De méme, on note St (R) I'en-
semble des matrices symétriques positives, et St (R) l'ensemble des matrices symé-
triques définies positives.

THEOREME 24:
Un endomorphisme autoadjoint est :

1. positif, si, et seulement si toutes ses valeurs propres sont positives;

2. défini positif si, et seulement si toutes ses valeurs propres sont strictement posi-
tives.

Ainsi, on a

fest(k) — fesSk) et  Sp(f) CRT,
festt(E) <« feSE) et Sp(f) CR,
MeST(R) <= MeSy(R) et Sp(M)CRT,
MeSTT(R) <= MecS,(R) et Sp(M)CRY.
DEMONSTRATION: 1¥ = ” On suppose f € 8T, i.e. pour tout vecteur Z, (Z | f(&)) > 0. Soit

A € Sp(f) : il existe un vecteur @ non nul tel que f(@) = A@. D’ou, par hypothése,
0< (@] f(@) = (@ | AT) = M@ | @)
Or, (@ | @) > 0. D’ou, A > 0.

Supposons Sp(f) C Ry et f € S(E). On veut montrer que f € ST (E), i.e. pour
tout vecteur Z, (£ | f(£)) > 0. On se place dans une base adaptée, grace a la seconde
hypothése. En effet, d’aprés le théoréme spectral, il existe une base orthonormée % de
E formée de vecteurs propres de f. On pose B = (£1,...,&n), cette base. Soit & € E :
on pose T = 11 + Tpéa + -+ + &y, Alnsi,

F(@) = z1f(E1) + 22f(€2) + - - - + Zn f(En) = Z1A1€1 + T2 X262 + - - - + T Anén.
D’ou,(Z | f(Z)) = /\11:% + /\21:5 + .+ /\uIi< Or, Vi € [1,n], A\; > 0 par hypothése.
D’ou (Z | f(Z)) > 0.

On suppose f € 8T, i.e. pour tout vecteur @, (Z | f(&)) > 0. Soit A € Sp(f) : il
existe un vecteur @ non nul tel que f(@) = A@. D’ou, par hypotheése,

0 < (@| f(@) = (@| AT) = A (@] D).
Or, (@ | @) > 0. D’oui, A > 0.
Supposons Sp(f) C ]Ri et f € 8(E). On veut montrer que f € 8T (E), i.e. pour tout
vecteur & non nul, (Z | f(&)) > 0. On se place dans une base adaptée, grace a la seconde
hypothése. En effet, d’aprés le théoréme spectral, il existe une base orthonormée % de
E formée de vecteurs propres de f. On pose B = (€1,...,Ey), cette base. Soit & € E
un vecteur non nul : on pose & = 181 + Tpé2 + - - - + TpEn. Alnsi,

f(@) =x1f(E1) + 22f(€2) + - + Tn f(En) = T1 X181 + T2X2€2 + - - + TpApén.

Do, (Z | f(Z)) = A1x] + Xexi + -+ + Apz2. Or, Vi € [1,n], A; > 0 par hypothése,
et il existe i € [1,n], tel que z; # 0 car & # 0. D’ou (& | £(Z)) > 0.

6 Rotations et réflexions

DEFINITION 25:
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. On dit que deux bases %B¢ et B de E
ont la méme orientation si le déterminant de la matrice P de passage de B a B est

positif :

det P = detg, (%) > 0.
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Ficure 3 — Aire d’un parallélogramme

EXEMPLE 26:

On oriente le plan R? en décidant que la base canonique By = (7,7) est directe, puis on munit
RR? du produit canonique : % est alors une base orthonormée directe de R2. Soient deux
vecteurs @ = ai+ b7 et ¥ = c7+ bJ. Le déterminant

a (&

det(a, v) = bod

= ad — bc

posséde
— un signe (8’1l est strictement positif, alors (@, ¥) est une base directe, 8’il est strictement
négatif, alors (i, U) est une base indirecte, s’il est nul alors (@, ¥) n’est pas une base car
U et U sont liés) ;
— une valeur absolue, égale a l'aire du parallélogramme construit sur les vecteurs 4 et v.
Les trois parallélogrammes de la figure précédente ont la méme aire :

|det(iZ, ¥)| = |ad — be].

EXEMPLE 27:
On oriente I’espace R? en décidant que la base canonique B¢ = (7,7, k) est directe.

DEFINITION 28:
Soit E un espace euclidien de dimension n. Soit % une base orthonormée de E. On dit
que
— f est une rotation si f est une isométrie de déterminant +1, autrement dit,
si [f}% € SO, (R);

— f est une réflexion si f est une symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan
de E.

REMARQUE 29: 1. D’apreés la définition et les théorémes précédents, on a les équivalences :

f est une rotation <= f est une isométrie et det f = +1
< fE€O(E) et det f = +1
le produit scalaire

<= f conserve . .
et Iorientation

<= f transforme une base orthonormée directe
en une base orthonormée directe.
2. Les rotations de E forment un groupe, noté SO(E) ; c’est un sous-groupe de O(E) des
isométries de E.
3. Si f est une réflexion par rapport a un hyperplan H de E, alors sa matrice dans une
base adaptée a la somme directe H & H-+ s’écrit

1 0 ... O
0

: o 1 0
o ... 0 -1

Ainsi, le déterminant d’une réflexion est donc toujours égal a —1. Et, la composée de
deux réflexions est donc une rotation.
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THEOREME 30:
Une matrice appartient & O2(R) si, et seulement si elle est de la forme

Ry — cosf —sind S, — cosf  sinf
¢~ \sin6 cosf ou ¢~ \sinf —cos)"

Son déterminant vaut +1 dans le premier cas, —1 dans le second.

La premiére matrice représente une rotation d’angle 6 ; la seconde représente une symétrie
par rapport a la droite d’angle 6/2.
DEMONSTRATION: = " Les colonnes des deux matrices forment une base de R2. D’oti, Ry € O2(R)
et Sg € O2(R).
¢“ <=7 La matrice A est dans le groupe O2(R), d’ou

a® +b2 =1 (1)
c+d*=1 2)
ac+ bd = 0. (3)

Il existe donc 0 € R tel que (a,b) = (cos0,sin @), d’aprés (1). De méme, il existe ¢ € R, tel
que (¢, d) = (cos ¢,sin ), d’aprés (2).

(3) d’ott ab+ cd =0
d’ou cosfcosp + sinfsinyp =0
d’out cos(0 — ) =0

D ™
d’on 0 — p = > [7]

dk € Z, 0 — ¢ = 2kw +
d’ou ou bien
Ik €Z,0—¢p=2kr— 3

NE

Ik€Z, 0=p+ 5 +2kn
d’ou ou bien

IkEZ 9=p— T+ 2kn.
A:R()

d’ou ou bien

A=Sy

COROLLAIRE 31:

Les isométries du plan sont les rotations (autour de 'origine) et les réflexions (par rapport
a une droite passant par l'origine).

REMARQUE 32:

Pour tout (0,¢) € R?, Rg - R, = Rgt, = Ry - Rg. Le groupe SO2(RR) est donc commutatif.
De plus, I'application

d: R — SO2(R)
0 — Ry
»— Ry
0+ Ry
est un morphisme du groupe (R, +) vers le groupe (SO2(R), - ). Ce morphisme est surjectif,
mais pas injectif (car son noyau est 2w Z) : ®(0) = ®(27) = Ia.
De plus, au lieu de repérer un point du plan par ses coordonnées (z,y) € R2, on peut le
repérer par son affixe z = x + iy € C.

(a) Apres une rotation, la position du point M’ sera repérée par les coordonnées

/ .
()=5-C) = =

En effet, 2/ = ¢ .2 <= a/ + iy’ = (cos + isind)(x +1y) = (xcosf — ysinh) +
i(zsinf + ycosh), et

a —Rr, . (%)= cosf —sin@\ (z\ _ (xcosd—ysind
y ) © y)  \sin® cos 0 y)  \xsinf +ycosh )’
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Ainsi, I'application
¥ : U — SO2(R)
e —s Ry
est un isomorphisme de groupes (i.e. un morphisme de groupe bijectif).

(b) Aprés une symétrie, la position du point M’ sera repérée par les coordonnées

/ .
(ac/) =Ry - (x) <= 2 =e .z
Yy Yy

En effet, 2/ = e .z <= 1’/ +iy = (cos® +isinf)(z — iy) = (zcosd + ysin ) +
i(zsinf — ycosh), et

&l —g . (%) = cos  sin@ \ (z\ _ (zcosf+ysind
v ) =2 \y) = \sin —coso y)  \xsinf —ycosh) "

Sy — cosf —sinf\ (1 0
9= \sinf  cos 0 —-1)°
—_— —

Ry So

D’ou,

THEOREME 33:
Une application f est une isométrie de I’espace si, et seulement s’il existe un angle § € R

et une base orthonormée directe B = (i, U, W) tels que

cosf) —sinf 0 u
[f}%z sin@  cos@ 0 v
0 0 1 0

f@  f@)  f(w)

ou

cosf —sinf 0 u
[fl%: sinf  cos6 0 7
0 -1

0
f@  f@  f(@)

Une isométrie f est, ou bien une rotation d’un angle 6 autour de ’axe Vect(w), ou bien la
composée d’une rotation d’angle 6 autour de I'axe Vect(w) et d’une symétrie par rapport au
plan Vect(, 7).

DEMONSTRATION (tarte & la créme):

Comme f est une isométrie, on a, pour tout vecteur & € E, ||f(Z)| = ||Z]|. Or, il existe un vecteur
Z non nul tel qu’il existe A € R tel que f(Z) = AZ, d’ou ||AZ|| = ||Z||, donc |A| - ||Z]| = 1 - ||Z]|. On
en déduit que A € {—1,1} car ||Z|| # 0. La suite de la démonstration est dans le poly.

THEOREME 34:
Soit F un espace euclidien, et soit f une isométrie : F est la somme directe et orthogonale

de Ker(idg —f), de Ker(—idg —f), et/ou de plans P; stables par f sur lesquels f induit

une rotation.

COROLLAIRE 35:
Si f est une isométrie d’un espace euclidien F, alors il existe (p,q) € IN2, des réels
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61,...,0k, et une base B orthonormée de E tels que

Ry,
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	Qu'est ce qu'une matrice orthogonale ?

