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PREMIERE PARTIE

COURS

1 VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

DEFINITION 1: 1. Soit (€2,.A) un espace probabilisable. Une variable aléatoire discréte (vad)
est une fonction X définie sur 'unitvers 2 telle que

(a) l’ensemble X (2) des valeurs prises par X est fini ou dénombrable;
(b) pour chaque valeur a € X(Q) prise par X, 'ensemble X ~*({a}) est un événe-
ment, noté (X = a). Autrement dit,

Va € X(Q),(X =a) =X ({a}) € A.

2. Soient (2, A, P) un espace probabilisé, et X une variable aléatoire discréte. La lot de
probabilité de X est la fonction
X(Q) —[0,1]
a — P(X = a,).

RAPPEL:
Soit f : B — F une fonction. On a

VA€ p(BE), f(A)={ye F|Izc A y=f(z)},
et
VB € p(F), f~'(B) = {z € E | f(z) € B}.
Ainsi, z € f~1(B) +—= f(z) € B.
EXERCICE 2:

L’univers Q, ensemble des résultats, est [1,6]2. Soit X la variable aléatoire, qui est la somme
des deux dés : on a

X:Q—R
(z,y) — z+y.

Ainsi, X(Q) = [2,12].

& 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
_ 1 2 3 4 13 6 0 4 & 2 1
P(X=a) | 36 35 36 36 36 36 36 36 36 36 36

TABLE 1 — Loi de probabilité de X

Revanoue 3 1. Ona f= (U, 4¢) = Use, F72(40) o6 772 ( Mgy 49)) = Mgy F72(40):
EXEMPLE 4:

c.f. polycopié

PROPOSITION — DEFINITION 5:

Soient (2, A, P) un espace probabilisé, et une vad X : @ — E & valeurs dans un ensemble H.

1. Pour tout A € p(E), X 1(A) € A est un événement noté (X € A).
2. L’application
Px :p(BE) — A
A P(X € A)

est une probabilité sur I’espace probabilisable (E, p(E)).
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EXERCICE 6 (tarte a la créme):
L’univers  est défini comme Q = [[1, N]" : c’est ’ensemble des n-uplets de [1, N|. La variable
X est la fonction définie comme

X:Q > [1,N]
(21,...,2n) — ié?i}vcz]] z4.

On cherche la loi de probabilité de X. ATTENTION, on ne cherche pas P(X = a) pour tout a,
mais P(X < a) pour tout a. Cela correspond a I’événement « tous les numérons tirés sont
inférieurs a a. » Par équiprobabilité,

Card(X < a)

ElFsa)= Card(2)

N‘I‘L

Finalemement, pour tout a € [1,N], P(X = a)+ P(X < a—1) = P(X < a); en effet,
(X <a—1)U(X =a)=(X < a), et cette union est disjointe. D’o11, Va € [1, N,

P(X=a)=P(X <a)—P(X<a-1)

- (&) -(52)

2 LA LOI BINOMIALE

DEFINITION 7:
Soient n € IN*, p € ]0,1[, et ¢ = 1 — p. On dit qu'une variable aléatoire discréte X suit une
loi de binomiale de parameétres (n,p), et on note X ~ B(n,p) si

X(@) =[Ln], et VkeXx(Q),Px=k=(")p* g~ "

Une épreuve de Bernoulli de paramétre p € ]0,1[ est une expérience aléatoire qui peut
donner deux résultats : un « succés » S avec une probabilité p, ou un « échec » E avec la
probabilité ¢ =1 — p.

PROPOSITION 8:
Soient n € IN* et p € ]0,1[. Soit X la vad égale au nombre de succés parmi n épreuves de
Bernoulli de paramétre p. Si ces épreuves sont indépendantes, alors X ~ B(n,p).

DEMONSTRATION:
L’ensemble (X = k) est 1'’événement « obtenir k succés parmi n essais. » Autrement dit, c’est
I’ensemble des n-listes (z1,z2,...,Z») dont le nombre de succés vaut k, et chaque z; € {$, E}.

Réaliser cet événement, c’est (1) placer k succés parmi les n essais, et il y en a (:) maniéres ;
(2) placer les n — k échecs, il y a 1 maniére. Il y a donc (:) listes favorables. La prboabilité
de chacune de ces listes est p* x ¢"*—* par indépendance.

EXEMPLE 9:

c.f. polycopié

EXERCICE 10:

On a X ~ B(n,p). Ainsi, d’aprés la définition 7, X(Q) = [1,n], et Vk € X(Q), P(X =
) = (Z)pkq”*k. Montrons que n — X ~ B(n,q) avec ¢ = 1 — p. On veut donc montrer que
Vk € (n—X)(Q), P(n—X =k) = (})-q* -p"F.

PX=n-k=(" k)pnfkqn%n—k)

n —
n —
:(nik)qkpn k

= <:>qkp”_k par symétrie des coefficients binomiaux.

On peut également remarquer que la variable aléatoire n — X est le nombre d’echecs.
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3 LA LOI GEOMETRIQUE

DEFINITION 11:
Soit p € ]0,1[. On pose ¢ = 1 —p. On dit qu’une vad T suit une loi géométrique de paramétre
p, et on note T ~ G(p) si

T(Q)=N* et VkcT(Q), P(T=k)=p-¢" .

On vérifie bien que Zke]N* P(X = k) = 1. En effet, elle vaut

oo

> e i=p) gt

kEIN* k=1

PROPOSITION 12:
Soit p € ]0, 1[. Soit T la vad égale au temps d’attente du 1°f succés lors d’une suite d’épreuve
de Bernoulli de paramétre p. Si ces épreuves sont indépendantes, alors T' ~ G(p).

DEMONSTRATION:

L’événement (X = k) vaut BE1 NB2N- N Br_1 NSk, ou S; est I'événement « obtenir un succés
au i-éme essai, » et E; est I’événement « obtenir un échec au z-éme essai.EI » Par hypothése
d’indépendance, on a

P(E1NEyN---NEBr_1NSg)=P(EL) x P(B2) X --- X P(Br_1) X P(Sk).

EXERCICE 13 (« Remettre le compteur a zéro »):
Soit X une vad & valeurs dans IN* telle que

Vk €N, P(X > k) > 0.
On dit que X est sans mémorre si
VEEN,VneN, P(X>n+k|X>k)=P(X >n).

On veut montrer que la loi géométrique est une loi sans mémoire, et que c’est la seule.

1. Montrer que, X est sans mémoire
(a) si, et seulement si Vk € N, Vn € N, P(X >n+k)=P(X >n)-P(X > k).
(b) si, et seulement siVk € N,Vn € N, P(X =n+ k| X > k) =P(X =n).
2. On suppose que X suit une loi géométrique de parameétre p € 10, 1].
(a) Calculer la probabilité P(X > k) pour chaque k € IN.
(b) Montrer que X est sans mémoire.
3. Réciproquement, montrer que si X est sans mémoire, alors X suit une loi géométrique.

1. (a)
X est sans mémoire £ Yk, ¥n, Pixsp)(X > n+k) = P(X > n)
— P(X>n+k)=P(X >n) -P(X >k)
car

P((X>n+k)N(X>k) P(X>n+k)

P(X > k)  P(X>k)
comme ((X >n+k)N(X > k)) = (X >n+ k) (par inclusion).

PX>n+k|X>k)=

1. Ainsi, on a S; = E;.
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() Ona(X >n+k—1)=(X=n+k)U(X >n+ k) et cette union est disjointe,
d’oil
.P(X>k)(X >n+k— 1) = P(X>k)(.X =n-+ k) =+ P(X>k)(.X >n+ k)
D’ou,
.P(X>k)(X =n—+ k) — P(X>k)(X >nt+k— 1) — P(.X >n+ k)
= P(X >n—1)— P(X > n) par définition
= P(X = n) de méme.

Réciproque a faire.
2. On suppose X ~ G(p). Ainsi, X(Q) = N* et Vk € X(Q), P(X = k) =p x ¢*~L.
(2) Ona(X > k)= UZk+1 (X = {), et cette union est disjointe. D’ou,

P(X>k)= Y P(X=1)

L=k+1

On en déduit que
vk € N, P(X > k) = ¢".

n utilise le 1.(a) et la question précédente :
(b) On utilise le 1.(a) et la question précéd
P(X >n+k)=q"kF =g".¢* = P(X > n)-P(X > k).

3. On suppose X sans mémoire. On utilise 1.(a) :
Vk, Vn, P(X >n+k)=P(X >n)-P(X > k).

On cherche une relation de récurrence, on pose donc k& = 1. Soit (un)nen la suite
définie par un = P(X > n). Ainsi,
Untl = Un * P(X > 1) .
N——_———
Q
D’ou, par récurrence, Vn € N, unp = O™ - ug, et ug = P(X > 0) = 1 comme (X > 0) =
Q. Ainsi,
Vn € N, up =0 = P(X > n).
Ona,pourn € N* (X >n—-1)= (X =1)U(X >n)=(X =n)UP(X > n), et cette
union est disjointe. D’ot, V"1 = P(X = n)/On"1 — O,

4 LA LoOI DE POISSON

DEFINITION 14:
Soit un réel A > 0. On dit qu’une variable aléaroire discréte X suit une loi de Poisson de

parameétre X, et on note X ~ P(X) si
k

X(Q) =N et VkeX(Q),P(X=k)=e>. %
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On vérifie que Zkex(n) P(X = k) =1. En effet,

kEX(Q) k=0
oo

k

A E A

— e —_

!
k=0

—e.er=1

PROPOSITION 15:
Soit un réel A > 0, et pour n € IN*, soit X,, une variable aléatoire suivant la loi binomiale
B(n,pn) avec pn € |0,1[. Sin - pn, — A, alors

n— oo

>\k
VkEN, P(Xn=k) —— e - —.
n—oo k!
DEMONSTRATION:

On pose, gn =1 — pn. On a

™k n—k _ n! k n—k

() 75 (1 =2n) = H o P
Or,

k n! k

Ph Gy PR X (DX (k)

henxn(i-0) o (1-23)
=pp-nXxn|{l——)---n|l—
n n

e (-5 x5

— 2k, —1

n—oco

De plus, (1 — pn)? % = e(n=F)In(1=pn) et

(n—k)In(l —pp) = (n — k)( = pn +o(pn))
= —npn + o(npn)

— —A.

Par continuité de I’exponentielle, on a (1 — pp)?*~* ——— e~>. Ainsi,

n— oo
>\k
VkEN, P(Xn=k) ——e > —.
n— oo k!

REMARQUE 16:
c.f. polycopié

5 HSPERANCE

DEFINITION 17:
Soient (€2, A, P) un espace probabilisé, et X une variable aléatoire réelle discréte (vard) telle
que X(Q) = {a; | i € I} C R. Si la série ) | a; P(X = a;) converge absolumentlﬂ alors

1. on dit que X est d’espérance finie ou que X posséde une espérance, ou que X € L1 ;

2. cette espérance, notée E(X) est le nombre réel

E(X) = Zai P(X = a;).

i€l

2. Ainsi, la série devient une famille sommable, et la somme devient commutative, méme si elle
est infinie.
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REMARQUE 18: 1. La valeur de l’espérance ne dépend pas de l’ordre des valeurs a;, c’est
pour cela que ’on demande la convergence absolue.
2. Une vard peut ne pas avoir une espérance finie, par exemple p, = 7{26”2 . On a bien

Z:;l pr. = 1 mais la série E n prn diverge.
3. Si X() est fini, alors X est nécessairement d’espérance finie, car E(X) est une somme
finie.

4. Si X est bornéeEkvue comme une fonction), alors X est d’espérance finie.

DEMONSTRATION:
En effet, Va € X(Q), 0 < [a P(X = a)| < M P(X = a) d’ott la série | [a P(X = a)|
converge, car y \ M P(X =a)=M ) ,P(X =a) et ) . P(X = a) converge.

5. L’espérance est linéaire : si X est un vard d’espérance finie, alors X + £ aussi, et
E(aX + 8) = a E(X) + B.
De plus, ’application

E : ensemble des vard — R
X — B(X)

est une forme linéaire.
6. Si X est d’espérance finie, alors |X| aussi, et |[E(X)| < E(|X|) (par inégalité triangu-
laire). En particulier, si X est positive, alors son espérance est positive.

EXERCICE 19:
Montrer que
1. si X ~ B(n,p), alors X est d’espérance finie, et B(X) = n - p. Indication, utiliser la
formule q
N ny_m—
vk € IN*, Vn > k, k(k) 7n(k_1>.
2. siT ~ G(p), alors T est d’espérance finie, et E(T) = %.

3. si X ~P(X), alors X est d’espérance finie, et B(X) = X.
1. La variable aléatoire X représente le nombre de succés, de n épreuves de Bernoulli

indépendantes, et la probabilité d’un succeés est p. De plus, on a X () = [0, n], qui est
un ensemble fini, il posséde une espérance. On calcule

n
E(X) = kP(X =k " _
(X) ; (X =k) :nz(zii)pkqn_k
n k=1
n _ _
— kzok(k)pkqn 3 :nnzl(n;l)karl q"7k71
n k=0
:Zk(:>”kqn_k — -1
k=1 :nPZ( & )qu(n_l)_k
n k=0
- "(::Dpkqn_k =np(n+p)" !
k=1 =np

2. La variable T correspond au temps d’attente du 1°F succés, sachant que la probabilité
d’un succes est p. Ainsi, T(Q) = IN*, et Vz € T(Q), P(T = k) = p- ¢*~1. La variable
aléatoire est d’espérance finie car la série Z k P(T = k) converge absolument :

|k P(T = k)| =k P(T=k)=kpg" "

3. ie M € RY, Vw € Q | X(w)| < M.



I Cours

D’ou E |k P(T = k)| = kaqkfl e kaqkfl. Or, la série entiére Ea:k a pour
rayon de converge 1. Et, on peut dériver terme & terme une série entiére sans changer
son rayon de convergence. D’ou, le rayon de convergence de E kxzk—1 est aussi égal
41.0r,q€]—1,1], dot la série ) . k g*~! converge.

De plus,

oo

vz e]—1,1], Z:ck: 111:'

k=0

Et, on peut dériver terme a terme une série entiére sans changer son rayon de conver-

D
gence. D’ou,
(o]

d 1 1
V. -1,1 kzk—t = — = —.
@€l [ kzz del—z (1-—=z)?
=i

D’ou,
. 1 11
E(T)=> kP(T=k)=px —— = —— = -
kz_:l (1-9¢)> 1-9g »p
3. Ona X(Q) = N, et Vk € X(Q), P(X = k) = e * 2—’: La wvard X posséde une

espérance car la série E k P(X = k) converge absolument. En effet, E |ke*>‘>‘k—l!c =

_ I
de™> Z k Ak,c! ! . Or, la série entiére Z z %! a pour rayon de converge +oo. Et, on peut

dériver terme a terme une série entiére sans changer son rayon de convergence. D’o1,
k—1 ., N
le rayon de convergence de Z kEZ zi— est aussi égal a +o0. De plus,

E(X) = Z kP(X = k)
kEX(Q) oo
k-1
e
_ ad — 2k =€ AZ}C il
— Z € F k=1
k=0 oo
e & =xe &
= Z k 67A % k=0 K
k=1 . = )\e7>‘ e>‘ =A

PROPOSITION 20 (version non rigoureuse):

E(X) = ka(x — k)
k=0

—O0XxP(X=0)+1xP(X=1)+2x P(X =2)+3x P(X =3)+---
P(X =1)
+P(X =2)+ P(X =2)
+ P(X =3)+ P(X = 3) + P(X =3)
T O
= P(X>1)+P(X>2)+P(X >3)+

Les hypothése de ce théoréme sont

— la variable X est d’espérance finie.

— la série ) . P(X > n) converge (c’est donc une famille sommable, car P(X > n) > 0).
Ainsi, on peut sommer par paquets.

REMARQUE 21:
Si X est une vard est ¢ : X(2) — R, alors
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1. ¢ o X est aussi une vard notée p(X);
2. on pose (9o X)(Q) = {b; | 7 € J}. Si p(X) posséde une espérance E(p(X)), alors cette

espérance est égale a
Z b; P((p(X) = bj)
JjEJ

par définition de ’espérance, mais aussi a
> elai) P(X = ay),
el

d’aprés le théoréeme suivant, que nous admettrons.

THEOREME 22:
Soient Q, A, P un espace probabilisé¢, X une vard, et ¢ : X(2) — R. On pose X(Q) = {a; | i €
I}. Alors, (X)) est d’espérance finie si, et seulement si la série ) . ¢(a;) P(X = a;) converge

absolument. Et, alors, E(¢(X)) vaut la somme Zie[ p(a;) P(X = a;) de cette série.

6 VARIANCE ET ECART-TYPE

Plus tard (définition 25), on définira respectivement la variance et 1’écart-type comme
V(X) = E([x - E(X)}z) o(X) = /V(X).

DEFINITION 23:
On définit le moment d’ordre k € IN comme

Z o* P(X = a).
a€EX(Q)
On dit qu’une variable aléatoire posséde un moment d’ordre k si la série Z an’“P(X = an)
converge absolument.
Ainsi, le moment d’ordre 1 est E(X), le moment d’ordre 2 est E(X?), le moment d’ordre 3
est B(X?3), etc.

LEMME 24:
Si une vard posséde un moment d’ordre k + 1, alors elle posséde aussi un moment d’ordre k.

DEMONSTRATION:
Pour tout réel, z > 0, alors 0 < zk < 2kl 41 (distinguer le cas ¢ > 1 et 2 < 1). Ainsi, en
multipliant par P(X = a), on a

2k P(X = a) < 2! P(X = a) + P(X = a).
La série ) . P(X = a) converge absolument, et la série ) akt1l P(X = a) converge absolument
aussi. Alors, la série Z a® P(X = a) converge absolument.

PROPOSITION — DEFINITION 25:
Soit (£2,A, P) un espace probabilisé, et soit X une vard. Si X2 est d’espérance finie, alors X
aussi, et on appelle variance le réel positif
v(x) = B([x - B(x))*) = BX?) - (B(X))’ > 0.
~—_——————
Relation de Konic & HUYGENS

L’écart-type o(X) est la racine carrée de la variance :
o(X) =/ V(X).
DEMONSTRATION:

On pose p = BE(X), et on a [X — u)? = X2 — 2uX + u?. D'ou, par linéarité de I’espérance,
E((X — p)?) = B(X? — 2uX + p?)
B(X2) — 2uB(X) + 4
E(X?) —2p® + 4°
2
B(X?) - (B(X))".
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De plus, d’aprés le lemme précédent, si X2 est d’espérance finie, alors X est d’espérance finie.

REMARQUE 26: 1. La variance mesure la dispersion, ou 1’étalement des valeurs a; autour

2.

3.

de ’espérance E(X). En particulier, s'il existe a € R tel que P(X = a) = 1, alors
E(X) = a et V(X) = 0. (C’est méme une équivalence.)

Si la variable X a une unité (km/s, V/m, etc.), alors I’écart type a la méme unité (d’ott
l’intérét de calculer la racine carrée de la variance).

Soient o et B deux réels. Si X2 est d’espérance finie, alors
V(aX + B) = a2 - V(X).

(Une translation ne change pas la dispersion des valeurs, et multiplier par un réel
multiplie ’espérance, mais aussi la dispersion, d’ou le carré.)

EXERCICE 27:
Montrer que

1.
2.

3.

—

si X ~ B(n,p), alors X? est d’espérance finie et V(X) =n-p-q.

si T ~ G(p), alors T? est d’espérance finie et V(T) = p%.

si X ~ P()), alors X2 est d’espérance finie et V(X) = .

Si X ~ B(n,p), alors X(Q) = [0,n] et, pour k € X(Q), P(X = k) = (})p¥¢q""*. Ona
déja montré que E(X) = n - p. On va montrer que V(X) = npgq. La variable aléatoire
X? est d’espérance finie car X(Q) est fini. Et,

E(X?) = Z k2 P(X = k)
k=0

n
n _
_ Z k2( >pkqn k
p
k=0
En effet, d’aprés la “petite formule,” on a

(k—1)(R21)=(n-1)

dot, (0 s

). Ainsi,
n — 2)

Vk>2, k(k— 1)(2) = n(n+ 1)(1C .

. 8i T ~ G(p), alors T(Q) = IN* et Vk € T(Q), P(T = k) = p x ¢*~1. On a déja

prouvé que E(T) = %. On veut montrer que V(T') = piz. Montrons que la variable 72
posséde une espérance : la série Z k2 P(T = k) converge absolument car k2 P(T =
k) =k2.p.gk—1. Or, pour k > 2, %mk = k(k — 1) z*—2. Et, on peut dériver terme &
terme une série entiére sans changer son rayon de convergence, et la série Z z* a pour
rayon de convergence 1. D’ou, Z k(k — 1):0’“‘2 a pour rayon de convergence 1. Or,
g €]0,1[ C | — 1,1[ donc la série E k(k —1)g*—2 converge. De plus, Z k(k—1)gk—2 =
Z k2 gk—2— E kg*—2. D'ou, Z k2gk—2 = Z k(k—1)gk2+ E kg*—2, qui converge.
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Par suite,

o0 oo
DR P(T=k) =) K pg?
k=1 k=1
oo
=p+pay k"2
k=2

o0 o0
:p+quk(k —1)gk2 +pquk’l
k=2 k=2

2 1
=p+pq +p ( = 1) c.f. en effet apres
(1-9)® (1—g)?

Il
3
+
]
Q
o
+
bl
—
o
|
o
~—

2g+(1—-9q)
p2
g+1
p>

En effet, Vz € | — 1,1], Z:io zF = 1 Do, pour z €] — 1,1],

-z~
oo

o) - 0 B B
;kwk 1:(1_2)2 et Zk(k—l)mk zzm.

E=2

Ainsi, B(T?) = L. D'od

3. A tenter

7 LES INEGALITES DE MARKOV ET DE BIENAYME—T'CHEBYCHEV,
INEGALITES DE CONCENTRATION

LEMME 28 (Markov):

Soit (£2,.A, P) un espace probabilisé, et soit X une variable aléatoire positive. Si X est d’es-
pérance finie, alors

E(X)

a

Va >0, P(X >a)<

DEMONSTRATION:
On suppose X d’espérance finie. Ainsi, on a

E(X) = Z z P(X = z).

z€EX(Q)

10
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Soit I I’ensemble I = {z € X(2) | z > a}. Alors,

E(X):ZmP(X:m)—i— Z ¢ P(X =z).

z€l z€X(Q)\I

ici z>a >0 par hypothése

D’ou,

B(X) 2Z:cP(X::c) 2ZaP(X:w):aZP(X::c) >a P(z > a).

zel z€el el

PROPOSITION 29 (BIENAYME-TCHEBYCHEV):
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé, et soit X une vard. Si X 2 est d’espérance finie, alors
V(X
va>0,  P(|X-B(X)|>a) g#.
a
DEMONSTRATION:
On pose p = E(X). L’événement (|X — u| > a) = ((X — p)? > a?), d’on, les probabilités

P(|X —p|>a) = P((X —p)’ > a® >0).
>0

On valide donc une des hypothéses de l'inégalité de MARKOV. De plus, l'autre hypotheése est
vérifiée : X2 est d’espérance finie, donc (X — u)? aussi. On en déduit, d’aprés le lemme de
MARKOV, que
E((X —p)?) _ V(X)
2 2 _
P((X —u)? >a°) < p =—3

8 SERIE GENERATRICE

DEFINITION 30:
Soit X une vad telle que X(Q) C IN. La série génératrice de X est la série entiére E anz™
de coeflicients an, = P(X = n).

P oo ~
La série Z an converge car sa somme vaut En:O an = 1. D’o1,
— le rayon de convergence R de la série est supérieur ou égal a 1.

— la série génératrice converge normalement sur [—1,1], car la série ) | |an| converge, or,
Vo € [—1,1], |pnt™| < |pn|, d’oti la convergence normale. D’oti la fonction génératrice

oo
Gx:t— antn
n=0

est définie et méme continue sur [—1, 1], car la convergence est uniforme.

— la fonction génératrice Gx est de classe C*® sur | — 1,1] et

Gx®)(0
VkEN, P(X=k)= anXT().
La fonction génératrice de X permet donc de retrouver la loi de probabilité de X.

Cette série génératrice permet de calculer I’espérance et la variance de X. Si R > 1, alors
1€]— R,R[,dou

G (1) :Znan et (1) :Zn(n—l)an,
n=1 n=2

car on peut dériver terme & terme sans changer de convergence. On en déduit que X2 est
d’espérance finie et que

B(X)=Gx(1) et  V(X)=G%(1)+G%(1) - [Gx(1)]>.

11



Le programme
dit que l'on
doit étre ca-
pable de le
retrouver
rapidement.
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Egalement, méme si inintéressant du point de vue théorique, ceci peut étre utile pour vérifier
les résultats en exercice

Gx(l) = ian :iP(X :n) =1,
n=0 n=0

PropoOsITION 31:
Soit X une vard telle que X(Q) C IN, et soit Gx sa fonction génératrice.

1. X est d’espérance finie si, et seulement si la fonction Gx est dérivable en 1. Dans ce
cas,

E(X) = G (1).

2. X? est d’espérance finie si, et seulement si la fonction Gx est deux fois dérivable en 1.
Dans ce cas,

V(X) = G (1) + G (1) — [C% )]

(o]

DEMONSTRATION:

On remarque que G%(1) = >.°° n(n—1)an = B(X(X — 1)) = E(X?2) — E(X). Ainsi,

V(X) = E[(x - E(X))"‘]

= B(X?) - (B(X))®

= B(X?) - B(X) + B(X) — (B(X))?
= G (1) + G (1) — (G (1))?

Mais, la fonction G x est elle,
— dérivable en 17?7 Oui, si la variable X est d’espérance finie.
— dérivable deux fois en 1? Oui, si la variable X2 est d’espérance finie.

EXERCICE 32:
Soient p € ]0,1[, et A > 0. On pose ¢ = 1 — p. Soit X une variable aléatoire. Montrer que

1. si X ~ B(n,p), alors VieR, Gx(t)=(pt+q)";
q 11 t .

2. siT ~ G(p), alors VtE}*E,E[ Gr(t) = 1574,:,

3. si X ~ P(}), alors Vi€ R, Gx(t)=e - e’

En déduire ’espérance et la variance de chacune de ces vard.

1. La série génératrice est Z P(X = k)t*, et la fonction génératrice est Zkex(n) P(X =

k) t*. Comme X ~ B(n,p), on a X(Q) = [0,n], et Vk € X(Q), P(X = k) = (})pFq*.
La série ne peut pas diverger, car il y a un nombre fini de termes. D’o11,

n

Vt €] — o0, +oo, Gx(t)= z (:)qnfk e
k=0
=(pt+q)"

La fonction G x est dérivable en 1, donc la variable aléatoire X est d’espérance finie,
et B(X) = G4 (1). Or, Vt € R, G4 (t) = np(pt+ )"~ '. Dou, B(X) = G4 (1) = np.
Mieux : Gx est deux fois dérivable en 1. Ainsi, X2 est d’espérance finie, et
V(X) = G (1) + G (1) — [G5(1)]
=n-(n—1)-p>+n-p—(n-p)’
=n-p—n-p’=n-p-(1-p)
=n-p-q

12
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. SiT ~ G(p), alors T(Q2) = IN*, et Vk € T(Q), P(T = k) = px ¢® 1. La série génératrice
de la variable T" est

SIP(T =k}t =3 pqh=ttk =pt (qt)*71,

c’est une série géométrique de raison gt. Elle converge si, et seulement si |g¢| < 1. D’o1,
le rayon de convergence de la série génératrice vaut R = %. Et,

oo

vt € }—5 é { Gr(t) =pt ) (gt

Gx est dérivable en 1, d’ou, la variable aléatoire T' est d’espérance finie, et E(T') =
GL(1).
(I1-gt)—pt(=q)  »

(1—qt)? S (1—qt)?

Vte}—a,a[, Gh(t) =2

D’ou, E(t) = ﬁ = %

13
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