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PREMIERE PARTIE

COURS

On rappelle qu’il existe des séries numériques E Up, des séries de fonctions Z frn (& ne
pas confondre avec la série numérique an(a:)) Dans ce chapitre, on s’intéresse a un cas
particulier de séries de fonctions, celles de la forme Z anz™ (qui est un abus de langage, il ne
s’'agit pas d’une série numérique malgré son apparence). Ainsi, la somme des termes de cette
série est de la forme

(o]
Zanazn = agz® + a1z + asz? + azz® +asz? + - .

k=0

Si, a partir d’un certain rang, la suite (an)nen est nulle, alors il s’agit d’un polynéme. Une

série entiére est une généralisation des polynémes. Toute troncature de la somme des termes
d’une série entiére est un développement limité.

DEFINITION 1:
Une série de fonctions Z fn est appelée série entiére s'il existe une suite de réels (an)nen
tels que

Vn €N, Ve € R, fn(z)=anz™.

[ SOMME | RAYON DE CONVERGENCE
1 (o)
_ k
1-z Z:c !
. ook::O
_ _1)k gF 1
T ;( )e
o=
_ _2\k
1422 Z( z%) !
k;o .
1n(1+$):Z(fl)k% 1
k=1
°° 2k41
z
Arctanz = Z(—l)’C 1
2k +1
k=0 u
e® = Z = oo
k=0
X 2k
z
chz = Z (k) [e'S)
k=0
o 2k41
z
Shm_Z(2k+1)l [eS)
k=0
(o]
_ _\k T
cos:c_Z( ) 20! oo
k=0
o g2k+1
sine = (=1 00
(2k + 1)!
k=0
< k
(1+z)* =1+ (a(a—1)(a—k+1))= 1
k!
k=1

TABLE 1 — Séries entiéres usuelles
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EXERCICE 2:
On admet les formules de la table précédente. On applique la formule de la derniére ligne
dans le cas & = —1/2 :

1
vme}fl)l[y 1
— T
=1 ala—1)---(a—(n—1
S lta(—z)+ ala )(7:0)2+ ( Jeool ( ))(7$)n+
2! n!
®© 1 1
1 Loy (lyon—1
:1+7z(2 ) (5 ) n
2 n!
n=1
1en3 (2n — 1)
B 1 x-ox(2n—1) ,
_1+2Z o xnl
n=1
lea 1x2x3 on —1) x 2
:1_1_72 X2X3x--xX(2n—1)x2n n
2 M xnlx2x4x---X(2n—2) X 2n
n=1
1 — (2n)!
)
=14 - N Gl AN
+2Zn!><2n><2"(n!)m
n=1
1 o= 2n, 2"
n\
=132 . (F
n=1

1 RAYON DE CONVERGENCE

LEMME 3 (d’ABEL):

Soit un réel zg > 0. Si la suite (an:cg)nem est bornée, alors la série Z anz™ converge abso-
lument pour tout réel z € | — zo, zo.

DEMONSTRATION:

On veut montrer que si la suite (anzf)nen est bornée, alors, pour z € | — zo, zo[, la série
numérique Zanz” converge absolument. On suppose la suite (a»2])ncn bornée. Ainsi, il
existe M € RT tel que pour tout n € IN, lanzd| < M. Ce lemme est vrai si z0 = 0; on
suppose a présent zg # 0. Alors,

T z |
lanz™| = |anzf — | < M X | —
zg z0
Av: g i T n N T N [ Ayt
Or, la série Z M = = M E 25| convergesi o= < 1. Donc, si E‘ < 1, alors la série
> |anz™| converge.
. o ? ? . .
divergence grossiére |  convergence absolue | divergence grossiére
[ | z
—-R R

FIGURE 1 — Rayon de convergence — convergence absolue et divergence grossiére

PROPOSITION — DEFINITION 4:
Soit ) anz™ une série entiére. Il existe un unique R € Ry = Ry U {+0co} tel que

— si |z| < R, alors la série Z anz™ converge absolument ;
— si |z| > R, alors la série Z anz™ diverge grossiérement ;
Le réel R est appelé rayon de convergence de la série entiére. Il vaut
R =sup{r € R" | (anr™) bornée }.

DEMONSTRATION:
Soit ¢ € R.
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1%R cas |z| < R. Soit zo = (|z| + R)/2 < R. Alors, la suite (anzF)nen est bornée. D’ou,
d’aprés le lemme d’ABEL, la série numérique Z anz™ converge absolument.

2Y2 cas |z| > R. Alors, la suite (anz™)nen n’est plus bornée. D’otl la suite (anz™)nen n'est
pas convergente, et ne tend pas vers 0. On en déduit que la série numérique Z anz™
diverge grossiérement.

REMARQUE b5:
On a
R=sup{7 € R" | (anr™)nen bornée } par définition
=sup{r € RT | > anr™ converge } par le théoréme 4
=sup{r € RT |} [anr™| converge} par le théoréme 4
=sup{7 € R | (anr™)nen tend vers 0}

EXEMPLE 6 (R = +00):

n
On considére la série Z % Calculons son rayon de convergence. Soit u, =

i‘.sm:o,

n!

la série E uy, converge vers 1. On suppose z # 0. On calcule

Untl |z|

Un n+1l nooo
D’ou, d’apres le critére de D’ ALEMBERT, la série Z un converge. On en déduit que, pour tout
z € R, la série E anz™ converge, t.e. son rayon de convergence vaut R — +oo.
ExeEMPLE 7 (R = 0):
On considére la série Z n™z™. Calculons son rayon de convergence. Si z = 0, la série converge
vers 1. On suppose maintenant z # 0. Alors, a partir d’un certain rang, |[nz| > 7. Or, la somme
Z 7™ diverge grossiérement. D’ou, la série Z |nz|™ diverge aussi. Comme la série E(nm)”
ne converge pas absolument, on en déduit que la série Z n™z™ ne converge absolument que
si z = 0. On en déduit que R = 0.
EXEMPLE 8 (R € ]0,+oo[, et diverge aux deux bords):
On considére la série Z z™. Calculons son rayon de convergence. Il s’agit d’une série géomé-
trique, mais il s’agit aussi d’une série entiére, o ¥n € IN, a,, = 1. Or, on sait que

zn: o { 1’12:1:1 siz #1 qui converge si et seulement si |z| < 1
Pt n+1 siz =1 quidiverge.

Dong, la série Z z™ converge si et seulement si |z| < 1. On en déduit que R = 1.

EXEMPLE 9 (R € |0, +oo, et diverge d’un bord, converge de I’autre):

On considére la série Z % Siz = 1, alors la série E % diverge par critére de RIEMANN. Si
z # —1, alors la série Z % converge d’aprés le théoréme des séries alternées car (%); €N
tend vers 0 en décroissant. Cette situation dissymétrique nous montre que R = 1.

EXEMPLE 10 (R € ]0, 400, et converge aux deux bords):

On considére la série E “T’TZ Calculons son rayon de convergence.

— Siz =1, la série Z % converge par critére de RIEMANN. D’ou R > 1.
— Si |z| > 1, alors

‘ 2l 5
(n+1)2

. n+1 n— oo

n

D’ou, d’aprés le critére de D’ ALEMBERT, la série Z # diverge. D’ou R < 1.
On en déduit que R = 1.

n

Autre méthode :
— Si |z| > 1, alors :"L—z ——— +oo par croissances comparées. D’oil R < 1.
n— oo

z|™

— Si|z| <1, alors =5 —— 0. D’ou R > 1.
"% n—ooo
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PROPOSITION 11:
Soient R, et Rp les rayons de convergence des séries entiéres Z anz™ et Z bnpz™ respective-
ment.

1. Si, a partir d'un certain rang, |an| < |bn|, alors Ry > Rp.

2. Sian = Opnsoo(bn), alors Ry > Ry.

3. Siap~n—oo bn, alors Ry = Rp.

DEMONSTRATION: 1. Ainsi, a partir d’'un certain rang, |anz™| < |bpz™|. D'ou, si la sé-
rie Z |bnz™| converge, alors la série Z |anz™| converge. On a donc Ry < Ra.

2. Ainsi, an = bp X up Ol (Un)necnN est une suite bornée. Il existe donc M € RT tel
que |un| < M. Dol |an| = |bn| X |un| < M |bn|. Donc, R > R' ot R’ est le rayon de
convergence de la série Z Mbpz™ = M E bpz™. On en déduit que Rq > Rp.

3. Ainsi, an = O(bn) et bp = O(an), d’oit d’aprés le cas précédent, Rqa > Rp, et Rp > Rq.
On en déduit que Ry = Rp.

EXERCICE 12: 1. On considére la série entiére Z €z Or, pour tout n € IN, 0 < e~ ! <
an = €™ < el car —1 < cosn < 1 et exp est croissante. D’une part, |an| < |e!|, d’ou
R, est supérieur ou égal au rayon de convergence de la série Z elz" =e z z™. D’ou
R, > 1. D’autre part, R, < 1 de méme. On en déduit que R, = 1.

n!

2. On considére la série entiére E e mz , de terme général un,.
(a) METHODE 1 (D’ALEMBERT).
|tn1] n+1 1
= || x =|z|.
|un| 4,/(2n+2)2n +1) nooo 8

Alors, la série ) un diverge si |z|/8 > 1; et, la série )  un converge si |z| < I,
par le critére de D’ ALEMBERT. On en déduit que R = 8.

(b) METHODE 2 (STIRLING)... & tenter

2 CONVERGENCE NORMALE ET CONTINUITE

convergence absolue & continuité
? ?

divergence grossiére | [ 1 |' divergence grossiére
__________________ 9

[ L ] | z
R

convergence normale

FIGURE 2 — Convergence normale d’une série entiére

THEOREME 13: 1. La série entiére ) . anz™ converge normalement (donc uniformément)
sur tout segment inclus dans | — R, R[. Mais, la convergence normale étant une propriété
globale, on ne peut pas « faire sauter la barriére. »

[e<] . .
2. La somme z — En70 anz™ est une fonction continue sur | — R, R|.

THEOREME 14 (ABEL radial):
Si la série numeérique Z an R™ converge, alors

[ee) (oo}
E anz” —— anR™
z— R
n=0 n=0

3 INTEGRER

THEOREME 15:
Soit R le rayon de convergence d’une série entiére.

1. Le rayon de convergence de la série entiére E :—La:"*'l est aussi égal a R.



« Mieux vaut
intégrer le plus
tot possible
pour détermi-
ner le rayon de
convergence »
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2. - I
an 41 ( n)
a3 = ant™ ) dt.
> e (e
n=0 n=0

« On peut intégrer terme a terme sans changer son rayon de convergence. »

EXEMPLE 16:

EXERCICE 17:

4 DERIVER

THEOREME 18:
Avec les notations précédentes,

1. le rayon de convergence de la série entiére Z na,z™ ! est aussi égal & R,
2. pour z € | — R, R|,

(oo} d [e o)

E napz" "t = — E B
dz

n=1 n=0

3. la somme

(n) 0
est de classe C*°, et Vn € N, an = fT,()
« On peut dériver terme a terme sans changer son rayon de convergence. »

EXERCICE 19:
9 i o 9 n45 n
On considére la série entiére Z [ CrS LA Calculons son rayon de convergence.

IDEE : On intégre terme a terme la série entiére Em", et on obtient la série entiére

n+1 L. . L. n+2
";LJrl . On ré-intégre la série : E (nfl)w

. s n+5 s S : P ss
rie entiére Z m, que l'on peut dériver terme a terme pour obtenir la série entiére
n+5 (n+5) n

+4 s visell 4 s 2 o
E (n+1)(n+2)a:" . On d1v1se par z* pour trouver la série demandée : E mFD I
Cette méthode fonctionne car on peut intégrer/dériver sans changer son rayon de convergence.

Le rayon de convergence de la série Z z™ est R = 1, donc le rayon de convergence de la série
n+5 _
z mm" est R=1.

On multiplie par z2, et on obtient la sé-

REDACTION : On a Vz € | —1,1], Z;.o:o @° = ﬁ, d’ott en intégrant, Vz € ]—1,1],
n+41 @ o . 2
E:;O “;LT e fo ﬁ dt = — In(1 — z). D’o1, en intégrant,

i ant+2 z
V. - 1,1], —_——— = — 1 xIn(1—1¢)dt
z€]-L1] Z(n+1)(n+2) /0 xn(1—1)
n=0

ot
= —[tln(1l —1¢)| — — dt
[tin(1 =) /0 1—t

:cln(l:c)/(;m [,14_%] dt

—zln(l—z)— [—z —In(1 — z)]
=(1—2z)In(l—=z)+=.

1. On suppose dans ce cas ¢ # 0, et on s’occupera du cas ¢ = 0 a part.
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De méme pour les autres étapes du raisonnement.

AUTRE METHODE : 0N @ (7rf5iayay ~Vn—oo 5 40U, les séries entieres ) (n48) __;n ot

T+ T
n .
’37 ont le méme rayon de convergence, qui vaut R = 1.

EXEMPLE 20 (séries entiéres & équations différentielles): 1. On pose

exp: R — R

(o)
m‘n

z+—e® = —.
nl

n=0

En dérivant terme & terme, et on retrouve bien ¢ — exp(z), et son rayon de convergence
est le méme. On a donc montré que exp est une solution de y’ = y. De plus, la fonction
z — K e® est aussi une solution de cette équation différentielle. Montrons, avec la
méthode de la variation de la constante, que ces fonctions sont les seules solutions de
y' = y. On pose y(z) = k(z)e*, et on a

¥'(z) = y(z) < K'(z)e” + klaye™ = kl2)e™
< k'(z)e® =0
— k'(z)=0
< 3K € R, k(z) = K.
D’ou, la solution générale de I'équation y' = y est : Vz € R, y(z) = Ke®.
2. Soit a € R. On considére la série entiére Z anz™ ou
a(le—1)---(a—n+1)

ap=1 et an= o sin > 0.

Soit (un)nen défini comme un = |anz™|, et on calcule, si a ¢ IN,

Unt1  |@n4a zntl
W, N an e
o 5% a(e—1)---(a—n+1) (e —n) y n!
ala—1)---(a—n+1) (n+1)!
la — 7|
= 2| ——— [2]
n+1

D’aprés le critére de D’ALEMBERT, si |z| > 1, alors la série diverge, et si |z| < 1,

alors la série converge. On en déduit que R = 1. Soit, pour tout z € | — 1,1[, f(z) =
14 Z;:O:l anz™. On peut dériver terme a terme sans changer le rayon de convergence.
D’ou
o= } _ 1’1[7 f’(:c) — Znan$n71 — Z Ol(a— )(0(—77.‘1‘ )znfl.
(n—1)!
n=1 n=1
Montrons que f est solution de ’équation ay — (1 +z)y’ =0 :
[ee] [ee)
af(z) = (L+z) f'(z) = oc(l - Zanmn) —(1+2z) Znan:ﬂ“l
n=1 n=1
() (e}
=a+ Z z™(aan — nan) — Z nanz™
n=1 n=1
()
=a+ Z (:c"an(oc —n)— nanwnfl)
n=1

2. Il s’agit de la série entiére convergent vers In(1 — z).
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En effet, (n + 1)ant1 = (o — n)an, par construction de la suite (an)nen, et

N
a+ Z (:c"(n + 1)ant1 — :c"Jrlnan) —a—oa+ :cN(N + Lan+1 m 0.

n=1
D’ot, f est solution de I’équation différentielle ay — (1 + z)y’ = 0. Or, z — K (1 +z)*
est une solution de cette équation différentielle. On fait varier la constante : on pose,
pour z € | — 1,1], y(z) = k(z) (1 + z)*
ay(z) — (1 +2) y'(z) — ak(z) (1 +2)*
— (14 2)(K(2)(1+2)* + o k(2)(1 +2)*"}) =0

—=Vzec]-1,1, (L+z)* k' (z) =0

= VvVzec]-1,1Lk'(z)=0

— JK €R, k(z) =K

— 3K eR,Vze]-1,1], f(z) = K(1 + z)*

Or, f(0) =1 et donc K = 1.

5 (NE PAS) BTRE DEVELOPPABLE EN SERIE ENTIERE

DEFINITION 21:
Soit » € Ry U {+00}. On dit qu’une fonction f est développable en série entiére sur | — 7, 7|
s’il existe une série entiére Z anz™ qui a un rayon de convergence R > r telle que

Ve e]—rr[, f(z)= Zan:c".

n=0

EXEMPLE 22:

1%}
REMARQUE 23:
%)
EXERCICE 24:
— R
Soit f : s e~ 1/2° siz#0
0 siz=20

1. Montrons que, pour n € IN, f est C™ sur R*, et il existe un polynéme P, tel que
Ve #0, f(M)(z) = Pa(z) 4y e/

— Pour n = 0, alors f(O(z) = e l/e% = mslxo x e~1/2% d'ont P(X)=1.

— On suppose f(M(z) = %(:)e_l/“’% Dot (™) est de classe C! et

d

dz

d

= E[Pn(m)z_sne_l/“’z}
d

2
= — [Pn(:v):c_an] + Pp(z)z ™3™ x 2 em1/e?
dz z3

= (P.,/L(il:)il:_sn — 3nPp(z)z 3" 4 2Pn($):v_3"_3)e_1/’32

(@) = —f"(z)

23Py(¢) — 3n2®Pu(z) +2Pn(2) _; 02
33n+3 ©

P,
’ﬂ+1($) e—l/z2
23(n+1)
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2. Par récurrence :
— £(©)(0) = f(0) = 0 par définition, et f(z) = e l/e' 0= £(0), donc f est
0
— On suppose f C™ sur R et f(")(O) = 0. On sait que, f(") est continue sur R par
hypothése, (™) est dérivable sur R* car f est C> d’aprés la question 1. Et,

2 ) (g) = D ()

dz
. P’n«+1($)e—1/22
= T g3nts

—— 0 par croissances comparées.
z—0

3. f est C*° mais pas développable en série entiére. Par l'absurde, si f est développable
(n)
en série entiére, alors f(z) = E:;O anz™ et an = fT!(O) =0, d’ou Ve, f(z) =0, ce
qui est absurde.
RAPPEL (Théoréme de la limite de la dérivée):
Si f est continue sur [a,b], dérivable sur ]a, b[ et
1. lim,_, .+ f'(z) = £ € R, alors f est dérivable en a et f'(a) = £.
2. lim,_,,+ f'(z) = +oo, alors f n’est pas dérivable en a, et la courbe posséde une tan-
gente verticale.
3. lim__, + f'(¢) n'existe pas, alors on ne peut pas conclure.
PROPOSITION 25:
Une fonction f est développable en série entiére sur | — 7, 7| si, et seulement si
1. fest C® sur]—r,r|
(n)
2. Vz €] —r,7[, Rv(z) —— 0ot Ry(z) = f(z) - Yon_ Lo@am.

[]
N—oo e

En effet, on a

= 7o)
fle) =) 7" + Bn(a),

n=0
ainsi E 0)/n! e f(z) < Ry(z) o 0.

RAPPEL (Formules de TAYLOR):
Formule de TAYLOR-YOUNG : si f est de classe C™, alors

f=) = f(0) + (1)
= £(0) +z f'(0) + o(z)
2

5 110 +o(?)

= f(0) +z f'(0) +
2

+ 2 £70) 4+ 25 F(0) + oo™

= f(0)+2 F(O) + 2

Formule de TAYLOR avec reste intégralF’]: si f est de classe C™t1, alors

f(z) = f(0)+/ fi(t) at
0
=f(0)+1‘f'(0)+/ (z—¢) f(¢) dt
(0)+wf(0)+ / (“’_t FU(t) dt

= 5(0) +2 £(0) + -+ 2 7o) / D" sy ae

3. aussi appelé formule de TAYLOR-LAPLACE
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2n

EXERCICE 26: 1. Montrons que, pour z € R, cosz — Zzo:o(fl)”%. Pour n € NN,
Rn(z) = Oz % cos(®t1)(t) dt car cos est C™T!. Soit z € R. Montrons que
Rp(z) —— 0.

n— oo

“a—t)
0 < |Rn(z)| = / ——— cos(™T (1) dt‘
0 n:
4
/o
k4
,t'"-
< / le—t" || dt‘
0 n:

car |cos(™t1)(¢)| < 1, ¥t € [0,z]. Do,

(z—t)"

N

cos( (1) ‘ dt‘

& " ‘$|n+l
0 < |Rn(z)| < ‘ 2 dt‘ _ o,
a n! n! n—oo
car on sait que la série Z “;—7: converge, donc le terme général tend donc vers 0. Donc

cos est développable en série entiére sur R.

2. De méme pour sin.

6 PropuliT DE CAUCHY ET SOMME DE DEUX SERIES ENTIERES

RAPPEL (produit de CAUCHY):

On rappelle le produit de deux polyndmes : on pose A = Zdeg A

n=0

deg B

p=0 bp X,

anX™ et B = Z
le produit de ces deux polyndémes est donc

deg A deg B
AxB= ( > a,an)( > bPXP)
n=0 p=0
deg A+deg B
= Z cka ou ¢ = Z anbp.
k=0 n+p=*k

On définit alors le produit de CAUCHY de deux séries : si E un et E vy, convergent absolu-
ment, alors E wn, converge absolument, en posant wy = Z Unvp. De plus,

D= (o) ()

PROPOSITION 27: 1. Soit ¢n = an + bp. Le rayon de convergence de la série E cna™ vaut
R: = min(Rq, Rp) (ou plus sur Ry = Rp) et

oo oo oo
Yz € | — Rc, Rc|, Z CB” = Zanm” + anm".
n=0 n=0 n=0

2. Si Z anz™ et Z bnz™ ont respectivement pour rayons de convergence R, et Rp, alors

Z cnz™ a pour rayon de convergence R. > min(Rg, Rp), oll ¢ = En+p:k an + by, et
(o) (o) (e}
Vz € | — Rc, Rc|, (Z anm") (Z bpa:p> = Z crzk
n=0 p=0 k=0

10
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EXEMPLE 28: 1. La série z:c" a pour rayon de convergence 1, et la série entiére 1 — z
a pour rayon de convergence +oo. Et, Ve € | —1,1,], E:’:o " = liz. Le produit

de CAUCHY des deux séries entiéres E:c” = Eakmk etl—z = Z byz! est la série

Ecnz", ol
@Cp = E apby

k4+Ll=n

n

Z an_gby

£=0

Do, cg =1,c1 =1—1=0¢et Vn > 2, ¢, = 0. Donc Ecn:c” =1, qui a pour rayon
de convergence +oo # min(Ra, Rp). On retrouve ce résultat car

1
P — X(l—m):l.
1—=z
——

oo Zzn
n=0

2. (tarte a la créme) La série entiére E Hn:c",El est le produit de CAUCHY des deux séries
entiéres E 2 ot Z z™. En effet,
n

k i 1
z
=gt = —z™ = Hpz™.
k k
k+4+L=n k=1

Or, Rc > min(Rq, Rp) = min(1,1) = 1. D’ou,

cnz” =

Ve €]-1,1], (Z mn—n) (Z:cn> = Zancn
n=1 n=0 n=1

et donc

1l—z

o0
1
—In(1 —=z) x = Z Hpz™.
n=1

EXERCICE 29 (tarte a la créme):
Soient z,y € R. Montrer que e® -e¥ = e®1¥. On sait que e® = E

2 ﬂ On veut montrer que
2 n=0 n!

oo z" o] z™\ oo (z+y) ot
(ano ?) ( Zn:() W) = E:n,:O ~— - Lerayon dfa convergence dcf l.a série exp est +oo, le
rayon de convergence du produit de CAUCHY de deux séries exp est supérieur & min(+oo, +00),

z.e. il faut +o00. Le produit de CAUCHY de ces deux séries est la série Zwk avec

k
B B z" yp B z" ykf'n
e X e 3 BBy A
n+p=k n+p=~k n=0

1 . k!

N : 2n n—=k
k!zn!(n—k)! Y

n=0

1 k

= g(a: +y)

7 SERIES ENTIERES COMPLEXES

EXERCICE 30:
Montrer que, pour tout 8 € R, ]
e = cos@ 4 isiné.

4. ouHy=1421+... 4

S|=

11
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On aVz € C, e# = Zoo =" En particulier, si z = 26, on a

n=0 n!
=) oo oo
0 _ ()™ 1\ 9>" . 1\2nt1 gzt ..
= py =2 (-1 (w“Z( D™ e cosf Fisind.
n=0 n=0 n=0
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DEUXIEME PARTIE

T.D.

EXERCICE 1

On considére la série entiére Ztan ("—7”) z™. La fonction tan est mw-périodique, d’ou la

suite (an)nen = (tan 5F) o
M € RT tel que, pour n € N, |an| < M. Or, le rayon de convergence de la série entiére
E Mz™ =M E z™ vaut 1. D’o1, le rayon R de convergence est R > 1. De plus, ap, —~— 0,

la série Z an diverge grossiérement, donc R < 1. On en déduit que ree

est 7-périodique. D’o1, la suite (an)nen est bornée; il existe

EXERCICE 6

Trouver les solutions développables en séries entiéres de 1’équation différentielle (E) :

(B): 4ey'(s)+2¢/(2)—1y(z) = 0.

Cette équation est homogéne. Comme les coefficients ne sont pas constants, on ne peut pas
utiliser la méthode de ’équation caractéristique.

Soit R le rayon de convergence d’une série entiére Eana:", et soit, pour z € | — R, R|,

[ee) Py A Py Y
flz) = ano anz™. On peut dériver terme a terme une série entiére sans changer son rayon
de convergence, d’ou

(o)
fl(z) = Z nanz™ L
Vz €] — R, R|, nd
f'(z) = Z n(n—1)apaz™"
n=2
f est une solution de (F)
(o] (e} (o)
= 4:1:271,(71, — 1)an:cn72 +2Znanm"71 — Zanm" =
n=2 n=1 n=0
(o) (e o] (o)
= 4271,(71, — 1)0.,-0:1:"71 +2Znan:c"71 — Zanmn =40
n=2 n=1 n=0
(e}
<= 2a; —agp + Z (471,(71, +1lapnt1+2n(n+1)ant1 — an):c” =@
n=1
2a; —ap =0
{Vn >1,(2n4+1)2n+2)ant1 —an =0
par unicité du développement en série entiére
<— VVneN, a, = a0 par récurrence
(2n)!

14
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Donc, f est une solution de (E) sur | — R, R| si, et seulement si

Vz €] R,R], f(z) = ao Z (;n)!.
n=0

On détermine maintenant R grace a la régle de D’ ALEMBERT.

— siz = 0, alors la série converge.

— siz # 0, soit alors up, = )(2"‘—:),’ ; d’ot,
2n)!
Un41 — ( 7’7.) % |Z‘
Un (2n + 2)!

||
= 0<1.
@2nt2)(2n 1) now °

D’ou, la série converge pour tout € | — 00, +00[. On en déduit donc que R = +o0.
On distingue deux cas, en fonction du signe de z.

1ER cas siz >0, alors ¢ = (\/5)2, d’ou

oo

_ i 2" _ o (va).

(2n)! (2n)!

n=0

28D cas siz <0, alors —z = («/—3:)2, d’ou

oo [ &) on
o an . VB
D Gy =2 [~ W =D B = e (vVB).
n=0 n=0 n=0
On conclut : f est une solution développable en série entiére sur | — 0o, +oo] si, et seulement

si:

3K € R, Vz €] — 00, 00|, f(w)={§z:s(g/fg) Zﬁig
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