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I Cours

Première partie

Cours

1 Qu’est-ce qu’un produit scalaire ?

Définition 1:
Soient E un R-espace vectoriel et ' : E�E ! R une application. On dit que ' est une forme

— bilinéaire si 8(~x; ~y; ~z) 2 E3, 8(�; �) 2 R2,

®
'(�~x+ �~y; ~z) = �'(~x; ~z) + �'(~y; ~z)

'(~x; �~y + �~z) = �'(~x; ~y) + �'(~x; ~z);

— symétrique si 8(~x; ~y) 2 E2, '(~x; ~y) = '(~y; ~x),
— définie si 8~x 2 E, '(~x; ~x) = 0 =) ~x = ~0,
— positive si 8~x 2 E, '(x; x) > 0.

Définition 2:
Soit E un R-espace vectoriel. Si ' : E2 ! R une forme bilinéaire symétrique définie positive,
alors

— on dit que ' est un produit scalaire. Le produit scalaire '(~x; ~y) de deux vecteurs ~x et
~y 2 E est aussi noté h~x j ~yi, h~x; ~yi, (~x j ~y) ou ~x � ~y.

— le carré scalaire '(~x; ~x) = h~x j ~xi étant positif, on appelle le réel

k~xk2 = k~xk =
»
h~x j ~xi

norme (associée à ce produit scalaire) du vecteur ~x.

En td, il est, en général, plus efficace de le montrer dans l’ordre suivant :

symétrie �! bilinéaire �! positive �! définie:

Exemple 3: 1. L’espace vectoriel Rn est un espace euclidien 1 avec le produit scalaire : si
~x = (x1; x2; : : : ; xn) et ~y = (y1; y2; : : : ; yn), alors

h~x j ~yi = x1y1 + x2y2 + � � �+ xnyn =

nX
i=1

xiyi:

2. L’espace vectoriel Mn(R) est un espace euclidien avec le produit scalaire : pour A =
(ai;j)(i;j)2J1;nK2 et B = (bi;j)(i;j)2J1;nK2 ,

hA j Bi =
X

i2J1;nK
j2J1;nK

ai;jbi;j = tr(A> �B):

En effet, soit C = A> �B, alors

(C)i;j =

nX
k=1

(A>)i;k � (B)k;j

=

nX
k=1

(A)k;i � (B)k;j

et donc

hA j Bi = tr(C) =

nX
i=1

(C)i;i =

nX
i=1

nX
k=1

(A)k;i � (B)k;i:

Montrons qu’il s’agit bien d’un produit scalaire.

1. i.e. un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire.
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1ère méthode Il s’agit de la même formule que pour l’espace vectoriel Rn.
2nde méthode symétrique hA j Bi = tr(AT � B) = tr

(
(A> � B)>) = tr(B> � A) =

hB j Ai.
bilinéaire Le produit matriciel est linéaire, et la trace est linéaire, d’où h � j � i

est bilinéaire.
positive hA j Ai =

P
p;q

(
(A)p;q

)2 > 0.

définie On suppose hA j Ai = 0, alors 8p; q, ((A)p;q)2 = 0, et donc 8p; q,
(A)p;q = 0, d’où A = 0Mn(R).

3. L’espace vectoriel C([a; b]) des fonctions continue sur un segment [a; b] est un espace
préhilbertien 2 avec le produit scalaire

hf j gi =
Z b

a

f(t) g(t) dt:

En effet,

symétrique 8f; g 2 C([a; b]), hf j gi =
R b
a
f(t) g(t) dt =

R b
a
g(t) f(t) dt = hf j gi.

bilinéaire 8(�; �) 2 R2, 8(f1; f2; g) 2 C([a; b])3,

h�1f1 + �2f2 j gi =
Z b

a

(
�1f1(t) + �2f2(t)

)
g(t) dt

= �1

Z b

a

f1(t) g(t) dt+ �2

Z b

a

f2(t) g(t) dt

= �1 hf1 j gi+ �2 hf2 j gi
Ainsi h � j � i est linéaire à gauche, donc par symétrie, ce produit scalaire est
bilinéaire.

positive 8f 2 C([a; b]),
R b
a
f2(t) dt > 0.

définie On suppose que hf j fi =
R b
a
f2(t) dt = 0, avec f 2 C([a; b]). Or, la fonc-

tion f2 : t 7! f2(t) ne change pas de signe et elle est continue. On en déduit
que f = 0C([a;b]).

Exercice 4:
Soit L2(I) l’ensemble des fonctions f continues par morceaux et de carré intégrable sur I, où
I est un intervalle, c’est à dire : l’intégrale

R
I
f2(t) dt converge. Montrer que

1. le produit de deux fonctions de carré intégrable est intégrable ;
2. l’ensemble L2(I) est un espace vectoriel ;
3. l’ensemble L2(I) \ C(I) des fonctions continues de carré intégrable sur I est aussi un

espace vectoriel ;
4. l’application hf j gi =

R
I
f(t) g(t) dt est défini pour tout couple (f; g) 2 L2(I)2, et que

c’est un produit scalaire sur L2(I) \ C(I) mais pas sur L2(I).

1. Soient f 2 L2(I) et g 2 L2(I), alors les intégrales
R
I
f2(t) dt et

R
I
g2(t) dt convergent.

Or,

8t 2 I;
(∣∣f(t)∣∣� ∣∣g(t)∣∣)2 = f2(t) + g2(t)� 2

∣∣f(t)� g(t)∣∣ > 0:

D’où, f2(t) + g2(t) > 2
∣∣f(t) � g(t)

∣∣ > 0. Or, les intégrales
R
I
f2(t) dt et

R
I
g2(t) dt

convergent. D’où l’intégrale
R
I

(
f2(t) + g2(t)

)
dt. On en déduit donc que l’intégraleR

I
f(t)� g(t) dt converge, i.e. f � g 2 L2(I).

2. Il “suffit” de montrer que L2(I) est un sous-espace vectoriel Cpm(I) des fonctions conti-
nues par morceaux sur I, i.e. la fonction nulle 0Cpm(I) 2 L2(I) et que L2(I) est stable
par combinaison linéaire. L’intégrale

R
I
02 dt converge, donc la fonction nulle est bien

de carré intégrable. Et, pour t 2 I, (�f(t)+�g(t)) = �2f2(t)+�2g(t)+ 2�� f(t) g(t) ;
or, f 2 L2(I), donc l’intégrale

R
I
f2(t) dt converge, et de même, l’intégrale

R
I
g2(t) dt

converge. De plus, d’après la question précédente, l’intégrale
R
I
f(t)�g(t) dt converge.

On en déduit que l’intégrale
R
I
(�f + �g)2 dt converge, i.e. �f + �g 2 L2(I).

2. i.e. un R-espace vectoriel de dimension potentiellement infinie muni d’un produit scalaire.
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3. L’intersection de deux sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel. Or, L2(I)
est un sev de Cpm(I), et C(I) est un sev de Cpm(I). D’où L2(I) \ C(I) est un sev de
Cpm(I). On en déduit que L2(I) \ C(I) est un espace vectoriel.

4. — Soit a 2 I. On pose la fonction continue par morceaux

' : I �! R

x 7�!
®
0 si x 6= a

1 si x = a:

On a bien ' 2 L2(I), et
R
I
'2(t) dt = 0 alors que ' 6= 0 car '(a) 6= 0. Ainsi,

l’application h � j � i n’est pas définie, ce n’est donc pas un produit scalaire.
— Par linéarité de l’intégrale, l’application h � j � i est bilinéaire. Par commutativité

de la multiplication de réels, elle est symétrique. Par croissance de l’intégrale,
elle est aussi positive. Finalement, si f 2 L2(I) \ C(I), et que

R
I
f2(t) dt = 0

alors f = 0 car f2 est continue et ne change pas de signe.

Remarque (“Secret”):
On dit que f 2 L1(I) si, et seulement si l’intégrale

R
I

∣∣f(t)∣∣ dt converge.
Exercice 5:
Soit n 2 N.

1. Montrer que les applications

'(P;Q) =

Z 1

�1
P (t)Q(t) dt et  (P;Q) =

nX
k=0

P (k)Q(k)

sont deux produits scalaires sur l’espace vectoriel Rn[X], et écrire la norme associé à
chaque produit scalaire.

2. Montrer que ' est encore un produit scalaire sur l’espace vectoriel R[X] mais que  
ne l’est plus.

1. On a E = Rn[X] � C([�1; 1]). Or, ' est déjà un produit scalaire donc c’est encore
un produit scalaire sur le sous-espace vectoriel Rn[X]. Sinon, on remontre les condi-
tions pour que ' soit un produit scalaire. On voit clairement que ' est bilinéaire (par
linéarité de l’intégrale), symétrique (par commutativité du produit), et positive (par
croissance de l’intégrale). Montrons que l’application ' est définie : si hP j P i = 0, alorsR 1
�1 P

2(t) dt = 0 ; ainsi, la fonction [�1; 1]! R; t 7! P (t) est nulle car P 2 est continue
et ne change pas de signe. On en déduit que le polynôme P a une infinité de racines,
c’est donc le polynôme nul.
On voit clairement que l’application  est bilinéaire (par linéarité de la somme),
symétrique (par commutativité du produit), positive (par croissance de la somme).
Montrons que la fonction  est définie : soit P 2 Rn[X] tel que  (P; P ) = 0, alorsPn

k=0
P 2(k) = 0, d’où 8k 2 J0; nK, P (k) = 0, le polynôme P a donc au moins n + 1

racines. Or, comme P pour degré au plus n, on en déduit que P est le polynôme nul.
La fonction  est donc un produit scalaire.
La norme associée au produit scalaire ' est

k � k' : P 7! kPk' =

ÃZ b

�1
P 2(t) dt:

Et, la norme associée au produit scalaire  est

k � k : P 7! kPk =

Õ
nX
k=0

P 2(k):

2. On a R[X] � C([�1; 1]), le produit scalaire ' en est toujours un sur l’espace vectoriel
R[X]. Mais,  n’est plus un produit scalaire sur R[X]. En effet, on considère le po-
lynôme P (X) = X � (X � 1) � � � (X � n) 6= 0 de Rn[X], et  (P; P ) =

Pn

k=0
P 2(k) =Pn

k=0
0 = 0.
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2 (In)égalités

Théorème 6 (Inégalité de Cauchy-Schwarz):
Soit h � j � i un produit scalaire sur un espace vectoriel E. Alors,

8(~x; ~y) 2 E2;
∣∣ h~x j ~yi ∣∣ 6 k~xk � k~yk:

Et, il y a égalité si et seulement si les vecteurs ~x et ~y sont colinéaires.

L’inégalité ci-dessous est toujours vrai si l’on n’a pas un produit scalaire mais une applica-
tion bilinéaire, symétrique et positive (i.e. on n’utilise pas le caractère défini de l’application).
Mais, le cas de l’égalité n’est pas toujours vrai si l’application n’est pas définie.

Démonstration:
On suppose ~y 6= ~0. En effet, si ~x = ~0, l’inégalité est clairement vérifiée. Posons la fonction f
définie comme

f : R �! R

� 7�! h~x+ �~y j ~x+ �~yi
Par bilinéarité, on a

8� 2 R; f(�) = �2 h~y j ~yi+ �
( h~x j ~yi+ h~y j ~xi )+ h~x j ~xi :

Et, par symétrie, on en déduit que

8� 2 R; f(�) = �2 h~y j ~yi+ 2� h~x j ~yi+ h~x j ~xi ;
qui est un polynôme de degré 2 (car hy j yi 6= 0) Or, pour � 2 R, on a f(�) > 0 par positivité
du produit scalaire. Donc le discriminant du polynôme f(�) en � est négatif ou nul (pour ne
pas que f(�) ne change de signe). Or, le discriminant � est

� =
(
2 h~x j ~yi )2 � 4 � k~xk2 � k~yk2 6 0:

“ (= ” Si ~x et ~y sont colinéaires, alors il existe � 2 R tel que ~y = �~x ou ~x = �~y. Quite à utiliser
le caractère symétrique du produit scalaire, on suppose, sans perdre de généralités, que
~x = �~y. On a donc h~x j ~yi = h~x j �~yi = ��k~xk2. Et, k~xk�k~yk = k~xk�k�~xk = kxk�jyj�k~xk,
d’où l’égalité.

“ =) ” On suppose j h~x j ~yi j = k~xk � k~yk. Alors, � = 0 et donc il existe � 2 R tel que
f(�) = 0, i.e. h~x+ �~y j ~x+ �~yi = 0. Ainsi, par le caractère défini du produit scalaire,
alors x+ �~y = ~0, i.e. ~x et ~y sont colinéaires.

Exemple 7: 1. On munit Rn de son produit scalaire canonique :

h~x j ~yi =
nX
i=1

xiyi:

Ainsi, par inégalité de Cauchy-Schwarz (jh~x j ~yij 6 k~xk � k~yk),

∣∣∣ nX
i=1

xiyi

∣∣∣ 6
Õ

nX
i=1

x2i �

Õ
nX
i=1

y2i :

Mieux, en appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz aux vecteurs (jx1j; : : : ; jxnj) et
(jy1j; : : : ; jynj), on a donc

∣∣∣ nX
i=1

xiyi

∣∣∣ 6 nX
i=1

jxiyij 6

Õ
nX
i=1

x2i �

Õ
nX
i=1

y2i :

2. On munit C([a; b]) de son produit scalaire canonique hf j yi =
R b
a
f(t) g(t) dt. Ainsi,

∣∣∣Z b

a

f(t) g(t) dt
∣∣∣ 6 Z b

a

jf(t) g(t)j dt 6

ÃZ b

a

f2(t) dt �

ÃZ b

a

g2(t) dt

en appliquant Cauchy-Schwarz aux fonctions f et g, puis aux fonctions jf j et jgj.
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3. On munit l’espace vectoriel L2(I) de la fonction (“pseudo-produit scalaire”) hf j gi =R
I
f(t) g(t) dt. Cette formule vérifie les hypothèses de bilinéarité, de symétrie et de

positivité. Et, avec ces hypothèses, l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

∣∣∣Z b

a

f(t) g(t) dt
∣∣∣ 6 Z b

a

jf(t) g(t)j dt 6

ÃZ b

a

f2(t) dt �

ÃZ b

a

g2(t) dt:

Corollaire 8:
Soit h � j � i un produit scalaire sur un R-espace vectoriel E. La norme

k � k : E �! R+

x 7�!
»
hx j xi

vérifie

1. 8x 2 E, si kxk = 0, alors x = 0 ;

2. 8x 2 E, 8� 2 R, on a k� � xk = j�j � kxk ;
3. 8(x; y) 2 E2, on a kx+ yk 6 kxk+ kyk. (inégalité triangulaire)

Corollaire 9:
Si x et y sont deux vecteurs non nuls, alors il existe un unique � 2 [0; �] tel que

hx j yi = kxk kyk cos �:

On appelle � l’écart angulaire des deux vecteurs. Également,

x et y sont colinéaires () � = 0 ou � = �:

Remarque 10:
On munit un espace vectoriel E d’un produit scalaire h � j � i, et on calcule®

kx+ yk2 = hx+ y j x+ yi = kxk2 + 2 hx j yi+ kyk2
kx� yk2 = hx+ y j x+ yi = kxk2 + 2 hx j yi+ kyk2:

Par somme et produit, il en résulte l’égalité

2kxk2 + 2kyk2 = kx+ yk2 + kx� yk2:

Et, en isolant les termes du premier système, on trouve®
2 hx j yi = kx+ yk2 � kxk2 � kyk2
2 hx j yi = kxk2 + kyk2 � kx� yk2 :

Par somme, on trouve aussi

4 hx j yi = kx+ yk2 � kx� yk2:

3 Orthogonalité

Définition 11:
∅
Exemple 12:
On munit l’espace vectoriel E = C([�1; 1]) de son produit scalaire canonique.

1. Montrons que les fonctions u : x 7! 1 + x2 et v : x 7! 2 � 5x2 sont orthogonales (i.e.
u ? v) :

hu j vi =
Z 1

�1
(1 + x2)(2� 5x2) dx = 0

en développant l’intégrande.
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2. Montrons que les sous-espaces vectoriel P des fonctions paires et I des fonctions im-
paires sont orthogonales (i.e. P ? I). Soit f 2 P et g 2 I.

hf j gi =
Z 1

�1
f(t) g(t) dt

=

Z �1

1

f(�u) g(�u) � du avec le cdv u = �t qui est C1

=

Z 1

�1
f(u) � (� g(u)) du

= 0:

Proposition 13:
Si n vecteurs v1; : : : ; vn sont orthogonaux deux à deux 3, alors





nX
i=1

vi




2=
nX
i=1

kvik2:

Démonstration:
Par définition,





nX
i=1

~vi




2 =
〈 nX
i=1

~vi

∣∣∣ nX
j=1

~vi

〉

=

nX
i=1

nX
j=1

h~vi j ~vji par bilinéarité

=
X

(i;j)2J1;nK2

h~vi j ~vji

=
X

(i;j)2J1;nK2

�i;j h~vi j ~vji

=

nX
i=1

h~vi j ~vii

=

nX
i=1

k~vik2

Remarque 14: 1. On a, pour deux vecteurs u et v

u ? v () ku+ vk2 = kuk2 + kvk2:

2. Mais, ce résultat est faux en général pour plus de deux vecteurs. Contre-exemple : soit
~u 2 E un vecteur non nul d’un espace vectoriel E ; on pose ~v = ~w = � ~2u. D’une part,
k~uk2+k~vk2+k~wk2 = (1+4+4)k~uk2 = 9k~uk2. D’autre part k~u+~v+ ~wk2 = k� ~3uk2 =
9k~uk2. Mais, ~u, ~v et ~w sont colinéaires.

Proposition 15:
Si n vecteurs non nuls sont orthogonaux deux à deux, alors ils sont linéairement indépendants.
Autrement dit, une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

Démonstration:
Soit (v1; : : : ; vn) une famille de vecteurs non nuls, orthogonaux deux à deux. On suppose que
�1~v1 + � � �+ �n~vn = ~0. D’où,

0 = h�1~v1 + � � �+ �n~vn j ~v1i = �1 h~v1 j ~v1i :
3. i.e. 8i 6= j, vi ? vj

6
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Or, h~v1 j ~v1i 6= 0 car ~v1 6= ~0, donc �1 = 0. De même pour ~v2; : : : ; ~vn. On en déduit que
�1 = � � � = �n = 0, la famille est donc libre.

Définition 16:
Soit A un sous-espace vectoriel d’un espace préhilbertien E. L’ensemble des vecteurs ortho-
gonaux à A est appelé l’orthogonal de A et est noté A? :

A? = f~x 2 E j ~x ? Ag = f~x 2 E j 8~y 2 A; ~x ? ~yg:

Exercice 17:

1. Montrer que f0Eg? = E et que E? = f0Eg.
2. Soit l’espace vectoriel R3 muni du produit scalaire canonique. Soit ~u = (1; 2; 3). Dé-

terminer une base de Vect(~u)?.

3. Soit le produit scalaire hP j Qi =
R 1
�1 P (t) Q(t) dt sur l’espace vectoriel E = R2[X].

Soit le polynôme U = 1 +X2. Déterminer une base de (VectU)?.

1.

2. Soit ~x = (a; b; c) 2 R3.

~x 2 (Vectu)? () ~x ? Vect(~u)

() 8~y 2 Vect(~u); ~x ? ~y

() ~x ? ~u

() 1a+ 2b+ 3c = 0

() a = �2b� 3c

()
Ñ
a
b
c

é
=

Ñ�2b� 3c
b
c

é
= b

Ñ�2
1
0

é
+ c

Ñ�3
0
1

é
Donc (Vect ~u)? = Vect(~v; ~w) où ~v = (�2; 1; 0) et ~w = (�3; 0; 1).

3. Soit P = a+ bX + cX2 2 R2[X].

P 2 (VectU)? () P ? Vect(U)

() 8Q 2 Vect(U); P ? Q

() P ? U

() 〈
a+ bX + cX2 j 1 +X2

〉
= 0

()
Z 1

�1
(a+ bt+ ct2)(1 + t2) dt = 0

()
Z 1

�1

(
ct4 + bt3 + (a+ c)t2 + bt+ a

)
dt = 0

() 2

5
c+

2

3
(a+ c) + 2a = 0

() 8

3
a+

16

5
c = 0

() 5a+ 2c = 0

() b = b et c = �5

2
a

()
Ñ
a
b
c

é
=

Ñ
a
b

� 5
2
a

é
= a

Ñ
1
0
� 5

2

é
+ b

Ñ
0
1
0

é
Ainsi, (VectU)? = Vect(P;Q) où P = 1� 5

2
X2 et Q = X.

Proposition 18:
Soient A et B deux sous-espaces vectoriels d’un espace préhilbertien E. On a

1. A? est un sous-espace vectoriel de E ;

7
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2. A \ A? = f0Eg ;
3. A ? B () A � B? () B � A? ;

4. A � (A?)?.
Démonstration: 2. Tout d’abord, f0Eg � A \ A? ; en effet, 0E 2 A et 0E 2 A? car A

et A? sont des sous-espaces vectoriels de E. Réciproquement, soit ~x 2 A \ A?. Alors,
~x 2 A et ~x 2 A?, d’où ~x ? A. Ainsi, pour tout vecteur ~y 2 A, ~x ? ~y. En particulier, on
a ~x ? ~x. Ainsi, h~x j ~xi = 0 et donc ~x = 0E par le caractère défini du produit scalaire.

3.

A ? B () 8~x 2 A; ~x ? B

() 8~x 2 A; ~x 2 B?

() A � B?

De même, par symétrique de la relation ?,

A ? B () B ? A () B � A?:

4. On A ? A?, et d’après 3., A � (A?)?.

4 Bases orthonormées

Définition 19: 1. Un vecteur ~x est normé si k~xk = 1.

2. Une famille (~"1; : : : ; ~"n) est orthonormée si

8i 6= j 2 J1; nK; h~"ij~"ji = �i;j =

®
1 si i = j

0 sinon:

Remarque:
Soit C = (~"1; : : : ; ~"n) une base orthonormée d’un espace vectoriel E. Soient E 3 ~x = x1~"1 +
� � �+ xn~"n, et E 3 ~y = y1~"1 + � � �+ yn~"n.

1. Pour i 2 J1; nK, h~x j "ii = xi par bilinéarité du produit scalaire et car la famille est
orthonormée.

2. h~x j ~yi = x1y1+� � �+xnyn par bilinéarité du produit scalaire et la propriété précédente.

3. k~xk2 = x21 + � � �+ x2n, avec la propriété précédente et ~x = ~y.

4. Soit f 2 L(E), et soit A = (ai;j)i;j2J1;nK =
[
f
]
C . Alors, h~"i j f(~"j)i = ai;j . En effet,

f(~"j) = a1;j~"1 + � � �+ an;j~"n. Ainsi,

h~"i j f(~"j)i = h~"i j a1;j~"1 + � � � an;j~"ni = ai;j h"i j "ii = ai;j :

5 L’algorithme de Gram-Schmidt

Remarque 20:
∅
Exercice 21:
Déterminer une base orthonormée de l’espace euclidien R2[X] muni du produit scalaire

hP j Qi =
Z 1

�1
P (t)Q(t) dt:

On pose la base canonique B = (1; X;X2) et on construit, à l’aide de l’algorithme de Gram-
Schmidt, une base orthonormée C = ("1; "2; "3).

1. On a "1 = 1
k1k . Or, k1k =

√h1 j 1i, et h1 j 1i = R 1�1 1 dt = 2, donc k1k =
p
2. On a

donc
"1 = 1=

p
2:

8
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2. On pose "̂2 = X � a"1.

"̂2 ? "1 () hX � a"1 j "1i = 0 () hX j "1i = a h"1 j "1i = a:

Calculons a = hX j "1i : hX j "1i =
R 1
�1

tp
2
dt = 0. D’où, "̂2 = X. On pose "2 =

X=kXk. Or, kXk =
…R 1

�1 t
2 dt =

»
2
3
. On en déduit que

"2 =

 
3

2
X:

3. On pose "̂3 = X2 � a"1 � b"2.

"̂3 ? "1 () 〈
X2 � a"1 � b"2 j "1

〉
= 0 () 〈

X2 j "1
〉� a = 0"̂3 ? "2 () 〈

X2 � a"1 � b"2 j "2
〉
= 0 () 〈

X2 j "2
〉� b = 0

On calcule a et b, et on trouve "̂3 = X2 � 1
3
. Or, k"̂3k =

…R 1
�1
(
t2 � 1

3

)2
dt = 2

p
3

3
p
5
.

6 Projection orthogonale (sur un sev de dimension fi-
nie)

Proposition – Définition 22:
Soit E un espace préhilbertien 4, et soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie n de
E. Il existe une unique application linéaire p 2 L(E) telle que

8~x 2 E; (�) p(~x) 2 F et (��) ~x� p(~x) ? F:

On dit que p est la projection orthogonale, et p(~x) le projeté orthogonal de ~x sur F . Dans une
base orthonormée B = (~"1; : : : ; ~"n), on a

8~x 2 E; p(~x) = h~x j ~"1i ~"1 + � � �+ h~x j ~"ni ~"n =

nX
i=1

h~x j ~"ii ~"i:

Démonstration:
On choisit une base (~e1; : : : ; ~en) de F . On l’orthonormalise en une base (~"1; : : : ; ~"n). Soit
~x 2 E. On a

(�) () 9(�1; : : : ; �n) 2 Rn; p(~x) = �1~"1 + � � �+ �n~"n

et

(��) () 8i 2 J1; nK; ~x� p(~x) ? ~"i

() 8i 2 J1; nK; h~x� p(~x) j ~"ii = 0

() 8i 2 J1; nK; h~x� (�1~"1 + � � �+ �n~"n) j ~"ii = 0

() 8i 2 J1; nK; h~x j ~"ii � �i = 0

Ainsi, on a bien

p(~x) =

nX
i=1

h~x j ~"ii ~"i:

Exercice 23: 1. On pose E = R3, F le plan d’équation x + y = 0, et le produit scalaire
h~x j ~yi = x1y1 + � � �+ xnyn. Le sous-espace vectoriel F est de dimension finie, d’où

8~x = (x; y; z) 2 E; p(~x) = h~x j ~"1i ~"1 + h~x j ~"2i ~"2
où (~"1; ~"2) est une base orthonormée de F .

4. il peut être de dimension infinie.

9



I Cours

~x = (x; y; z) 2 F () x+ y = 0

() z = 0 et y = �x
() (x; y; z) = (x;�x; z) = x (1;�1; 0)︸ ︷︷ ︸

~e1

+z (0; 0; 1)︸ ︷︷ ︸
~e2

On orthonormalise la base (~e1; ~e2) en (~"1; ~"2) en posant

~"1 =
1p
2
(1;�1; 0) et ~"2 = (0; 0; 1):

Ainsi,

p(~x) = h~x j ~"1i ~"1 + h~x j ~"2i ~"2
=
x� yp

2
~"1 + z~"2:

D’où,

[
p
]
(~{;~|;~k)

=

á
1

2
�1

2
0 ~{

�1

2

1

2
0 ~|

0 0 1 ~k

p(~{) p(~|) p(~k)

ë
:

2. On pose E = R[X], F = R2[X], et le produit scalaire hP j Qi =
R 1
�1 P (t) Q(t) dt. Le

sev F est de dimension finie, égale à 3. On construit une base ("1; "2; "3) orthonormée
de F en posant

"1 =
1p
2
; "2 =

 
3

2
X; et "3 =

3
p
5

2
p
2

Å
X2 � 1

3

ã
:

D’où,
p(X3) =

〈
X3 j "1

〉
"1 +

〈
X3 j "2

〉
"2 +

〈
X3 j "3

〉
"3:

D’une part,
〈
X3 j "1

〉
=
R 1
�1

t3p
2
dx = 0. De même pour les autres produits scalaires.

On en déduit que
3

5
X:

Corollaire 24:
Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace préhilbertien (E; h � j � i).

1. F et son orthogonal sont supplémentaires : F � F? = E ;
2. Par suite,

(a) la projection orthogonale sur F est le projecteur sur F parallèlement à F? ;
(b) F = (F?)?.

Démonstration:
D’après la proposition 18, F\F? = f~0g, leur somme est donc directe. Montrons que F+F? =
E : soit ~x 2 E, alors p(~x) 2 F et ~x � p(~x) 2 F? ; en sommant ces deux vecteurs, on a
bien ~x 2 F + F? = E.

Théorème 25 (moindres carrés):
Soit F un sous-espace de dimension finie d’un espace préhilbertien E. Soit ~x 2 E. Le projeté
orthogonal p(~x) de ~x sur F est l’unique vecteur tel que

8~y 2 F; k~x� p(~x)k 6 k~x� ~yk:
Démonstration:
Soient ~x 2 E et ~y 2 F . On a ~x� p(~x) ? F et p(~x)� ~y 2 F , d’où ~x� p(~x) ? p(~x)� ~y. Ainsi,
d’après le théorème de Pythagore,

k~x� ~yk2 = k~x+ p(~x)k2 + k~y � p(~x)k2:
On a donc bien k~x� ~yk > k~x� p(~x)k. Également,

k~x� ~yk = k~x� p(~x)k () k~y � p(~x)k = 0

() ~y = p(~x):

10
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Remarque 26: 1. D’après le théorème précédent, la fonction

F �! R

~y 7�! k~x� ~yk
admet un minimum en p(~x).

2. Le réel k~x� p(~x)k est la distance entre le vecteur ~x et le sev F . On le note d(~x; F ).
3. On a l’inégalité de Bessel : pour tout vecteur ~x 2 E, kp(~x)k 6 k~xk.

Exercice 27:
On pose E = R3[X] muni du produit scalaire

hP j Qi =
Z 1

�1
P (t)Q(t) dt:

Puis, on pose F = R2[X]. Alors,

f(a; b; c) =

Z 1

�1

(
t3 � (at2 + bt+ c)

)2
dt

=
〈
X3 � (aX2 + bX + c) j X3 � (aX2 + bX + c)

〉
= kX3 � (aX2 + bX + c)k2:

Or, d’après le théorème des moindres carrés, f(a; b; c) est minimal pour aX2+bX+c = p(X3),
où p est la projection de E sur F , et ce minimum est atteint une seule fois :

min
(a;b;c)2R3

f(a; b; c) = kX3 � p(X3)k2:

Calculons p(X3) :
— On orthonormalise la base (1; X;X2) en B = ("1; "2; "3) avec l’algorithme de Gram-

Schmidt. On a déjà fait ce calcul à l’exercice 21 : "1 = 1=
p
2, "2 =

»
3
2
X et 3

p
5

2
p
2

(
X2 � 1

3

)
.

— On utilise la formule de la projection orthogonale, qu’on a déjà fait à l’exercice 23 :
p(X3) = 3

5
X.

— On en conclut que a = 0, b = 3
5
et c = 0.

Pour calculer la valeur de f(0; 3
5
; 0), on pourrait calculer l’intégrale (ou de manière équivalente

utiliser la norme). Mais, on utilise le théorème de Pythagore :

kX3 � p(X3)k2 = kX3k2 � kp(X3)k2:

Et, kX3k2 =
R 1
�1 t

6 d2 = 2
7
, et kp(X3k2 =

R 1
�1
(� 3

5
t
)2

dt = 9
25
� 2
3
. Ainsi

f

Å
0;

3

5
; 0

ã
=

2

7
� 6

25
:

7 Hyperplans

Rappel:
Un hyperplan H de E est le noyau d’une forme linéaire non nulle :

H = Ker' où ~0 6= ' : E
linéaire�����! R

~x 7�! '(~x)
:

Si E est de dimension finie n, alors

H est un hyperplan () dimF = n� 1:

Toute forme linéaire est, ou bien nulle, ou bien surjective. Si deux formes linéaires ont le
même noyau, alors elles sont proportionnelles.

11
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Proposition 28:
Soit E un espace préhilbertien.

1. L’orthogonal d’une droite vectorielle D est un hyperplan H : D? = H.
2. Si E est de dimension finie, l’orthogonal d’un hyperplan H est une droite vectorielle D :

H? = D. Autrement dit, toutes les équations d’un hyperplan sont proportionnelles (i.e.
les mêmes à un facteur près).

Démonstration: 1. Il existe un vecteur ~a 2 E n f~0g tel que D = Vect(~a). Soit ~x 2 E.
~x 2 D? () ~x ? D

() 8~y 2 D; ~x ? ~y

() ~x ? ~a

() h~x j ~ai = 0

Soit '(~x) = h~x j ~ai. L’application ' est une forme linéaire par bilinéarité du produit
scalaire. Ainsi, on a bien ~x 2 D? () ~x 2 Ker'. Or, la forme linéaire n’est pas nulle
car '(~a) 6= 0, par le caractère défini du produit scalaire.

2. D’après le corolaire 24, comme E est de dimension finie n, H �H? = E. Or, dimH =
n � 1 et donc dim(H?) = n � (n � 1) = 1. L’espace vectoriel H? est bien une droite
vectorielle.

Théorème 29 (représentation de Riesz):
Soit E un espace euclidien. Pour toute forme linéaire ' : E ! R, alors il existe un unique
vecteur ~a 2 E tel que ' = h~a j � i, i.e.

8~x 2 E; '(~x) = h~a j ~xi :
Démonstration:
Soit B = (~"1; : : : ; ~"n) une base orthonormée de E (que l’on peut trouver à l’aide de l’algorithme
de Gram-Schmidt). Soit ~x 2 E. On pose ~x = x1~"1 + x2~"2 + � � � + xn~"n. L’application ' est
linéaire, donc '(~x) = x1'(~"1) + � � �+ xn'(~"n). On pose, pour i 2 J1; nK, ai = '(~"i). Ainsi,

'(~x) = x1a1 + � � �+ xnan:

On pose ~a = a1~"1 + � � �+ an~"n. Ainsi, h~a j ~xi = '(~x). Montrons que ce vecteur ~a est unique.
Par l’absurde, on suppose que ~a 6= ~b et h~a j ~xi = ~̈b j ~x

∂
. Alors, 8~x 2 E,

¨
~x j ~a�~b

∂
= 0

par bilinéarité. En particulier, ~a �~b 2 E, et donc
¨
~a�~b j ~a�~b

∂
= 0, ce qui est absurde car

~a�~b 6= ~0.

Exercice 30: 1. On sait que d(~x;H) = k~x�p(~x)k où p est la projection orthogonale sur H,
qui existe car H est de dimension finie, car E est euclidien. On veut montrer que

d(~x;H) =
jh~x j ~aij
k~ak

où ~a 6= ~0 et est orthogonal à H. On sait déjà que Vect(~a) ? H, d’où Vect(~a) � H?.
Par un argument de dimensions, on a H? = Vect(~a) car H � H? = E. On sait déjà
que ~x� p(~x) 2 H?, il existe donc � 2 R tel que ~x� p(~x) = �~a. D’où,

h~x� p(~x)i = � h~a j ~ai = �kak2
= h~x j ~ai

car p(~x) ? ~a. D’où, � = h~x j ~ai =k~ak2. Ainsi,

k~x� p(~x)k2 =




 h~x j ~aik~ak2 � ~a





=
h~x j ~ai2
k~ak4 k~ak2

=

Å h~x j ~ai
kak

ã2
D’où

d(~x;H) =

∣∣∣∣ h~x j ~aik~ak

∣∣∣∣ = jh~x j ~aij
k~ak :

12
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2. D’après le théorème de Pythagore,

d2(~x;D) + d2(~x;H) = k~xk2

d’où

d(~x;D) =
»
k~xk2 � d2(~x;H)

=

√
k~xk2 � h~x j ~ai2

kak2

=

√
k~ak2 � k~xk2 � h~x j ~ai

k~ak

13



I Cours

14



II T.D.

Deuxième partie

T.D.

Exercice 1

1. On se place dans R3 muni du produit scalaire h � j � i défini comme h(x; y; z) j (a; b; c)i =
xa+yb+zc. On pose le vecteur ~u =

(p
x;
p
y;
p
z
)
et ~v =

(
1p
x
; 1p

y
; 1p

z

)
. De l’inégalité

de Cauchy-Schwarz, on a
j h~u j ~vi j 6 k~uk k~vk:

Or, h~u j ~vi = 3, k~uk =
p
x+ y + z et k~vk =

√
1
x
+ 1

y
+ 1

z
. D’où, comme la fonction

x 7! x2 est croissante,

9 = 32 6 (x+ y + z)

Å
1

x
+

1

y
+

1

z

ã
:

Il n’y a égalité que si u et v sont colinéaires, i.e. u = �v :

u = �v ()


p
x = � 1p

xp
y = � 1p

yp
z = � 1p

z

()


x = �

y = �

z = �

() x = y = z:

2. On se place dans C0([a; b]) muni de son produit scalaire canonique. On pose u : x 7!√
f(x) et v : x 7! 1p

f(x)
. D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

j hu j vi j 6 kuk kvk:

Et, hu j vi =
R b
a

dt = b � a, kuk2 =
R b
a
f(t) dt et kvk2 =

R b
a

1
f(t)

dt. D’où, par
croissance de la fonction x 7! x2,

(b� a)2 6
(Z b

a

f(t) dt
)
�
(Z b

a

1

f(t)
dt
)
:

Il y a égalité si u et v sont colinéaires, i.e. u = �v, i.e. 8t 2 [a; b],
√
f(t) = 1p

f(t)
, i.e.

f(t) = �, i.e. f est constante.

Exercice 7

D’une part, on a

hA(X) j X A(X)i = h
(
X A(X)

)
=
(
X A(X)

)
(0) = 0:

Et, d’autre part,

hA(X) j X A(X)i =
Z 1

0

t A2(t) dt:

Or, comme la fonction f : t 7! tA2(t) est continue et positive, et que
R 1
0
f(t) dt = 0, alors

8t 2 [0; 1], f(t) = 0. Le polynôme A a donc une infinité de racines, il s’agit du polynôme nul.

Ceci est un contre-exemple au théorème de Riesz.
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