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PREMIERE PARTIE

COURS

1 QU’EST-CE QU’UN PRODUIT SCALAIRE 7

DEFINITION 1:
Soient E un R-espace vectoriel et ¢ : E X E — R une application. On dit que ¢ est une forme

p(aZ + BY,Z) = ap(, 2) + By(Yy,Z)
o(Z, a9 + B2) = ap(Z,9) + Bo(Z, Z),
)7

)

— bilinéaire si V(Z,9,2) € B, V(a, B) € R?, {

— symétrique si Y(&,7) € B2, ¢(Z,7) = ¢(7,
— définiesiVE € B, ¢(Z,2)=0 — &
— positive si VZ € B, o(z,z) > 0.

Ol 8

DEFINITION 2:
Soit E un R-espace vectoriel. Si ¢ : B2 — R une forme bilinéaire symétrique définie positive,
alors

— on dit que ¢ est un produit scalaire. Le produit scalaire ¢(Z,¥) de deux vecteurs Z et
Y € B est aussi noté (Z | §), (Z,9), (Z|§)ou - 7.
— le carré scalaire ¢(&, &) = (£ | £) étant positif, on appelle le réel
2ll2 = [1€]l = v{(Z | 2)
norme (associée a ce produit scalaire) du vecteur &.

En TD, il est, en général, plus efficace de le montrer dans 1’ordre suivant :

symétrie — bilinéaire — positive — définie.

EXEMPLE 3: 1. L’espace vectoriel R™ est un espace euclidienEl avec le produit scalaire : si
Z = (z1,22,...,2n) et ¥= (¥1,¥2,...,Yn), alors
n
(Z]9) =21y1 + 2292 + - + ZnYn = Zl’iyr
i=1

2. L’espace vectoriel Mn,(RR) est un espace euclidien avec le produit scalaire : pour A =
(ai5) . geq1,mg? & B = (9i5) . 5)en,n)2

(A| B) = Z a;,5bi 5 = tr(AT - B).

1€[1,n]
J€[1,m]
En effet, soit C = AT - B, alors
n
(Cis =Y (AT)ik X (Blas
k=1
n

et donc n n n
(41 B)=t:(C) = Y (Chii =D D (A (B
=il =1 k=1

Montrons qu’il s’agit bien d’un produit scalaire.

1. 7.e. un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire.
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1ERE METHODE Il s’agit de la méme formule que pour ’espace vectoriel R”.
2YPE \ETHODE SYMETRIQUE (A | B) = tr(AT - B) = tr (AT - B)T) = tx(BT - 4) =
(B|A).
BILINEAIRE Le produit matriciel est linéaire, et la trace est linéaire, d’ou ( - | -)
est bilinéaire.
POSITIVE (A | A) = Ep’q ((A)pg)® > 0.

DEFINIE On suppose (A | A) = 0, alors Vp,q, ((A)p,q)2 = 0, et donc Vp,q,
(A)p,q = 0, dou A — OMn(]R)'

3. L’espace vectoriel C([a,b]|) des fonctions continue sur un segment [a,b] est un espace
préhilbertienEl avec le produit scalaire
b
(fla)= / f(2) o(t) de.
a
En effet,
3 b
SYMETRIQUE Vf,g € C([a,b]), (f|g) f f(t fa g(t) f(t) dt = (f | 9.
BILINEAIRE V(a, 8) € R?, (flny: g9) € ([a,b])s,
b
(enfi +oafa|g)= / (a1 f1(t) + a2 fa(t)) g(t) dt
= / f1(t) 9(t) dt-i-az/ f2(2) 9(t)
=ai{filg) +aa(f2|g)
Ainsi (-|-) est linéaire a gauche, donc par symétrie, ce produit scalaire est
bilinéaire.

POSITIVE Vf € C([a,b]) f F2(¢)

DEFINIE On suppose que (f | f) f f2(t) dt = 0, avec f € C([a,b]). Or, la fonc-
tion f2 : ¢t — f2( ) ne change pas de signe et elle est continue. On en déduit
que f = 0c¢([a,b])-

EXERCICE 4:

Soit Lo(I) I’ensemble des fonctions f continues par morceaux et de carré intégrable sur I, ou
I est un intervalle, c’est a dire : ’intégrale f i f2(t) dt converge. Montrer que

le produit de deux fonctions de carré intégrable est intégrable;

l’ensemble La(I) N C(I) des fonctions continues de carré intégrable sur I est aussi un

lapplication (f | g) fl ) dt est défini pour tout couple (f,g) € La(I)?, et que
c’est un produit scalaire sur Lz(I) N C(I) mais pas sur La(I).

Soient f € La(I) et g € La(I), alors les intégrales fI F2(t) dt et f (¢) dt convergent.

viel, (76)] - [a)])" = 72() + 62(2) —25(2) x g(2)] > 0.

Dow, F2(t) + g2(t) > 2|f(¢) X g(t)] > 0. Or, les intégrales f f2(t) dt et f g2(t) dt
convergent D’ou l'intégrale f I f2 ) +g (t)) dt. On en déduit donc que l’intégrale

il “sufﬁt” de montrer que L2 (I) est un sous-espace vectoriel Cpm(I) des fonctions conti-
nues par morceaux sur I, i.e. la fonction nulle Ocpm(ry € L2(I) et que La(I) est stable
par combinaison linéaire. L’intégrale f 02 dt converge, donc la fonction nulle est bien

de carré intégrable. Et, pour ¢ € I, (af(t)+ Bg(t)) = a® f2(t) + B2g(t) +2ap f(t) g(t);
or, f € La(I), donc 'intégrale f f2(t) dt converge, et de méme, llntegrale fI g2(t) dt

converge. De plus, d’aprés la question précédente, ’intégrale f i F(t) x g(t) dt converge.
On en déduit que l'intégrale fI(ocf + Bg)? dt converge, i.e. af + Bg € Lo(I).

1.
2. l'ensemble L(I) est un espace vectoriel;
3.
espace vectoriel ;
4.
1.
Or,
f Ft ) dt converge, t.e. f x g € La(I).
2.
2.

7.e. un R-espace vectoriel de dimension potentiellement infinie muni d’un produit scalaire.



I Cours

3. L’intersection de deux sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel. Or, Lo(I)
est un sev de Cpm([]), et C(I) est un sev de Cpm(I). D’ou La(I) NC(I) est un sev de
Cpm(I). On en déduit que La(I) N C(I) est un espace vectoriel.

4. — Soit a € I. On pose la fonction continue par morceaux

p: I — R
0 .
m._){ siz#a

1 siz =a.

On a bien ¢ € Ly(I), et fI ©2(t) dt = 0 alors que ¢ # 0 car p(a) # 0. Ainsi,
I’application ( - | - ) n’est pas définie, ce n’est donc pas un produit scalaire.

— Par linéarité de l'intégrale, I'application ( - | - ) est bilinéaire. Par commutativité
de la multiplication de réels, elle est symétrique. Par croissance de l’intégrale,
elle est aussi positive. Finalement, si f € La(I) N C(I), et que fI f2(t)dt =0
alors f = 0 car f2 est continue et ne change pas de signe.

REMARQUE (“Secret”):
On dit que f € L1(I) si, et seulement si I'intégrale f[ \f(t)! dt converge.

EXERCICE 5:
Soit n € IN.
1. Montrer que les applications
1 n
o(P,Q) = / P(H)QE) dt et $(PQ)= )  P(k)Q(K)
=i k=0

sont deux produits scalaires sur 1’espace vectoriel Rn[X ], et écrire la norme associé a
chaque produit scalaire.

2. Montrer que ¢ est encore un produit scalaire sur l’espace vectoriel R[X| mais que ¢
ne l’est plus.

1. On a E = R,[X] C C([-1,1]). Or, ¢ est déja un produit scalaire donc c’est encore
un produit scalaire sur le sous-espace vectoriel R,[X]. Sinon, on remontre les condi-
tions pour que ¢ soit un produit scalaire. On voit clairement que ¢ est bilinéaire (par
linéarité de l'intégrale), symétrique (par commutativité du produit), et positive (par
cri)issance de l'intégrale). Montrons que ’application ¢ est définie : si (P | P) = 0, alors
f_l P2(t) dt = 0; ainsi, la fonction [—1,1] — R, — P(t) est nulle car P? est continue
et ne change pas de signe. On en déduit que le polynéme P a une infinité de racines,
c’est donc le polynéme nul.

On voit clairement que l'application 4 est bilinéaire (par linéarité de la somme),
symétrique (par commutativité du produit), positive (par croissance de la somme).
Montrons que la fonction 1 est définie : soit P € Rn[X] tel que %(P,P) = 0, alors
EZ:O P2(k) = 0, d'ou Vk € [0,n], P(k) = 0, le polynéme P a donc au moins n + 1
racines. Or, comme P pour degré au plus n, on en déduit que P est le polyndme nul.
La fonction ¢ est donc un produit scalaire.
La norme associée au produit scalaire ¢ est
/ P2(t) dt.
=1

| -lle : P=|Plle =

Et, la norme associée au produit scalaire ¥ est

n
Iy : P [|Plly = | > P2(k).
k=0

2. On a R[X] C €([—1,1]), le produit scalaire ¢ en est toujours un sur ’espace vectoriel
R[X]. Mais, 9 n’est plus un produit scalaire sur R[X]. En effet, on considére le po-
lynéme P(X) = X - (X —1)---(X —n) # 0 de Rn[X], et %(P,P) = > P?(k) =

Z::o 0=0.
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2

(IN)EGALITES

THEOREME 6 (Inégalité de CAUCHY-SCHWARZ):
Soit (- | -) un produit scalaire sur un espace vectoriel E. Alors,

Et, il

v(#,9) € B®, |(@| 9] <zl -Igl

v a égalité si et seulement si les vecteurs & et ¢ sont colinéaires.

L’inégalité ci-dessous est toujours vrai si I’on n’a pas un produit scalaire mais une applica-
tion bilinéaire, symétrique et positive (i.e. on n’utilise pas le caractére défini de I’application).

Mais,

le cas de 1’égalité n’est pas toujours vrai si ’application n’est pas définie.

DEMONSTRATION:
On suppose § # 0. En effet, si £ = 0, 'inégalité est clairement vérifiée. Posons la fonction f
définie comme

f:R— R
A= (Z+ XY | T+ AY)

Par bilinéarité, on a

VAER, fA)=NF|D+AEINH+F|2))+(E|D).

Et, par symétrie, on en déduit que

YAER, FA)=X(F|§)+2X(& |7+ (Z]2),

qui est un polyndéme de degré 2 (car (y | y) # 0) Or, pour A € R, on a f(A) > 0 par positivité
du produit scalaire. Donc le discriminant du polynéme f(A) en A est négatif ou nul (pour ne
pas que f(X) ne change de signe). Or, le discriminant A est

=\ 2 - —
A= (2(F| )" — 41127 17° <o.

“«=" Sid& ety sont colinéaires, alors il existe A € R tel que ¥ = AZ ou £ = Ay. Quite a utiliser
le caractére symétrique du produit scalaire, on suppose, sans perdre de généralités, que
& = \g. Onadonc (| §) = (z | Ag) = X-[[2]>. Bt, ||z]|-[|]] = [|&]|-[IA&]| = llI-]l-l|]l,
d’ou ’égalité.

“ =" On suppose |(Z|7)| = || H [|lg]]. Alors, A = 0 et donc il existe A € R tel que
fA) =0, se. (T+ Af/\ Z + AY) = 0. Ainsi, par le caractére défini du produit scalaire,
alors z + Ay = 0, i.e. T et ¥ sont colinéaires.

EXEMPLE 7: 1. On munit R™ de son produit scalaire canonique :
n
Z|9 = Z ziYi.
=1
Ainsi, par inégalité de CaucHY-ScuwaRrz ([(Z | §)| < ||Z]| - [|F]]),
n
el
o=l
Mieux, en appliquant l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ aux vecteurs (|z1],...,|zn|) et
(Jy1ls---+|yn|), on a donc
S
2. On munit C([a, b]) de son produit scalaire canonique (f | v} f F(t) g(¢) dt. Ainsi,

b b b b
]/ £() 9(t) dt}</ |£(2) o(t)] dt < / £2(¢) dt - /gz(t) dt

en appliquant CAUCHY-SCHWARZ aux fonctions f et g, puis aux fonctions |f| et |g|.
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3. On munit I’espace vectoriel Ly(I) de la fonction (“pseudo-produit scalaire”) (f | g) =
f p f(t) g(t) dt. Cette formule vérifie les hypothéses de bilinéarité, de symétrie et de
positivité. Et, avec ces hypothéses, ’inégalité de CAUCHY-SCHWARZ :

b b b b
| / F(2) 9(t) dt| < / |£(2) 9(2)] dt < / F2(2) dt - / g%(t) dt.

COROLLAIRE 8:
Soit (- | -) un produit scalaire sur un R-espace vectoriel E. La norme

[|-]: B — RT
vérifie
1. Vz € E, si||z|| =0, alors ¢ = 0;
2. Vz € B,VA€ER,onalA-z|=|A"|zl;
3. Y(z,y) € B?,on a |z + y|| < ||z|| +||y]]- (inégalité triangulaire)

COROLLAIRE 9:
Si z et y sont deux vecteurs non nuls, alors il existe un unique 8 € [0, 7| tel que

(| y) =[] ||y]| cosé.
On appelle 8 I’écart angulaire des deux vecteurs. Egalement,
z et y sont colinéaires <——= 6 =0oub = 7.

REMARQUE 10:
On munit un espace vectoriel E d’un produit scalaire (- | - ), et on calcule

{Hersz =(@+ylzt+y) =’ +2(z|y) +[lyl?
lz —yll? =(z+y|z+y)==zl>+2(|y)+ |yl
Par somme et produit, il en résulte 1’égalité

2||=|® + 2lly11* = ll= + 911* + [l= — 9l

Et, en isolant les termes du premier systéme, on trouve

{2 (z]y) = llz +ol® - ll=l* — [|lylI?
2(z | y) = ll=I® + 1911 — [l= — vl|?

Par somme, on trouve aussi

4(z|y) =llz+ylI> — llz -l

3 ORTHOGONALITE

DEFINITION 11:
1%}

EXEMPLE 12:
On munit 1’espace vectoriel B = C([—1, 1]) de son produit scalaire canonique.

1. Montrons que les fonctions u : z + 1 + 22 et v : z > 2 — 5z? sont orthogonales (i.e.
ulw):

<u\v):/ (1+22)(2-522)de =0

1

en développant l’intégrande.
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2. Montrons que les sous-espaces vectoriel P des fonctions paires et Z des fonctions im-
paires sont orthogonales (i.e. P L T). Soit f € P et g € Z.

1
{(flg :/ f(t) g(¢) dt

1

=i
= / f(—=u) g(—u) —du avec le cdv u = —t qui est C*
1

1
/ f(u)- (— g(u)) du

1
0.

ProposiITION 13:
Si n vecteurs vy, ..., v, sont orthogonaux deux a deuxEl alors

DEMONSTRATION:
Par définition,

n n n
DEERHIL
i=1 i=1 i=
non
- Z Z (9; | ;) par bilinéarité
i=1 j=1

> @)
(1.7)€[1,n]?
= > bigE )

(i,5)€[L,n]?

n
= (@ | %)
t=1
n
=l
=l

REMARQUE 14: 1. On a, POUR DEUX VECTEURS u et v
vlv = [futvl? = |ul® +|lv|%
2. Mais, ce résultat est FAUX en général pour plus de deux vecteurs. Contre-exemple : soit
% € E un vecteur non nul d’un espace vectoriel F ; on pose ¥ — W — —2u. D’une part,
llal|® +|9]|% +]|@]|* = (1+4+4)||al|* = 9||@|]*. D’autre part ||G+7 +|]* = || —3u|* =
9||||?. Mais, 4, ¥ et W sont colinéaires.
PROPOSITION 15:
Si n vecteurs non nuls sont orthogonaux deux a deux, alors ils sont linéairement indépendants.
Autrement dit, une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

DEMONSTRATION:
Soit (vi1,...,vn) une famille de vecteurs non nuls, orthogonaux deux a deux. On suppose que
o171 + - + apty, = 0. D’oq,

0:(0{1171+~~-+0(n17-,,_|‘lf]'_>:a]_<‘171 ‘171)

3. te Vi#£j, v; L
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Or, (¥1 | ¥1) # 0 car 91 # 6, donc a3 — 0. De méme pour ¥s,...,Un. On en déduit que
ai; = --- = ap = 0, la famille est donc libre.

DEFINITION 16:
Soit A un sous-espace vectoriel d'un espace préhilbertien E. L’ensemble des vecteurs ortho-

gonaux a A est appelé ’orthogonal de A et est noté AL :
AL ={FcE|Z LA ={FcE|VGcA TLF

EXERCICE 17:

1. Montrer que {0g}* = E et que E+ = {0g}.

2. Soit I’espace vectoriel R® muni du produit scalaire canonique. Soit 4 = (1,2,3). Dé-
terminer une base de Vect(u)".

3. Soit le produit scalaire (P | Q) = f_ll P(t) Q(t) dt sur l'espace vectoriel B = Ra[X].
Soit le polynéme U = 1 + X2. Déterminer une base de (Vect U)L.

2. Soit Z = (a,b,c) € R3.

Z € (Vectu)t «— Z | Vect(a)
< Vy € Vect(d), € L ¢
—Zld
< 1la+2b+3c=0
— a=-2b—3c
a —2b— 3¢ -2 -3
— (b ] = b =b( 1 |+c| O
G 0 1
Donc (Vect @)+ = Vect(¥,w) ot ¥ = (—2,1,0) et & = (—3,0,1).
3. Soit P =a +bX + cX? € Ra[X].

P ¢ (VectU)t & P | Vect(U)

= VQ € Vect(U), P L Q
«—P1lU

= (a+bX +cX?|14+X%)=0

1
— / (a +bt+ct?)(1+t2)dt =0
=i

4l
= / (ct* + 583 + (a+c)t® + bt +a) dt =0
-1

2 2
<:>gc+§(a+c)+2a:0
8 +16 0
< -a+ —c=
3 b
<= ba+2c=0

<:>b:betc:—ga,

a a 1 0
— b | = b =a 0 +b(1
c —-2a -2
Ainsi, (Vect U)t = Vect(P,Q) ot P=1— 3X2%et Q = X.

PRroPOSITION 18:
Soient A et B deux sous-espaces vectoriels d’un espace préhilbertien E. On a

1. A< est un sous-espace vectoriel de E ;
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2. An AL ={0g};
3. ALB «— ACB! — BCAL;
4. AC (ALt
DEMONSTRATION: 2. Tout d’abord, {0} C AN AL ; en effet, 0g € Aet 0g € At car A
et AL sont des sous-espaces vectoriels de E. Réciproquement, soit © € AN AL. Alors,
ZeAet & e AL, dou & L A. Ainsi, pour tout vecteur 7 € A, £ L §. En particulier, on
a& L Z. Ainsi, (Z|Z) =0 et donc & = 0g par le caractére défini du produit scalaire.

ALlB <—VZcA LB
— V&€ A, € Bt
< AC B*
De méme, par symétrique de la relation L,
ALlB < BLlA < BCA"

4. On A | Al et d’aprés 3., A C (AL)L.

4 BASES ORTHONORMEES

DEFINITION 19: 1. Un vecteur Z est normé si ||Z]| = 1.

2. Une famille (€1,...,&n) est orthonormée si
. . I 1 sit=7
viZ£je[ln], (&lg) =236;= :
0 sinon.
REMARQUE:

Soit C = (é1,...,En) une base orthonormée d’un espace vectoriel E. Soient E > £ = z1€1 +
coo+ @pén, et B3 Y =y1€1 + -+ Ynén.
1. Pour ¢ € [1,n], (Z | &:;) = z; par bilinéarité du produit scalaire et car la famille est
orthonormée.

2. (Z|Y) =z1y1+- - -+2nyn par bilinéarité du produit scalaire et la propriété précédente.

3. ||&]|2 = 22 + --- + 22, avec la propriété précédente et & = .

4. Soit f € L(E), et soit A = (aij)ijeq1,n] = [flg- Alors, (& | £(£5)) = as,;. En effet,
f(gj) = al,jgl + e+ an,jgw Ainsi,

(€ | F(&5)) = (€| @161 + -+ - an j€n) = agj (€; | €5) = a5 ;.

5 L’ALGORITHME DE GRAM-SCHMIDT

REMARQUE 20:
(%]

EXERCICE 21:
Déterminer une base orthonormée de I’espace euclidien R2[X]| muni du produit scalaire

1
(P| Q)= / P(t) Q(t) dt.

1

On pose la base canonique B = (1, X, X?) et on construit, & 'aide de l'algorithme de GRAM-
SCHMIDT, une base orthonormée C = (61,62,63).

1. Onaer = . Or, ||1|| = V(1 [1), et (1|1) = fjll dt = 2, donc ||1]] = +/2. On a

1]
€1 = 1/\/5

donc
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2. On pose é2 = X — aeq.
Ealer < (X —ae1]e1)=0 < (X |e1)=a(e1]|e1) =a.

Calculons a = (X |e1) : (X |e1) = fll % dt = 0. D'out, é2 = X. On pose g2 =

X/|1X]|. Or, ||X|| =/ [ #2 dt = \/2. On en déduit que

3
gg =/ =X.
: \E

€3 Ler &= (X% —ae1 —bez|e1) =0 < (X?|e1)—a =083 Lex — (X®—ae1 —bez|e2)=0 = (X?|e2)

3. On pose 3 = X2 — ag; — bes.

N

On calcule a et b, et on trouve £5 = X2 — 1. Or, ||&3]| = fjl (2 — %)2 dt = 2

o

6 PROJECTION ORTHOGONALE (SUR UN sev DE DIMENSION FI-
NIE)

PROPOSITION — DEFINITION 22:
Soit F un espace préhilbertienEl, et soit F' un sous-espace vectoriel de dimension FINIE n de
E. 1l existe une unique application linéaire p € L(E) telle que

VZ € B, (x)p(Z) e F et (xx)Z—p(&) L F.

On dit que p est la projection orthogonale, et p(Z) le projeté orthogonal de Z sur F. Dans une

base orthonormée B = (€1,...,&,), on a
n
VECE, p(E)=(Z|&)a1+ - +(F|En)En= ) (F]E)E
=1
DEMONSTRATION:
On choisit une base (€1,...,€n) de F. On l'orthonormalise en une base (£1,...,€n). Soit
Z€ E.Ona

(*) < 3(A1,...,An) € R?, p(F) = M&1 + - + Anén

et

(x%) <= Vie[1,n], Z—p(Z) L&
— Vie[L,n],(€—p(&)| &) =0
— Vi€ [l,n], (F— (A1 +- -+ Anén) | &) =0

< ViE[[l,n]], <5|€L>7>\,’:0

Ainsi, on a bien

3

EXERCICE 23: 1. On pose E = R3, F le plan d’équation z + y = 0, et le produit scalaire
(€| ¥) = z1y1 + -+ - + £nYn. Le sous-espace vectoriel F' est de dimension finie, d’ou

VZ = (z,y,2) € B, p(&) = (€] e1) €1 + (F | €2) &2

oul (€1,&2) est une base orthonormée de F'.

4. il peut étre de dimension infinie.
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Z=(2,9,2)EF <—z+y=0
—z=0ety=—2
— (ziylz) = (m,—z,z) = 27(1,—1,0) +z (07071)
——

3 S
€1 =)
On orthonormalise la base (€1,€2) en (€1,£2) en posant
1
5= —(1,-1,0) et & —=(0,0,1).
ﬂ( ) ( )
Ainsi,
p(Z) =(F|&1) &1 + (T | €2) &2
Y, =
= €1 + z€2
V2
Do,
1 1 -
2 2 2\
Plase=| -2 2 o |7
2 2 -
0 0 1 k
p(®) »p(3) p(k)

2. On pose F = R[X], F = R2[X], et le produit scalaire (P | Q) = f—ll P(t) Q(t) dt. Le

sev F' est de dimension finie, égale & 3. On construit une base (€1, €2, €3) orthonormée
de F' en posant

1 3 3v5 1
€1 = —, 52:\/iX, et 53:i<X277>.
V2 2 2v2 3

p(X3) = (X% |e1)e1 + (X3 | ea)ea + (X3 | £3) ea.

D’ou,

D’une part, <X3 | 51> = f_ll % dz = 0. De méme pour les autres produits scalaires.
On en déduit que
ix.
5
COROLLAIRE 24:
Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension FINIE d’un espace préhilbertien (B, (- | -)).
1. F et son orthogonal sont supplémentaires : F @ F- = B ;
2. Par suite,
(a) la projection orthogonale sur F est le projecteur sur F' parallélement a FlL,
(b) F=(FL)L.
DEMONSTRATION:
D’aprés la proposition 18, FNFL = {6}, leur somme est donc directe. Montrons que F+FL =

E : soit & € E, alors p(Z) € F et # — p(Z) € FL; en sommant ces deux vecteurs, on a
bien & € F + F+ = E.
THEOREME 25 (moindres carrés):

Soit F' un sous-espace de dimension FINIE d’un espace préhilbertien E. Soit & € E. Le projeté
orthogonal p(Z) de Z sur F est l'unique vecteur tel que

vy e F, [z-p(@)<lZ-yl
DEMONSTRATION:

Soient € Eety € F.OnaZ —p(Z) L Fetp()—yeF,douz—p&) L p(Z)—y. Ainsi,
d’aprés le théoréme de PYTHAGORE,

1€ = g11* = [|& + p(@)|* + |F - p(@)]*.
On a donc bien || — §|| > || — p(z)||. Egalement,
lZ =gl = [I# —p(@) = [l§-p(@)|=0
< ¢ = p(Z).

10
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REMARQUE 26: 1. D’aprés le théoréme précédent, la fonction

y— Iz -4
admet un minimum en p(&).
2. Le réel || — p(Z)|| est la distance entre le vecteur & et le sev F. On le note d(Z, F).
3. On a l'inégalité de BESSEL : pour tout vecteur Z € E, ||p(Z)|| < ||Z]|.

EXERCICE 27:
On pose F = R3[X] muni du produit scalaire

1
(Pl@)= / P(t) Q(t) dt.

1

Puis, on pose F = Rz[X]. Alors,

1
f(a.,b,c):/ (ts—(at2+bt+c))2 dt

1
= (X% —(aX®+bX +c)| X>— (aX® +bX +¢))
=||X3 - (aX? + 56X + 0|2

Or, d’aprés le théoréme des moindres carrés, f(a, b, c) est minimal pour a X2 +bX +c = p(X3),
oll p est la projection de E sur F, et ce minimum est atteint une seule fois :

min _f(a,b,¢c) = ||X° - p(X3)|.
(a,b,c)ERS
Calculons p(X3) :
— On orthonormalise la base (1,X,X?) en B = (g1,€2,€3) avec l'algorithme de GrRAM-
ScHMIDT. On a déja fait ce calcul & ’exercice 21 : 61 = 1/+/2, €2 = \/gX et 2—‘/5 (x2 - é)

2
— On utilise la formule de la projection orthogonale, qu’on a déja fait a ’exercice 23 :
3y _ 3
p(X®) = §X.
— On en conclut que a =0, b = % et ¢ =0.

Pour calculer la valeur de f(0, %, 0), on pourrait calculer I'intégrale (ou de maniére équivalente

utiliser la norme). Mais, on utilise le théoréme de PYTHAGORE :
X2 —p(X3)1? = 1 X317 — ll(X*)I12.

1 1 2 5.2
Et, | X312 = f71t6 d? =2, et [|p(X3|? = f71 (-24)" dt = 2 - 2. Ainsi

3 ) 2 6
0,-,0)==——.
f( 5’ 7 25

7 HYPERPLANS

RAPPEL:
Un hyperplan H de E est le noyau d’une forme linéaire non nulle :
linéaire R

H =Keryp ol 0#p: -
— (@)

13
8 I

Si E est de dimension finie n, alors
H est un hyperplan < dim F =n — 1.

Toute forme linéaire est, ou bien nulle, ou bien surjective. Si deux formes linéaires ont le
méme noyau, alors elles sont proportionnelles.

11
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PROPOSITION 28:
Soit B un espace préhilbertien.
1. L’orthogonal d’une droite vectorielle D est un hyperplan H : DL = H.

2. Si E est de dimension finie, ’orthogonal d’un hyperplan H est une droite vectorielle D :
H-L = D. Autrement dit, toutes les équations d’un hyperplan sont proportionnelles (i.e.
les mémes & un facteur prés).

DEMONSTRATION: 1. Il existe un vecteur @ € E \ {0} tel que D = Vect(a). Soit & € E.
FeDt «—&1D
—=VyeD 1y
«—zla
<~ (£|a)=0
Soit ¢(Z) = (Z | @). L’application ¢ est une forme linéaire par bilinéarité du produit

scalaire. Ainsi, on a bien # € DL <= Z € Ker ¢. Or, la forme linéaire n’est pas nulle
car ¢(d) # 0, par le caractére défini du produit scalaire.

2. D’aprés le corolaire 24, comme F est de dimension finie n, H@ H' = E. Or, dim H =
n — 1 et donc dim(H+) =n — (n — 1) = 1. L’espace vectoriel H' est bien une droite
vectorielle.

THEOREME 29 (représentation de RIESZ):
Soit E un espace EUCLIDIEN. Pour toute forme linéaire ¢ : E — R, alors il existe un unique
vecteur @ € E tel que ¢ = (@ | - ), i.e.
VZEE, (&) =(a|).
DEMONSTRATION:
Soit B = (€1,...,&n) une base orthonormée de E (que ’on peut trouver a ’aide de I’algorithme
de GRAM-SCHMIDT). Soit £ € E. On pose £ = 2181 + 2282 + -+ + Znén. L’application ¢ est
linéaire, donc ¢(Z) = z19(€1) + - - + znp(én). On pose, pour 7 € [1,n], a; = ¢(&;). Ainsi,
o(Z) = z1a1 + -+ + Tpan.
On pose @ = @181 + -+ + ané€n. Ainsi, (2 | £) = ¢(Z). Montrons que ce vecteur @ est unique.
Par I’absurde, on suppose que @ # b et (@ |&) = <5\ f> Alors, VZ € E, <f |a— Z?> =0
par bilinéarité. En particulier, @ — b € E, et donc <&' — Z;\ a— 5> = 0, ce qui est absurde car
a—b#0.
EXERCICE 30: 1. Onsait que d(Z, H) = ||Z—p(Z)|| ou p est la projection orthogonale sur H,
qui existe car H est de dimension finie, car E est euclidien. On veut montrer que

(Z | @)
llall
ot @ # 0 et est orthogonal & H. On sait déja que Vect(d) | H, d’oi Vect(d) C HL.
Par un argument de dimensions, on a H+ = Vect(d) car H @ H' = E. On sait déja
que £ — p(Z) € H, il existe donc A € R tel que & — p(Z) = Ad. D’o1,
(& —p(2)) = X(@| a@) = A|a||?
|

=2(@|
=(Z]|a)

d(Z, H) =

car p(£) L @. D'ou, X = (z | @) /||a]|2. Ainsi,

le—s@P = |12 @
IRGIE
e
_(E1aY
= (%)
D’ou I = =
oz, ) = | St = B
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2. D’apreés le théoréme de PYTHAGORE,

d*(&,D) + d*(7, H) = ||Z|?

d’ot
4(#,D) = /[ — (3, H)
—
= iz - €12
P
_ VIEPTEP 18
E]

13
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DEUXIEME PARTIE

T.D.

EXERCICE 1

1. On se place dans R® muni du produit scalaire { - | - ) défini comme ((z,y,2) | (a,b,¢)) =
1

za+yb+ze. On pose le vecteur @ = (v/Z,/7,1/z) et 7 = (ﬁ’ ﬁ, %) De l'inégalité
de CAUCHY-SCHWARZ, on a
[ | o) | < (1] |9]]-
e o o 111 s :

Or, (d|v) = 3, ||lul| = vVetytzet|d]=,/7+ 3 + 7+ D'ou, comme la fonction
z — z2 est croissante,

) 11 1

9=3"<(zt+ty+tz)(-+-+-).
z Yy oz

Il n’y a égalité que si u et v sont colinéaires, t.e. u = Av :

\F:Aﬁ z—= A
u =My — \/Q:Aﬁ —= {y=) = z=y=z.
\/E:A% z= A

2. On se place dans C°([a, b]) muni de son produit scalaire canonique. On pose u :
z) et v:z— ———. D’aprés l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,

[(u [ o) | < [l []o]]-

b b b PP
Et, (u|v) = fa dt = b —a, ||[ul]2 = fa f(t) dt et |v]|2 = fa ﬁ dt. D’ou, par

croissance de la fonction z — z2,

b b 1
(bfa)2<</ #(2) dt) x (/ mdt).

Il y a égalité si u et v sont colinéaires, i.e. u = Av, t.e. V¢ € [a,b], /f(t) = \/%, i.e.
f(t) = A, i.e. f est constante.

EXERCICE 7

D’une part, on a
(A(X) | X A(X)) = h(X A(X)) = (X A(X))(O) =0.
Et, d’autre part, .
(A(X) | X A(X)) = / t A%(t) dt.
0

Or, comme la fonction f : ¢t > tA2(t) est continue et positive, et que fol f(¢) dt = 0, alors
Vvt € [0,1], f(t) = 0. Le polynéme A a donc une infinité de racines, il s’agit du polynéme nul.

Ceci est un contre-ezemple au théoréme de RIEsZ.
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