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I Cours

PREMIERE PARTIE

COURS

Il ne pas confondre les deux intégrales f; f(t) dt = F(z) (la fonction F : z — F(z)

une primitive de la fonction f, si f est continue) et f7+°° g(z,t) dt = G(z) si 'intégrale
converge (c’est une intégrale & paramétre, ou le paramétre est z et la variable est t).

1 CONTINUITE

THEOREME 1:
Soient X et T' deux intervalles de R, et soit f : X xT" — R. Si

1. pour chaque t € T, la fonction z — f(z,t) est continue sur X ;

2. pour chaque z € X, la fonction z — f(z,t) est continue par morceaux sur T';

3. il existe une fonction ¢ continue par morceaux et intégrableEl sur T telle que
W(a,t) € X X T, |f(2,1)| < o(t),

alors la fonction [ f(z,t) dt est continue sur X.
DEMONSTRATION (ghéoréme de la convergence dominée & caractérisation séquentielle de la
limite):
Soit (un)nenN une suite & valeurs dans X quelconque tendant, quand n — oo, vers un réel
a € X. Soit alors la fonction

hn:T — R

t— f(un,t).

Soit t € T, on a hn(t) = f(un,t) — f(a,t) quand n — oo, car la fonction z — f(z,t)

est continue sur X (1.). Donc, la suite de fonctions (hn)necn converge simplement vers une
fonction h définie comme

h:T — R
t— f(a,t).

On a |hn(t)| = [f(un,t)| < @(t), et ¢ est intégrable (3.). Ainsi, d’aprés le théoréme de la
convergence dominée,

9(un)
lim /hn(t) dt:/ lim hn(t) dz = / f(a,t) dt = g(a).

fat)

D’ot, g(un) — a, quand n — oo. Ceci est vrai quelle que soit la suite (un)nen tendant vers
a, donc par caractérisation de la limite, limz 4 g(z) = g(a). Ainsi, g est continue en a. Ceci
étant vrai pour tout a € X, on en déduit que g est continue sur X.

ExERCICE 2 (La fonction Gamma): 1. Pour quelles valeurs du paramétre réel z, les inté-
grales impropres

1 +o0
I'1(z) :/ t*lxetdt et Taz) :/ t*71 x et dt
0 1

convergent-elles ?

1. F est dérivable et sa dérivée est F' = f, autrement dit : Vz, F'(z) = f(z).
2. i.e. l'intégrale fT ¢(t) dt converge.
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. En déduire que, I'(z) ~y_, o+ =.

. Montrer que l'intégrale impropre

+oo
I'(z) = / 2l x et dt
0

converge si, et seulement si z > 0.

. Monter que, pour tout z > 0, I'(z + 1) = = - I'(z).

En déduire que I'(n + 1) = n! pour tout n € IN.
En étudiant les fonctions I'1 et Iy, montrer que la fonction T' est continue sur |0, +oo|.

T

. L’intégrale I'; (z) est impropre en 0. On a

1
X e ~

tzfl —t tmfl _
~~t—0 Bh—e
—1

qui ne change pas de signe. Or, f 01 tl%w
le critére de RIEMANN, z.e. z > 0.

L’intégrale I'z(z) est impropre en +oo. Or, t*~1 x et = (t*le t/2) x e t/2 =
—t/2 ne change pas de signe. Or, I'intégrale f+°° e~t/2 dz. Donc,

1
l'intégrale T's(z) converge pour tout z € R.

dt converge si et seulement si 1 —z < 1 d’aprés

et roo(e2), et e

. L’intégrale I'(z) converge si et seulement si les deux intégrales I'; (z) et I'2(z) convergent,

donc si et seulement si z > 0.

. Soitz>0.0Onal(z+1)= f0+°° t®e~t dt. Ainsi, soient y € |0, 1], et

1 1
fly)= / tPe ™t dt = [_t” ~e_t}1 T cc/ t*le7t de
y
y y

par intégration par parties car ¢ — t% est C! et ¢t — —e* est C!. Or, y®-e ¥ tend vers
0 quand y — 0, et fyl t®le~t dt tend vers I'i(z), quand y — 0. Donc,

Ti(z+1) = —e ! + 2l (2).
De méme, I'z(z + 1) = e~ ! + zI'2(z). On en déduit que

Ve >0, [(z+1)==zl(z).

. OnaT(1)= [t tetdt=["Te*dt=1 Doy VnecN*, [(n+1)=nl(n).

Par récurrence, on en déduit que I'(n + 1) = n!, pour n € IN.

. On veut montrer que I'1 : ¢ +— T'1(z), et 'z : & — T'z(z) sont continues. Soit a > 0.

Soient T'=10,1], X = [a, +oo], et
f:XxT—R

(z,t) — t® 1. et

Ainsi, on a bien I'1(z) = fT (=, t) dt.

— Pour tout ¢t € T, la fonction z — f(z,t) est continue sur X. En effet, soit ¢t € T,
on a f(z,t) = t*"1.et = e(®=1Int . e=t quj est continue par continuité de
I’exponentielle.

(—) Pour tout z € X, la fonction t — f(z,t) est continue par morceaux sur 7'

— Pour tout t € T, et pour ¢ € X, |f(z,t)] < t*!-e7t = p(t), et l'intégrale
fT ¢(t) dt converge. En effet, pour z € X, et t € T, |f(z,t)] = > - et <
t¢—1.e~t et l'intégrale fT ta—1.e~t dt (car il s’agit de I'1(a), et a > 0).

Donc, I'; est continue sur X = [a,, +oo[. Ceci est vrai pour tout @ > 0. On en déduit
que I'; est continue sur ]0, +oo].
On procéde de méme pour montrer que I's : z —» TI'a(z) est continue. Soit b > 0. Soient
T =[1,400[, X =10,8], et
[ XXT —R
(z,t) — t®7 1. g7t

Ainsi, on a bien I'z(z) = fT F(z,t) dt.
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— Pour tout ¢t € T, la fonction z > f(z,t) est continue sur X. En effet, soit t € T,
on a f(z,t) = t=1.et = e(@=1)Int . ¢—t quj est continue par continuité de
I’exponentielle. (De méme que pour I';.)

(—) Pour tout z € X, la fonction t — f(z,t) est continue par morceaux sur 7'

— Pour tout ¢t € T, et pour z € X, |f(z,t)] < tP=1 -et = 1(t), et l'intégrale
fT 9(t) dt converge (car il s’agit de I'2(b) avec b > 0).

Donc, I'z est continue sur X =]0,b]. Ceci est vrai pour tout b > 0. On en déduit que
I’z est continue sur |0, +oo[. On en déduit que I' = I'; + I's est continue sur |0, +o0],
comme somme de deux fonctions continue sur |0, +oo|.

r;(/a;) — 1 quand ¢ — 0F. Or, zI'(z) = T'(z + 1) d’apreés

la question 3. Et, z +1 — 1 quand z — 0. Or, d’aprés la question 5., la fonction I'
est continue en 1. Donc, I'(z+1) — I'(1). De plus, I'(1) = 0! = 1 d’aprés la question 4.
On en déduit que

6. On veut montrer que zI'(z) =

zl'(z) —— 1.
z—0+

2 DERIVABILITE

Dans le théoréme suivant, on montre que, avec les hypothéses demandées,

d / af

— [ f(=z,t) dt = / —(z,t) dt.

dz o - Oz
THEOREME 3:

Soient X C R et T" C R deux intervalles, et soit f : X x T" — R. Si,
1. pour ¢t € T, la fonction z — f(z,t) est de classe C! sur X ;
2. pour z € X, la fonction ¢t — f(z,t) est continue par morceaux et intégrableEl sur T', ET
of

la fonction ¢ — B—(a:,t) est continue par morceaux;
T

3. il existe une fonction intégrable ¢ continue par morceaux telle que V(z,t) € X x T,
8
(e 1)| < elt),

alors, g : z — fT f(z,t) dt est de classe C!, et

dg 5]
g'(z) = —(z) = — f(z,t) dt.
dz Oz
T
EXERCICE 4 (La fonction Gamma — suite):

(a) Montrons que la fonction T'; : z +— fol t®le~t dt est C!;

(b) Montrons que la fonction ' : z — f1+°° t=-le~t dt est C!;

(¢) Donc, commeT =T'1 +TI'y, alors T est de classe cl.

(a) Soit a > 0. Soient T'=10,1], X = [a, +-oo| et f(z,t) =t> le™t pourz € X et t € T.
1. Pour ¢ € T, la fonction z +— f(z,t) est de classe C! sur X. En effet, soit ¢t € T'.
Comme f(z,t) = e(@=DInt . ¢t ot exp est C, d'ou z s f(z,t) est C!, et

1o}
—f(:c,t) —lInt-e(®@-DInt o=t _pg. 421 et
Oz
2. Pour z € X, la fonction t — f(z,t) est cpm et fT|f(m,t)| dt converge (c.f.

exercice 2). Et, la fonction t — (,%f(a:,t) est cpm.

3. i.e. 'intégrale de cette fonction converge absolument.
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3.Vt€T, vz € X, ‘%(z,t)‘ < —Int-t2l.et < Int-t91l. et = (t). B,
f T @(t) dt converge. En effet,
(—lnt)- 7t =(—Int) -t ¢ L.eTt = o (27T

——— t—0t
—0

Or, l'intégrale fT t(e=e)=1le~t d¢ converge (car a — & > 0), et elle vaut I'; (a — ¢).
On en déduit que fT ©(t) dt converge.

Alors, T'; est C! sur X. Ceci étant vrai pour tout a > 0, on en On en déduit que I';
est de classe C! sur |0, +-co[ et que

Vz >0, I(z) = /(mt)tz*le*t dt.
T

(b) Soit b > 0. Soient T = [1, +oo[, X = ]0,b] et f(z,t) =t le t pourz C X ettc T.
1. Pour t € T, la fonction ¢ +— f(z,t) est de classe C! sur X. En effet, soit t € T'.
Comme f(z,t) = e(@-1)Int . gt ot exp est C®, d’ott z — f(z,t) est C!, et

7]
6—f(:c,t) —Int-el®=1)It o=t _ |n¢.42=1. o=t
z

2. Pour z € X, la fonction t — f(z,t) est cpm et fT ‘f(m,t)| dt converge (c.f.
exercice 2). Et, la fonction t — ‘%f(a:,t) est cpm.

3. VtE T, Ve € X, ‘%(m,t)‘ < —Int-t*1.et < —lInt-t-1.et = o(t). Bt,
fT ¢(t) dt converge. En effet,

Int-tP=1. et = (Int-e~%/3). (21 . e7t/3) . e7t/3,

Or, l'intégrale f . e~t/3 dt converge. On en déduit que f - @(t) dt converge.

Alors, T'z est ! sur X. Ceci étant vrai pour tout b > 0, on en On en déduit que I'; est
de classe C! sur ]0,+oo[ et que

Vz > 0, [h(z) = /(lnt)tz_le_t dt.
T

COROLLAIRE 5:
On peut appliquer le théoréme plusieurs fois :

1. pour t € T, la fonction z +— f(z,t) est C* sur X ;
o'f
Bz
[0,k — 1], et la fonction ¢ gl;—i(:c,t) est cmp sur T'.

2. pour z € X, la fonction ¢t — (z,t) est cmp et intégrable sur T pour tout j €

k
3. il existe ¢ cmp et intégrable telle que Vz € X, Vt € T, ‘%f(a:,t)’ < p(?),

alors la fonction g : z — fT f(z,t) dt est de classe C* et

_ 5
Vi <k, gu)(z):/ DS (a,4) at.
. oz

RAPPEL (théoréme de ROLLE):
Soit f une fonction continue sur [a,b]| et dérivable sur |a,b[. On suppose que f(a) = f(b).
Ainsi,
Je € Ja, b], f'(c) = 0.
EXERCICE 6 (La fonction I' — fin): 1.

2. La fonction I' est continue sur [1,2], et dérivable sur ]1,2[. En effet, I est C* sur [1,2].
Or, I'(1) = 0! = 1 = 1! = I'(2). Donc, d’aprés le théoréme de ROLLE, il existe o € ]1,2[
tel que I'(a) = 0. De plus, I'” est strictement positive (c.f. raisonnent ci-aprés) donc
T' est strictement croissante, d’ot I est injective. On en déduit que o est unique. En
effet, par ’absurde : si ’intégrale de la fonction est nulle et que la fonction est continue
et ne change pas de signes, alors la fonction est nulle. 4
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I'(z) — 0 +

I(z) \ /
r(a)

On sait que Vn € IN, I'(n 4+ 1) = n!. D’ow, I'(n) — +o0o0 quand n — +oo. De plus, T
est monotone (car strictement croissante) sur [2, +oo][, donc limz_, 4o I'(z) existe. Par
unicité de la limite,

lim T'(z) = lim T'(n) = +oo.

T— 400 n— oo

. D’aprés la formule de STIRLING,

n n
n! ~ 27mn (7) .
e

n— oo

Bt, pour & > 0, I |z])/e* < F(2)/a*. Or, T(|2]) = (|2]—1)! vamr oo /2mn(=) (22)™

€
ou n(z) = [z| — 1. D’oq,

n(z)\ ()
r(l2)) 2mn(z) (22))
k

T— -+ 00
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DEUXIEME PARTIE

T.D.

EXERCICE 3

1. Ona F(0) = [ H% dt = [Arctant]) = T, et

1
vz € R, 0< F(z) < / e dt=e® — 0,
0 z— +o00o
d’ou, d’aprés le théoréme des gendarmes, limz_, 4o F(z) = 0.
2. Onpose X =R, T =[0,1] et

f:XXxT—R
e~ (1+t%)

t
(28— s

— Soit t € T. La fonction z — f(z,t) est de classe C* sur X comme composée de
fonctions de classe C!.

— Soit z € X. La fonction fz : ¢t +— f(z,t) est continue comme composée de fonc-
tions continues. De plus, l'intégrale fT f(z,t) dt n’est pas impropre, la fonction

fz est donc intégrable. Egalement, on calcule
e—z2(1+t%)

T = —2z f(z,t).

0]
vt, —f(m,t) = -2z
Oz
La fonction t — g(z,t) est continue par morceaux sur 7T'.
—2(1+t2)

— On pose la fonction ¢ : t > 24/22 e
et on a

, qui est continue par morceaux sur T,

vt Ve, |2 (et)] =20el flet) < )
T
En effet, on calcule
1o} ‘ai
Oz

V. 0, —
v Oz

(z,t) = 2f(=z,t) — 4m2f(z:t) = _2(22 —-2)- f(z,t),

qui s’annule seulement pour z = /2 (car on a choisit z > 0), et il s’agit d’un
maximum. Comme la fonction z +— %(m,t) est paire, il s’agit d’un maximum
global sur R. C’est pour cela que ¢(t) = %(\/5, t). De plus, la fonction ¢ est
intégrable, car l'intégrale f T ©(t) dt n’est pas impropre.

, d a
Fi(z) = a/ f(z,t) dt = / a—i(m,t) dt
7P ap
1
/ (—2z)f(=z,t) dt
0
1
72:5/ f(z,t) dt
0
1
—2m/ e @ 7t gy
0
1
—2me_"'2/ o=t at
0
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3. La fonction G est une primitive de la fonction zt +— e*t2, qui est continue. On en
déduit, d’apreés le théoréme fondamentale de I’algébre, que G est dérivable (sur R). On
a

(G2)(z) = _2e—’~'2/ et dt
0

1
_22 —‘1142322
= —2e ze du avec le cdv ut = z
0

= F/(a)

4. On a G(0) =0, et
_¢2

vz € RY, Vte[l,z],0<et <e b,

Donc, par croissance de l’intégrale,
T 5 T
vz € RY, 0 g/ et dt = G(z) g/ et dt.
1 1

Or, l'intégrale f1+°° e~t dt converge, et 'intégrale fol e~t’ dt n'est pas impropre, la
fonction G est donc majorée. Et, la fonction G est croissante. On en déduit que la
fonction G converge en +oco.

5. En primitivant la relation de la question 3, on trouve
G%*(z)=—-F(z)+ K ou KEcR.
Ainsi, en passant a la limite, on a donc

G%z)+ F(z) =K —— K = lim G2%(z).
z— 400 z— 400
On en déduit que limgz 400 G(z) = /K. Calculons K : on a K = G?(0) + F(0) = %.
On en déduit que
vz

+oo 5
G(z) —— G(z) = / e dt =Y.
z— + 0o 0 2

EXERCICE 4

1. Ona, pour ¢ € R*, 0 < |a(¢)] = 572 Soit t € R*. Si [£] < 1, alors |sint| = sin |¢] < ¢
et donc |A(t)| < 1. Si |¢| > 1, alors [sint| < 1, et donc |h(t)]| < ﬁ < 1. On en déduit

que la fonction |h| est majorée par 1 sur R*.
2. Soit z > 0. L’intégrale I = f0+°° dt est impropre en 0 ET en +oo. L’in-
tégrale I converge si, et seulement si les intégrales A = f !

[ °
1

— D’aprés la question précédente, 0 <

sint _—xt
t e

sint _—=zt
t e

dt et B =

szit e~t| dt convergent.

%e*”k’ < |e’”| = e~ %t Bt l'intégrale
fol e~ %t dt converge car z > 0. On en déduit que A converge.
SiTnte_“’k < |e~| = e, Bt lintégrale f;m e~ %t dt converge

car z > 0.0n en déduit que B converge.

— De méme, 0 <

Ainsi, l'intégrale I converge. On a montré que

—+oo —+oo 1
I:/ dtg/ e ®tdt ==,
0 0 z

On a donc bien I < %

sint _
e ot
t
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3. L’intégrale de DIRICHLET converge si et seulement si les intégrales U = f 1+

V= f 01 s‘tit dt convergent.

0 sint
=3 dtet

— OnaVvte[0,1], 0 < Si;‘t < 1, et l'intégrale fol dt converge. Ainsi, V' converge.

— On fait une intégration par parties :

TE sint —cost]t™ TE —cost
0<U= — dt = = dt
) t 2 ) t2

e —cost
= —cosl 7/ dt,
t2
1

et ’intégrale f 1+°° %g” dt converge absolument. On en déduit que l'intégrale
V converge.

On en déduit que l'intégrale de DIRICHLET converge.
4. On pose X =]0,+oo[, T = ]0, 00| et

f:XXxT—R

int
(z,t) —> %e

—xt

— Soit t € T La fonction z + f(z,t) est de classe C! car la fonction exponentielle
est de classe C!.

— Soit € X. La fonction ¢ — f(z,t) est continue par morceaux, et elle est inté-
grable sur T d’aprés la question 2 (I’intégrale f - %e*kt dt converge absolu-
ment). De plus, on calcule

of

t— —~(z,t) = —sint e~ ",
Oz

qui est continue sur T'.
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