CHAPITRE 7

Hugo SaLou MPI*

Derniére mise a jour le 1¢* décembre 2022



I Cours

Premiére partie

Cours

0 Dénombrabilité

REMARQUE 1:
Un ensemble E est dit dénombrable s’il existe une bijection de E dans IN. L’ensemble Z des
entiers relatifs,EI et 'ensemble IN2 des couples d’entiersEl sont dénombrables.

Par suite, le produit cartésien £ X F' de deux ensembles dénombrables E et F' est aussi dé-
nombrable. Mieux : une union dénombrable d’ensembles dénombrable est aussi dénombrable.

Ainsi, on peut en conclure que Q = U ,¢7 % est dénombrable car cet union est dénombrable.
geN™

Mais, R n’est pas dénombrable.

DEMONSTRATION (une preuve de CANTOR pour la non-dénombrabilité de R):

Par Pabsurde, on suppose R dénombrable. On pose donc R = {ug,u1,u2,...}. On construit
par récurrence une suite (an)p e croissante majorée par 1 et et une suite (bp )nen décroissante
minorée par 0, telles que un & [an+1,bn+1]. Donc, (an)nen converge vers un réel A, et de
méme (by)nen converge vers un réel B. Or, par construction, fn, A = wu,,.

I
an, an41 l)”+ 1Un bn

Ficure 1 — Démonstration de la non-dénombrabilité de R

1 Reésultats et événements

EXEMPLE 2:
« On lance un dé » est une expérience aléatoire. Son univers (des résultats possibles) est
Q = [1,6].

« Le dé est tombé sur un numéro pair » est 'événement E = {2,4,6} C p(Q2). Un événement,
c’est ’ensemble des résultats favorables & cet événement. « Le dé est tombé sur 3 » est aussi
un événement (c’est ’événement {3}), et non un résultat 3.

Vocabulaire des probabilités Notation Vocabulaire des ensembles
Evénement certain Q Univers
Evénement impossible %] Ensemble vide
Evénement contraire | Q\ A=A | Complémentaire
Evénement élémentaire {w} Singleton
A implique B ACB A est une partie de B
Le résultat w réalise ’événement A weA w appartient & A
ET N Intersection

ou U Réunion (ou union)

Evénements incompatibles | AN B = @ | Parties disjointes

TaBLE 1 — Traduction vocabulaire ensembles-probabilités

1. on compte sur chaque codtés simultanément : ’application

b 2k —1 sik >0
—2k sik <0
est bijective.
2. On place les entiers sur les diagonales : I’application (z,y) — Ziif k+ vy de N x N dans IN
est bijective.
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REMARQUE 3 (unions et intersections):
Par définition,

we[)Ai < VieLweA;
i€l
et
wel|JAi < FieLwe A,
el
On dit que 'union UiEI A; est disjointe si les ensembles événements A; sont disjoints deux
adeux : Vi # j, AjNA; = & i.e. les événements A; et A; sont incompatibles (# indépendants).
On note alors cette union J;c; A;.

L’opération U est distributive par rapport a I’opération N, et 'opération N est distributive
par rapport & l'opérationU.

EXERCICE 4:
Voici une expérience aléatoire. On lance une piéce indéfiniment. A chaque lancer, la piéce
tombe sur PILE ou FACE. Quel est 'univers §2 de cette expérience ?

L’ensemble 2 est I’ensemble des résultats, et un résultat est une suite de PiLE ou FAcE.
D’ott, Q = {PiLE, Face}¥.

On pose, pour tout n € IN*, les événements A,, : « le premier FACE est au n-iéme lancer »
et By, : « les n premiers lancers donnent PILE. »

1. Quel est I’événement |J,, cy« An 7 Cet événement correspond & « la piéce est tombée
au moins une fois sur FAcCE. » Cette union est disjointe.

2. Quel est I’événement nnE]N* By, 7 Cet événement correspond & « on n’obtient que des
PILES. »

3. Exprimer B,, en fonction des événements Aj,. On a B, = Ur=1 Ak-
4. Quel est I’événement By, N Bpi1? Ona By, N By = Ayt
DEFINITION 5:
Soit un ensemble Q. On dit qu’une partie o de p(€2) est une tribu sur € si :
1. Qed;
2. si A€ d, alors A€ d; (stabilité par passage au complémentaire)
3. sivn € N, A, € d, alors U, cy An € 9. (stabilité par union dénombrable)
On appelle événement tout élément de la tribu.

ProprosIiTION 6:
I1 en résulte que
1. oed;
2. siVn €N, A, € d, alors [, oy An € o5
3.siAecdet Bed,alors A\ B € 4.
DEMONSTRATION: 1. Ona Q= @.

2. On a mnE]N By = Une]N Bn, et VYn €N, B, € d.

3. L’ensemble A\ B, c’est I'ensemble des éléments qui sont dans A sans étre dans B. On
adonc A\ B=AnNB.

2 Probabilité

DEFINITION T7:
Le couple (92,d) est appelé espace probabilisable. On le munit d’une probabilité P (définie
ci-dessous). Ainsi, le triplet (Q,d, P) est dit espace probabilisable.
Une probabilité P sur (€2, d) est une application P : 9 — [0, 1] telle que
1. P(Q)=1;
2. Pour toute suite (An)pen d’événements deux-a-deux incompatibles,

P( U An) =3 P(4n). (o-additivité).

nelN nelN
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REMARQUE 8:

Une union, finie ou dénombrable, est toujours commutative et on peut donc la notera in-
difféeremment (J, oy ou U;2 ;. Une somme finie de scalaires est commutative, une somme
dénombrable aussi si la série est absolument convergente (c’est le cas de la série > P(Ay)

dans la définition précédente) : on peut noter indifféremment »°>° ; ou 37, -

ProrosiTioN 9: 1. P(@) =0.

2. Pour toute suite finie (A1,...,An) € d™ d’événements deux-a-deux incompatibles,
n n
P(|J4n) =3 P(4n) (additivite).
i=1 i=1

3. Pour tout événement A € of, P(A) =1 — P(A).
4. Pour tout couple (A, B) € g1? d’événements,

ACB = P(A) < P(B). (croissance de la probabilité)
5. Pour tout couple (A, B) € 12 d’événements, P(AU B) = P(A) + P(B) + P(AN B).
6. Pour toute famille finie d’événements (A1,...,A,) € 4™,
n n
P( U An) < Z P(An) (sous-additivité).
n=1 n=1

DEMONSTRATION: 1. On utilise le point 3. : P(@) = P(Q) =1 — P(Q) = 0.

2. c.f. poly

3. On utilise le point 5. : 1 = P(AU A) = P(A) + P(A) + P(AN A) = P(A) + P(A), d’ou
P(A) =1- P(A).

4. SiACB,onaB=AU(B\ A), et donc P(B) = P(A) + P(B\ A) > P(A).

5. On a, d’une part A = (ANB)J(A\B), donc P(A) = P(ANB)+P(A\B), et d’autre part,
B = (BNA)Y(B\A),dou P(B) = P(BNA)+P(B\A). Or, (A\B)U(B\A)J(ANB) =
AU B, d’ou

P(A\ B) + P(B\ A) + P(AN B).

3 La continuité (dé)croissante

THEOREME 10:
Soit (Ap)pen une suite d’événements.

1. SiVn, A, C A,41, alors P( U An> = lim P(Ap). (continuité croissante)
n— oo
nelN
2. SiVn, An D A4, alors P( ﬂ An> = lim P(An). (continuité décroissante)

DEMONSTRATION:
On crée une suite d’événements (Bp)nen : on pose By = Ag, et pour n € IN*, on pose
Bpn = Ant1 \ An. L’union Une]N By, est disjointe. D’ou

e’} N
P( U Bn) =Y P(Ba)= lim 3 P(B).
nelN n=0 n=0

De plus, U en An = Upep,, . d'ott P(Upen An) = P(N,en Bn). Enfin (télescope), comme
Ap = Ap—1 U By, (par construction), d’ou

P(A,) = P(Ap_1) + P(Bn) i.e. P(Bnp)=P(A,)— P(An_1)

Ainsi, YN P(By) = P(An) — P(Ao) + P(Bo) = P(Ay). On en déduit que

P( U An> = lim P(Ay).
nelN

Pour la continuité croissante, on passe au complémentaire c.f. poly.
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COROLLAIRE 11:
Pour toute suite (Bp)pen d’événements, on a

n n
P(U )= P05 o P11 50)= () )
n€EN k=1 neN k=1
DEMONSTRATION:
Soit Ap = Uji_; Bk, alors A1 = Ay U B, d’ott Apy1 C An. Et, U, ey An = U, en Bn-
On conclut a ’aide du théoréme 10.

EXERCICE 12:
On lance indéfiniment une piéce qui tombe de maniére équiprobable sur PILE ou FACE. Montrer
que la probabilité d’obtenir toujours PILE est nulle.

On pose I’événement A, : « la piéce est tombée sur PILE aux n premiers lancers. » Ainsi,
I’événement « obtenir toujours PILE » vaut E = nne]N* Ap. On a aussi Ap+1 C Ap. D'ou,
par continuité décroissante, P(F) = limp—soc P(Ay). Or, il y a équiprobabilité, d’ou

_ #f résultats favorables  Card(A,) 1

P(Ap) = = = =,
(4r) # résultats possibles Card(2) 2z

On en déduit que P(E) = limy 00 27" = 0.
L’événement E n’est pas impossible (E # @) mais sa probabilité est nulle.

DEFINITION 13:
On dit qu’un événement est :

— négligeable ou presque impossible si sa probabilité est nulle;
— presque certain si sa probabilité vaut 1.

ProrosiTION 14 (o-sous-additivé):
Soit (Ap)nen une suite d’événements. Si la série > P(A,,) converge, alors

P(U 4n) < Y P(4n).

nelN nelN

DEMONSTRATION:
Par récurrence avec P(AU B) < P(A) + P(B), on peut démontrer que

N N
P(J 4n) < P(4n).
n=1 n=1

Montrons que les limites, quand N — oo, existent.
— limp oo EZ:O P(Ag) existe par hypothése.
— D’apreés le théoréme de la continuité croissante (corolaire 11), on a limy,— oo P( Ur_o Ak) =

COROLLAIRE 15: 1. Une union finie ou dénombrable d’événements négligeables est un évé-
nement négligeable.

2. Une intersection finie ou dénombrable d’événements presque certains est un événement
presque certain.

DEMONSTRATION: 1. La série > P(A,) = >0 converge, et donc 0 < P(UnEIN An) <
o200 =0. On en déduit que P(UJ, ey An) = 0.
2. On passe aux événements contraires : le contraire d’un événement presque certain est
un événement négligeable et le contraire de I'union est l'intersection des contraires.

4 L’indépendance
DEFINITION 16:
Soit (€2, d, P) un espace probabilisé.
On dit que deux événements A, B € 9 sont indépendants si P(AN B) = P(A) x P(B).

On dit qu’'une famille d’événements (A;);cr est
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— deuz-a-deux indépendants si Vi # j, P(A; NAj) = P(A;) X P(Aj);
— indépendants si, pour toute partie J C I finie,
P( N 4;) = IT P(ay).
jeJ jeJ
Exgercice 17: 1. Si A et B indépendants, alors A et B aussi. On a P(ANB) = P(A)x P(B).
Or, PLANB)+ P(ANB) = P(A) car (ANB)U (AN B) = A. D'ou,
P(ANB)=P(A) — P(AN B)
= P(A) — P(A) x P(B) par hypothése
= P(A) x (1—P(B))
= P(A) x P(B)

Donc A et B sont indépendants.

2. Si A est presque impossible, alors A et B sont indépendants. On suppose P(A) = 0.
On veut montrer que VB € d, P(AN B) = P(A) x P(B) = 0. Or, AN B C A,
d’ou, par croissance de la probabilité, 0 < P(AN B) < P(A) = 0. On en déduit que
P(ANB)=0= P(A) x P(B).

ExERcICE 18:
On considére deux lancers d’une piéce. On note les événements
— A : « La piéce tombe la premiére fois sur PILE, »
— B : « La piéce tombe la deuxiéme fois sur FACE, »
— C': « La piéce tombe au moins une fois sur FACE, »
— D : « La piéce tombe deux fois du méme coté. »
Montrer que les événements A, B et D sont deux-a-deux indépendants et ne sont pas indé-
pendants. Montrer que les événements A et C ne sont pas indépendants.

L’univers Q de cette expérience est Q = {P, F}? i.e. un résultat est un couple (u1,uz2) ot ug
et ug appartiennent a {P,F}. Et, il y a équiprobabilité.
CardA 2

1 1
= — = —. De méme, P(B) = —.
CardQ 4 2 2

Ona A= {(P,P),(P,F)}, dot P(A) =

On a C = {(P,F), (F, P), (F, F)}, d'ott P(C) = 2

Ona D = {(P,P),(F,F)}, dott P(D) = % - %

— ANB={(P,F)},dot P(ANB) =% =} x 1 = P(A) x P(B).
— BN D={(F,F)}, dou P(BND) = P(B) x P(D).

— AND = {(P,P)}, dod P(AND) = P(A) x P(D).

— ANBND =@, mais P(A) x P(B) x P(D) # 0= P(@) = P(AN BN D).

ProrosiTiON 19:
Soit (Bp)nen une suite d’événements indépendants. On a

P( N Bn) = 1im T P(By).
nelN k=0

DEMONSTRATION:
Par continuité décroissante, on sait que P(mne]N Bn) = limp o P(nZ:o Bk). Or, les évé-
nements By, sont indépendants, donc P((i_q Bx) = [Ir_o P(Bk). D’ou

P( N ) - nlew]}i[()P(Bk).

nelN
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5 Probabilité conditionnelle

ProprosiTiON — DEFINITION 20:
Soit (2,9, P) un espace probabilisé. Soient A, B € 9l deux événements. Si la probabilité de
I’événement A n’est pas nulle, alors

1. on appelle probabilité de B sachant A, et on note P4(B) ou P(B | A), le rapport

P(ANB)

PA(B) = P(B| 4) = =

2. Dapplication

Pyl — [0,1]

B+ P(B|A)
est une probabilité sur I’espace probabilisable (€2, o).
DEMONSTRATION:
c.f. poly.

ProposiTioN 21:
Soient A et B deux événements, ot P(A) # 0.

1. Si A et B sont indépendants, alors P(B) = P4(B).
2. Si A C B, alors P4(B) = 1.

DEMONSTRATION: 1. On a P4(B) = P(ANB)/P(A)=P(A) x P(B) / P(A) = P(B).
2. Ona ANB = A, donc P4(B)=P(ANB)/P(A)=P(A)/ P(A) =1.

REMARQUE 22:

ATTENTION : B | A n’est pas un événement, c’est une notation différente. « Calculer une
probabilité conditionnelle, c’est changer d’observateur. »

EXERCICE 23:
On lance deux fois une piéce. Calculer

1. la probabilité que la piéce tombe deux fois sur PILE sachant qu’elle tombe la premiére
fois sur PILE ;

2. la probabilité que la piéce tombe deux fois sur PILE sachant qu’elle tombe au moins
une fois sur PILE.

1. On note A I’événement « la piéce tombe deux fois sur PIiLE, » et B ’événement « la
piéce tombe la premiére fois sur PILE. »

P(ANB) _1/4 1

Pa(4) = P(A| B) = —p o= = 15 = 5.

2. On note C I’événement « la piéce tombe au moins une fois sur PILE. » Ainsi,

_P(ANC) _1/4 1
EQIGES ot e

6 La formule des probabilités totales

DEFINITION 24:
Soit I un ensemble fini ou dénombrable. On dit qu’'une famille d’événements (A;);cr est un
systéme complet d’événements si leur union est disjointe et certaine, autrement dit :

Vi g, AiNAj =2 et 4=
el

On dit que c’est un systéme quasi complet d’événements si leur union est disjointe et presque
certaine, autrement dit :

Vitj, AiNAj =2 et P(UAi)zl
el
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REMARQUE 25: 1. Si on fait une expérience aléatoire, alors un unique événement du sys-
téme complet se réalise.

2. Si A est un événement, alors {A, A} est un systéme complet d’événements.

3. Pour tout systéme quasi complet d’événements, Ziel P(A;) =1 par o-additivité.
METHODE 26:
Un systéme complet d’événements (A;);c; permet de décomposer un événement B quel-
conque : on a |J;c; A; = Q, dou VB € d, |J;c (BN A;) = BN (U;e; Ai) = BNQ = B, par
distributivité de N par rapport a U. Ainsi, on a P(B) = >,.; P(BN 4;).
TuEorEME 27 (Probabilités totales):
Soit (A;)ser un systéme quasi complet d’événements. Alors,

P(B)=>_ P(BNA,).
i€l

Si les événements A; ne sont pas de probabilités nulles, alors

P(B) =) P(A:) x P(B| 4).
i€l

DEMONSTRATION:
On compléte la famille d’événements (A;);e; en un systéme complet d’événements en po-
sant C' = Q \ U;c; Ai- Alors, (Uie[ Ai) W C = Q, et cet union est disjointe. D’otl1, pour tout
événement B € ¢, P(B) = P(BNC)+Y_,c; P(BNA;). Or, P(BNC) = 0,car 3, .; P(A;) =1,
et Q = CU (U, As) et cette union est disjointe, d’ou P(Q2) = 1 = P(C)+1, donc P(C) = 0;
mais, comme BN C C C, alors P(BNC) < P(C) =0. On a donc bien P(BNC) = 0.
EXERCICE 28:
On lance un dé a cinq faces. Calculer, pour chaque n € IN*, la probabilité u, de ’événe-
ment S, : « la somme des résultats obtenus lors des n premiers lancers est paire. »

On considére le systéme complet d’événements {Sp, Sp }. Ona Pg, (Sn41) = %, et Py (Sn+1) =
%. Or, Sp41 = (Sn+1 N Sn) WU (Spt1 N Sy), et cette union est disjointe. D’out
Un+1
— _
P(Sn+1) = P(Sn+1 n Sn) -+ P(Sn+1 n Sn)
= P(Sn) X Ps,,(Sn+1) + P(Sn) X Pg, (Snt1)

3
= —un + g(l 7“71)

Un

(S UNCNS IR N
Tt =

On résout cette suite définie par une relation de récurrence arithmético-géométrique. Pour
cela, on commence par chercher un point fixe de cette relation (une suite constante vérifiant
cette relation) : on résout

g 1 6 3 1
b==-—-d <= A== << (=—.
5 B 5 5 2
D’ou,
Un+1 = %Un aF %
_ 1 3
(unt1 =0 = —% (un—19)
N——— N——
Un+1 Un

donc
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7 La formule des probabilités composées

EXERCICE 29:
Une urne contient 5 boules blanches et 2 boules noires. On tire 2 boules 'une aprés 'autre et
sans remise. Calculer la probabilité que les deux premiéres boules tirées soient blanches.

On pose Bj : « la premiére boule est blanche » et Bg : « la seconde boule est blanche. »
On a, d’apreés la formule des probabilités composées,

P(Bl n Bz) = P(Bl) X P(BQ | Bl).
Or, par équiprobabilité, P(B1) = 5/7, et P(Bz | B1) = 4/6. On en déduit que

5 4 10
P(BiNBz) ==X —-=—.
(BinBa) =7 g =03
TuEorEME 30 (Formule des probabilités composées):
Soit (2, d, P) un espace probabilisé, et soit (A1, ..., An) une famille finie d’événements. Si la
probabilité de A1 N A2 N---N A, n’est pas nulle, alors

P(Alﬁ~“ﬂAn):P(A1)><P(A1 |A2)><P(A3‘AlﬂAz)'“P(An|A1ﬂ'-~ﬂAn_1).

DEMONSTRATION (par récurrence sur n): — On a bien P(A; NAy) = P(A1) X P(Az | A1)
par définition de P(Az | Ap).
— c.f. le poly

8 Formule de BAYES

THEOREME 31 (Formule de BAYES):
Soient A et B deux événements de probabilités non-nulles. Alors,

P(A) x P(B | A)

P(A|B) =
(4] B) i
DEMONSTRATION:
Par définition, on a
pa| By = PADE) o ppay= ZAND)
P(B) P(A)

Ainsi, par produit en croix, on a

P(A) x P(B| A)

P(A|B) = =5

METHODE 32:
On peut utiliser la formule de Baves avec la formule des probabilités totales, comme dans
I’exercice suivant.

EXERCICE 33:

Un joueur tire une carte dans un jeu de 52 cartes (il y a 4 as dans ce jeu). On suppose qu’un
tricheur est certain de tirer un as et qu’il y a, parmi les joueurs, une proportion p € |0,1[ de
tricheurs :

— quelle est la probabilité qu’un joueur, pris au hasard, tire un as?

— le joueur vient de tirer un as, quelle est la probabilité qu’il ait triché ?

On pose les événements 7" : « le joueur est un tricheur » et A : « le joueur tire un as. » On
Z donc P(A|T)=1,et P(A|T) = % = % (T,T) est un systéme complet d’événements,
‘oll
P(A) = P(T) x P(A|T)+ P(T) x P(A|T),
d’apreés la formule des probabilités totales. D’ou,
1—p 12 1
P(A) = — = — —.
(A =p+ 3= =3P+ 3



I Cours

On nous demande P(7T | A). On a calculé P(A | T'), et d’aprés la formule de BAYES, on a
P(T)x P(A|T)=P(A)x P(T | A).
D’ou,

P(T) x P(A|T
P(T|A):$
__r
12 1
1Pt 13

13p
12p+1
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10



11 T.D.
Deuxiéme partie
Exercice 4
On a

An+4+1 = %bn + %Cn
bn+1 = % n + é
Cn41 = %an A %bn

D’ou,

An+1

bn+1 = 2

Cn+1
——

Un41

Diagonalisons cette matrice M. On a

xm(X) =

En effet, soit A € R, on calcule

(X —1)2- (X +2).

A -1 -1
A -1
-1 -1 A

det(A3 — M) = |—1

A+1
=| O
=il

:(A+1)<‘ o \

()\+1)
=(A+1)

D’ou, Sp(M) = {1, —2}.

1)(
(
2

-1 0
A+ —A-1
—1 A

1 —A—1
A+ A ’*'—01

YA+ X=X =1—-x—-1)

A2 —X+2)
-(A=2)

11

-A-1

)
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