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Premiére partie

Cours

1 Trois maniéres de converger

1.1 Convergence simple et convergence uniforme

RAPPEL (Suites et séries numériques):

Les suites (un) et les séries > u, ont une nature mais pas de valeurs. Les valeurs u, et
> h—o Uk sont respectivement le n-iéme terme de la suite, et la somme partielle de la série. Le
reste > 7 . uy est défini que si la série 3 un, et il tend vers 0. La somme Y -7 o est définie
si la série Z Uy converge.

Nous avons vu au chapitre précédent les suites de fonctions, et les deux types de convergence :
simple et uniforme. Dans ce chapitre, on s’intéresse aux séries de fonctions. Mais, au lieu de
deux méthodes de convergence, il y en a trois pour les séries : normale, simple et uniforme.
On a

convergence simple g / convergence uniforme S / convergence normale.

ATTENTION : les théorémes sur les séries numériques NE SONT PAS, en général, VRAIS pour
les séries de fonctions.

RAPPEL:
La suite de fonctions (fn)nen converge simplement vers la fonction f si, et seulement si

Vz, fn(x) —— f(z).

n—oo

Et, elle converge uniformément vers f si, et seulement si
sup |fn(:v) — f(a:)} — 0.

DEFINITION 1:
La série de fonctions ) f,, converge simplement vers la fonction S si

¥z, Sa(z) —— S(@), ou Su(@) = fu(@).
k=0

De méme que pour les suites, la série de fonctions Y f, converge uniformément vers la fonc-
tion S si

sup |Sp(z) — S(z)| —— 0.

REMARQUE 2:
On pose des notations similaires que pour les séries numériques pour la somme et pour le
reste.

METHODE 3:

la série de fonctions Y f, converge uniformément sur I vers la fonction S
<= le reste R,, (fonction) converge uniformément vers 0 (fonction nulle)
— la suite de fonctions (f)nen converge uniformément vers 0 (fonction nulle).
PRrREUVE:

On sait que, par définition, la série de fonctions ) f, converge uniformément vers S sur
I si et seulement si sup,e; |Sn(z) — S(z)] —— 0. Or, Va € I, S(z) — Sn(z) = Rn(z).
n— oo

D’on, la série de fonctions Y f, converge uniformément vers S sur I si et seulement si
sup,c; |Rn(x)] —— 0, donc si et seulement si (par définition), la suite de fonctions
n—o0
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(Rn)nen converge uniformément vers 0. A présent, on veut montrer que sup,c; |fn(z)| —
0. Or, Vn € W*, Vo € I, Rn(z) = 332, . fr(z), et donc fn(z) = Rn—1(z) — Rn(z).
Dot |fn(x)| < |Rn—1(x)| + |Rn(x)|. Attention, on ne peut pas passer au sup directement.
Or, |Rn—1(z) — Rn(z)| < supye; [Rn—1(2)| + supye; |Rn(x)|, qui est un majorant. Do,
0 < supger |fn(x)] < supyer [Rn—1(2)| + supyer |Ra(x)] —= 0. Donc, par théoréme

d’existence de la limite par encadrement, sup,c; |fn(z)] —— 0.
n—o0

EXERCICE 4:
Soit, pour n € N, fy,(z) = 2™. Montrer que

1. la série de fonctions Y fy converge simplement sur |—1, 1| vers la fonction S : x — 1ix 8

2. elle ne converge pas uniformément sur | — 1,1[;
3. elle converge uniformément sur tout segment inclus dans | — 1, 1].
1. Soit # € | — 1, 1[. On veut montrer que la série numérique Y f (z) converge vers le réel

1

T On calcule
—T

n
1— n+1
P =144tz =T

1 car z # 1
k=0 -7

car |z| < 1.
n—oo 1 —gx

2. 1ERE yaNiERE On va montrer que la suite de fonctions (fr)nen ne converge pas uni-
formément vers la fonction nulle :

sup [{fn(a:) -0 m 0.

z€]|-1,1

On a, pour z € ] — 1, 1[, [fn(z) — 0] = |[2™]. Or, supgej—q [ [2"] =1 E/;) 0. D’on,
la suite de fonctions (fn)nenN ne converge pas uniformément vers la fonction nulle.
Ainsi, d’aprés la méthode 4, la série > f, ne converge pas uniformément sur | —1,1[.

2NPE MANIERE La série de fonctions Y fn converge uniformément vers S sur | — 1, 1] si,
et seulement si la suite de fonctions (Sy)nen converge uniformément vers S, donc
si, et seulement si sup,cj_q 1 |Sn(z) — S(z)| —= 0. On calcule

1 _zn+1 1 1‘"+1 |1“n+1
Vn, Ve e|—1,1[, |Sn(x)—S(x)|= = = = .
} [ }n() ()‘ 1—=x 1—=x 1—=xz 11—z
D’ou,
|x|n+1
sup ——— = +oo0 —/— 0.
zel-1,1] 1—x n—00
La série de fonctions Y f, ne converge pas uniformément sur | — 1,1[.
+1

3EME MaANIERE OnaVn € N, Vo € | — 1,1, |Sn(2) — S(z)| = % On pose, pour n €

N, up =1— #—1 Montrons que Sy, (un) — S(ur) ﬁ? 0. On calcule

Sn<1i)s(11>’:(1_n-lﬂ)n+1:(n+l)x<l1)n+1.

/B ey e
Or, (1= 7i7)"*" = el (-7)
r, 17n+1) =e n+l/, Et,
(n+1)1 (1 ! )—(+1)( + ( ! ))— 14+0(1) —— —1
& " n+1 = n+1 ° n+1 n ° n—00 ’
P 1 n+1 1 . a2 . .
Ainsi, ( - n—_H) — e~ par continuité de la fonction exponentielle. Et donc,
Sn(un) — S(un) —— 7 toocar n+ 1 — +oo et (1 — ﬁ)mrl — e~ L. Or,
n o0
SUPge |—1,1] |Sn(5”) - S(x)| = |Sn(un) - S(Un)|, et d’ou SUPge ]—1,1] }Sn(x) -
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3. On considére 'intervalle [«, 8] C | — 1, 1[. Sans perte de généralité, on choisit un segment
[—a,a] avec 0 < a < 1. On veut montrer que sup,c|_q qf |Sn(z) — S(x)| ——— 0. On
’ n—r00

calcule

|x‘n+1 an+1
Va € [70"0‘}» 0< ‘Sn(x) - S(-’E){ = < 5
11—z 1—-a

an+1
1—a

Donc, d’aprés le théoréme d’existence de la limite par encadrement,

qui est un majorant. D’ott, 0 < SUp,¢[_q,q] |Sn(x) — S(z)| < —— O car |a| < 1.
) n—oo

sup  |Sn(z) — S(z)] —— 0.

2€[-a,a] e

1.2 Convergence normale

DEFINITION 5:
On dit qu’une série de fonctions Y f, converge normalement sur I C R s’il existe une suite de
réels (un)nen tels que Vn, Va, |fn(x)| < un, et que la série (numérique) des > u, converge.

PropPoOSITION 6:
La série de fonctions ) f converge normalement si, et seulement si la série numérique
> sup |fn| converge.
PrREUVE: “ <=7 Soit, pour n € N, un = sup,cs |fn(x)|. Alors up > |fn(x)|, Vo. D’o,
comme la série Y u, converge, alors Y f, converge normalement.
“ =" sup,cs |fn(2)| est un majorant, et c’est le plus petit. D’ou, sup,c; |fn(x)|, qui est
un majorant. Or, > u, converge, donc Y sup,c; |fn(z)].

ProrosiTION 7:
On a

convergence simple =2  convergence uniforme L  convergence normale..
PREUVE:
Montrons convergence normale = convergence uniforme. Les autres cas ont déja été traités
au chapitre précédent. Soit (fr)nen une suite de fonctions dont la série ) f,, converge norma-
lement. Montrons que la série de fonctions converge uniformément, i.e., sup, ¢y |Rn(z)] ——
n— o0

0. Comme la série de fonctions > f,, converge normalement, il existe une suite (uy )nen telle
que Vn, Vz, | fn(z)| < un, et la série numérique ) u, converge. On calcule

Ra@|=| 3 #@|< Y 1@< D un,
k=n+1 k=n+1 k=n+1

qui est un majorant. (R, (x) existe car la série de réels > f (x) converge car > | fn (z)| converge
car |fn(z)| < un, et > un converge. Egalement, le reste > 72 . |fx ()| existe car la série
numérique Y |fi(z)| converge.) D’owt, 0 < supye; [Rn(z)| < 352, 41 Uk, qui tend vers O car
tout reste d’une série numérique convergente tend vers 0. D’aprés le théoréme d’existence de
la limite par encadrement, sup,c; |Rn ()] —= 0.

EXERCICE 8:
Soit, pour n € IN*, la fonction

fn:R— R
="

T — 50
n+x

Montrer que
1. la série des fonctions Y fn converge simplement sur R
2. elle ne converge pas normalement sur R

3. elle converge uniformément sur R

1. Soit z € R. La série numérique > fn(x) est une série alternée. Soit (un)nen la suite
définie par, pour n € IN, ﬁlﬂ Cette suite tend vers 0 et est décroissante (un+41 < Un).
D’ou, d’aprés le théoréme des séries alternées, la série numérique » (—1)"u, converge.
Ainsi, la série de fonctions ) f converge simplement sur R.
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1
n+:r:2
~ % qui ne change pas de signe, et Z% par critére de RIEMANN. Donc, la

2. La convergence n’est pas normal car | fn(z)| = ﬁlﬂ Or, > |fu(z)| =3 diverge

car

n+12
série Y fn ne converge pas normalement.

3. La convergence est uniforme car la suite des restes (Rn(:v)) converge uniformé-

(="

k+ax2 "

sup,ecr |Rn(z)| — 0. On sait que, pour tout n € IN*, pour tout z € R, |Rn(z)| <
1

nelN

ment vers 0. On a, pour n € IN*, Rp(z) = >, On veut montrer que

qui est un majorant. D’ow, sup,cr |Rn(z)| < qui tend vers 0.

1 1 _1
ntlfa? S ntl’ n+1’
D’apreés le théoréme d’existence de la limite par encadrement, sup,cg |Rn(z)| tend vers

0.

2 Continuité

THEOREME 9:

Soient [ un intervalle de R et a € I. Soit, pour chaque n € IN, une fonction f, continue en
a. Si la série de fonctions Y f,, converge uniformément sur I vers une fonction S, alors S est
aussi continue en a.

PREUVE:

On pose, pour n. € IN, la somme partielle Sy, (z) = > 7_ fr(z). Comme chaque fonction f, est
continue, alors S, est continue. Or, comme la série de fonctions converge uniformément, on en
déduit que la suite (Sn)nen converge uniformément. Donc, par transmission de la continuité
par convergence uniforme, la fonction S : @ — > >° ; fn(x) est continue.

COROLLAIRE 10:
Une série de fonctions continue uniformément convergente, converge vers une fonction conti-
nue.

ExERcICE 11:
Soit la série de fonctions ), z™(1 — ). (Soit Vn, Yz, fn(z) = 2™(1 — z).) Montrons que Y fn
converge simplement mais pas uniformément.

Soit « € [0,1]. La série numérique Y fn(z) = > 2™(1 —z) = (1 —x) Y z™ converge car, si
z € [0, 1], alors > x™ converge, et si z = 1, alors > «™(1 —x) = > 0 qui converge. Donc ) fr
converge simplement sur [0, 1].

Mais, chaque fonction (fr)nen est continue (c’est un polynoéme), tandis que la somme ne
I’est pas. En effet,

Vz€[0,1], S(@) =) falz)=) a"(1-2).
n=0 n=0

. . 1
Or,siz=1,alors S(z) =0. Et,siz #1, > ;2 gz"(1-z) =(1—-z) 1 2= (1-2) = =1.
La fonction S n’est pas continue. Donc la convergence n’est pas uniforme.

TuEOREME 12 (double-limite/interversion somme-limite):

Soit une suite de fonction (fn)nen de I et soit a € R, une extrémité de 1. Si la série de fonctions
>~ fn converge uniformément sur I, vers une fonction S et si chaque fonction f,, admet une
limite finie b,, en a, alors la série numérique Y b, converge et limgz_, S(z) = ZZO:() bn.
Autrement dit,

lim 3 fal@) = 3 lim fnlo).
n=0 n=0

PREUVE:

On pose, pour n € N, Sy (x) = > 7' fi(z). La suite (Sn)nen converge uniformément sur 1.

Egalement, on a Sy (x) —— > ' bj, car c’est une somme finie de limites. D’ou, d’aprés le
T—ra -

théoréme de la double-limite pour les suites de fonctions (théoréme 9 du chapitre précédent),
on a

lim lim Sp(z) = lim lim Sy,(z).

T—ra n—roo n—oo r—a

N———
2XiZo fr(@)

Aussi, limp o0 limg—q Sp(z) = limy— oo (lirnm_,(L Do i (x)) Or, comme la somme >, fr(x)



I Cours

est finie, et que la limite d’une somme finie est la somme des limites, on a donc
oo n oo
Jim 3 fnte) = Jim, (3 Jim fu(e)) = 3 Jim, (o)
n=0 k=0 k=0
EXERCICE 13:
On pose la fonction S définie par
S:R— R
(oo}
=1l n
G )
n

5
:1n+m

Montrer, de deux maniéres, que limg,_, 4o S(z) = 0.

On a déja montré, dans 'exercice 8, que la série de fonctions Y f, converge uniformé-
(—1)"

n+x2

| — oo, +o0o[. D’autre part, Vn, limg—s 4 oo fn(z) =0 € R. D’ou, d’aprés le théoréme d’interver-

sion somme-limite,

ment en notant f, : x — . D’une part, la série de fonctions converge uniformément sur

(oo} oo
i S6)= 3 o) = 00

Autre méthode (sans le théoréme d’interversion somme-limite, avec le théoréme des séries
alternées) : on a montré dans I’exercice 8, que ﬁlﬂ tend vers 0 (quand n — co) en décroissant,
(=n"

n+ac2

donc, d’apres le théoréme des séries alternées, la série numérique y converge. De plus,

encore d’aprés le TSA,
1 1 1

———— <S@)<- —.
14 z2 (@) 1+m2+2+x2

Vz € R,

0 Donc, d’aprés le théoreme d’existence de la

1 P 1 4 _1_
Or, 4+22 4400 z—too  1tz? + 2+a2”
limite par encadrement, S(z) —— 0.

x—+o00

3 Intégrer

THEOREME 14:
Soit une suite de fonctions (fy)nen définies sur un segment [a, b]. Si la série de fonctions > fp
converge uniformément vers S, alors S est continue sur [a, b] et

/:7 S(t) dt = /abnijzofn(t) dt = ni::o/:) Fa(t) dt.

PREUVE:

On pose, pour n € N, Sy (z) = > 7, fi(x). Comme la série de fonctions > f, converge
uniformément sur [a, b, alors la suite de fonctions (Sp)nen converge uniformément sur [a, b].
Aussi, chaque fonction S, est continue (car c’est une somme finie de fonctions continues).
D’on, d’aprés le théoréme d’interversion somme-intégrale (pour les suites de fonctions), on a

b b
/ lim Sy(z) dz = lim / Sn(z) dz.

n— oo n— oo
3 5io fn(@)
Or, comme la somme S, (z) est finie, on peut intervertir somme et intégrale : lim,, oo fab > bheo fr(z) dz =

limn oo Y7 S0 fi(@) do = Y250 f? fule) da.

Ce théoréme s’appelle le théoréme d’intégration terme a terme. Ceci rappelle le théoréme
d’intégration terme a terme pour les développements limités : si f(z) = ap+ai1z+- - -+ anz™+
o(z™), alors

/zf(t) dt:/m (a0 + a1z + -+ - + ant™ + o(t™)) dt
0 0

CE2 tn+1
:a01+01?+"'an

n+1
m——] + o(z™ ).
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ExERCICE 15:

Soit # € ]—1,1[. On pose, pour tout n, fn(t) = t"™ continue. La série de fonctions ) fn
converge uniformément sur le segment [0, z] (ou [z, 0] si < 0), car elle converge normalement
sur [0,z]. En effet, Vn € IN, V¢t € [0,z] U [z,0], | fn(¢)] < |2|™ qui ne dépend pas de t. Et, la
série numérique Y |z|™ converge car c’est une série géométrique de raison |z| € |—1,1[. D’ou,
on peut intégrer ;=— = > he o™ terme A terme :

—In(l—z)=>_

k=0

xn+1

n+1

THEOREME 16 (intégration terme-a-terme sur un intervalle quelconque):
Soit I un intervalle, et soit une suite de fonctions continues par morceaux et intégrables sur
I.Si
1. la série de fonctions Y fn converge simplement sur I vers une fonction S continue par
morceaux sur [ ;
2. la série de réels 3 [} [fn(t)| dt converge,

alors S est intégrable et
Z/fn(t) dt:/S(t) dt.
i=171 4

Ce théoréme est admis, et la preuve n’utilise pas le théoréme de la convergence dominée.

EXERCICE 17:

2
Montrer que I'intégrale 1l _=

+oo =z _
0 k2 — 6 °

=7 dx est convergente, et qu’elle vaut DI

L’intégrale o+°O so—7 dz est impropre. Elle converge si et seulement si les deux intégrales
1 e
I = [y =5 da converge et J = [["°° 755 dx converge. On a %7 ~ostoo oo = e:/2 x

ﬁ = o(e*”/Q), et e=%/2 ne change pas de signe. Or, lintégrale 1+°° e~%/2 dz converge,
d’ott J aussi. On a e = 1+ +0z—0(z), d’'ott e — 1 = z +0(x) ~z—0 x. Done, 5 ~z—01
d’ott, 4

7 = 1 donc l'intégrale I est faussement impropre en 0, donc convergente.

Calculons sa valeur. Onaz/(e* —1) = ze ™% /(1—e™%), et e ™% /(1—e™%) = e~ = 302 ( (e~ @)k
pour tout = € |0, +-c0l, car la série >_(e~%)* est une série géométrique dont la raison e~%, en
valeur absolue, est strictement inférieure a 1. D’ou

+oo o +oo , -
/0 e dm:/o (kglme 50) dz.

En effet, on calcule 'intégrale suivante a l’aide d’une intégration par parties :

Y =l ]|® vioq 1
/ zek® gz = |28 —/ (—767“) dop —— ——.
0 k 0 k y—+oo k2

0
On vérifie & présent les hypothéses d’intégration terme-a-terme sur un intervalle quelconque.
Chaque fonction

fr }0, +OO[ — R

z —> ze kT
est intégrable sur ]0, 4o0o[ car 0+°° |fr(z)| dz = f0+°° ze~k? dz qui converge (en coupant
I’exponentielle en deux). La série de fonctions ) | fi converge simplement sur |0, +oo| car, soit
x>0, fu(z) = 3 xe F® converge (en coupant I’exponentielle en deux). La série numérique
> Jg+ [fk(8)] dt converge car 3 1712 converge.

4 Dériver

THEOREME 18 (dérivation terme & terme):
Si toute fonction f,, est de classe €1, que la série de fonctions Y f,, converge simplement sur
[a, b], et que la série de fonctions Y f/ converge uniformément sur [a,b], alors

=3 @ =Y (e,
k=0 k=0
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PREUVE:

On pose, pour n € N, Sp(x) = > ;' fr(x). La suite de fonctions (Sn)necn converge simple-
ment vers une fonction S. Et, la suite de fonctions (S},)nen converge uniformément vers S’.
Donc, d’aprés le théoréme d’interversion dérivée-limite, on a

———
2o fk(®@)

Et, d%Sn (@)=D2 %fn(ac) car c’est une somme finie. D’o1l,
n =)

d & ) d d
o ;Mm) = lim 37 = fa(@) = 3 —fn(@).

k=0 k=0
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