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/\ Méthode

I Cours

Premiére partie

Cours

1 Deux maniéres de converger

DEFINITION 1:
Soit T' une partie de R. Soit, pour n € N, f,, : T" — R, une fonction. Soit également une
fonction f : T'— R. On dit que la suite de fonctions (fn)nen :

1. converge simplement sur T vers f, si vVt €T, fn(t) —+> f@);
n— oo
2. converge uniformément sur T vers f, si sup |fn(t) — f(t)] ——— 0.
teT n—+4o00

Si une suite de fonctions (fn)nen converge uniformément vers f, alors la suite de fonctions
(fn)nen converge simplement vers f. Mais, la réciproque est fausse :

convergence uniforme j convergence simple.

EXERCICE 2:
On considére, pour n € IN, la fonction

g
=
fn:[0,1] — R
t—t".
Soit ¢ € [0,1]. Alors,
0 sitelo1]
t)=t" —— ’
fn(® t—+o0 {1 sit=1.

D’ou la suite de fonctions (fpn)nen converge simplement vers la fonction f définie ci-dessous :

f:00,1] — R

0 sitelo,1],
t—
1 sit=1.

Cette convergence n’est pas uniforme car, comme sup;¢ (g 1] fn(t) = 1, d’ot sup,c(g 1 [fn(t) —

FO1=1 o

2¢me methode : montrer qu’une suite de fonctions ne converge pas uniformément. soit
(un)nen une suite de réels définis, pour n € IN* par u, = 1 — %, qui converge vers 1 en
+o0. Alors,

oty = (1= 1) cermlid) _ XA et o
n n——+oo
D'ott, f(un) = f(un) = (1= 1)" =0 —~£—0. Or, sup [fo = f| > |fn(un) = f(un)|- D'ou
sup |fn — f| —/—0.

n—-+oo

Soit a € [0,1[. Mais, la suite de fonctions (fn)nen converge uniformément sur [0,a] : en
effet, montrons que

sup |fn(t) — f(t)] ——— 0 aussi noté sup |fn — f| ——— 0.
te(0,a] n—+o00 [0,a] n—+oo
Calculons |frn(t) — f(t)| = |fn(t) — 0] = [t"] < a™. D’ou a™ est un majorant. Ainsi, par
définition de la borne supérieure, SUP[g,q] |frn — fl < a™. Or, SUp[g,q] |fn — f| = 0, et donc,
d’apreés le théoréme d’existence de la limite par encadrement,

sup | fu(t) = F(H)] —— 0.
€[0,a] n—4oo

1. La borne supérieure est définie comme le plus petit majorant.
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Fiaure 1 — Convergence de la suite de fonctions (t"),en
REMARQUE 3 (sert rarement sauf pour prouver le théoréme 6): 1. (fn)nen converge simple-
ment sur 7" vers f si et seulement si

« a partir d’un certain rang »

VEET, Ve >0, AN €N, ¥n > N, |fu(t) — f(t)| <e.

Ici, le N dépend de t et de €.

2. (fn)nen converge uniformément sur 7' vers f si et seulement si
Ve >0,IN €N, Vn> N, Vt €T, |fn(t)— f(¥)| <e.
Ici, le N ne dépend que de ¢ et pas de t : le méme N convient pour tous les t.
EXERCICE 4:

(frn)nen converge simplement vers f sur [0, 1] &L vz e [0,1], fn(z) P (z).
n oo

Or, si z € ]0,1], alors fp(x) —+> 0 car, a partir d’un certain rang N, Vn > N, fn(z) =0;
n— oo

et,siz =0, fn(z) = fn(0) =1 ——— 1. Soit ainsi
n—-+oo

f:10,1] — [0,1]

0 size]o,1]
T —
1 siz=0.

Alors, la suite de fonctions (fr)nen converge vers la fonction f.

(frn)nen converge uniformément vers f gefy sup |fn(z) — f(z)]| —— 0.
z€[0,1] n— oo

Or, sup¢o,1] |fn(@) — f(2)| =1 —F~—0.

n—-+oo

Soit € [0,1]. Si z = 0, alors fr(z) = fn(0) =0 P 0; si z €10,1], alors fp(xz) =0 a
n—r oo
partir d’un certain rang, et donc fp () —+> 0. D’ou la suite de fonctions (fn)nen converge
n—r oo

simplement vers la fonction nulle. Mais, la convergence n’est pas uniforme :

sup |fn(z)—0/=2n+2 —F— 0.
] n——+oo

z€[0,1
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2 Continuité

EXEMPLE 5:

Dans I'exercice 2, chaque fonction fn, : ¢t — t™ est continue sur [0, 1] mais la limite f n’est pas
continue sur [0, 1] (car elle n’est pas continue en 1).

THEOREME 6:

Soit a un réel dans un intervalle T' de R. Si une suite de fonctions (fn)n,en continues en a
converge uniformément sur 7" vers une fonction f, alors f est aussi continue en a.

PRrREUVE:

On suppose les fonctions f,, continues en a (fn(z) — fn(a)) et que la suite de fonctions
(fn)nen converge uniformément vers f (sup |fn — f| — 0). On veut montrer que f est
continue en a : f(z) - f(a), ie.

Ve >0,36>0,Vz €T, |z—a|<d = |f(z)— fa)| <e.
Soit € > 0. On calcule

|f(z) = f(@)| < |f(2) = fu(@)| + [fu(2) = fn(a)| +|fn(a) = f(a)]
par inégalité triangulaire. Or, par hypothése, il existe un rang N € IN (qui ne dépend pas
de z ou de a), tel que, Vn > N, |f(z) — fn(ar)| < %8, et {fn(a) — f(a)| < %E. De plus, par
hypotheése, il existe § > 0 tel que si |z —a| < 4, alors | fr(z) — fn(a)| < %e. On en déduit que
|f(z) - fa)] <e.
COROLLAIRE 7:
Soit T un intervalle de R. Si une suite de fonctions (fn)nen continues sur T' converge unifor-
mément sur 7" vers une fonction continue sur 7'.
METHODE 8 (Stratégie de la barriére): 1. La continuité (la dérivabilité aussi) est une pro-
priété locale. Pour montrer qu’une fonction est continue sur un intervalle 7', il suffit donc
de montrer qu’elle est continue sur tout segment inclus dans 7.

2. Mais, la convergence uniforme est une propriété globale. La convergence sur tout segment
inclus dans un intervalle n’implique pas la convergence uniforme sur l'intervalle (voir
Pexercice 2).

3. On n’écrit pas

convergence uniforme convergence uniforme continuité
avec barriére sans barriére sans barriére
mais plutot
convergence uniforme — continui_tg’z Continui_tg’e
avec barriére avec barriére sans barriére’

4. Si, pour tous a et b, f est bornée sur [a,b] C T, mais cela n’implique pas que f est
bornée. Contre-exemple : la fonction f : x — % est bornée sur tout intervalle [a, b] avec

a, b€ R, mais f n'est pas bornée sur 10, 4+o00].
TuEOREME 9 (double-limite ou d’interversion des limites):
Soit une suite de fonctions (fn)nen définies sur un intervalle T, et, soit a une extrémité (éven-
tuellement inﬁnie)El de cet intervalle. Si la suite de fonctions (fr)nen converge uniformément
sur 7" vers f et si chaque fonction f,, admet une limite finie b,, en a, alors la suite de réels b,
converge vers un réel b, et lim;—,4 f(t) = b. Autrement dit,

lim( lim fn(t)): lim (tlggfn(t)).
N——

t—a \n—+oco n—-+oo
f(=) bn
O

REMARQUE:

Le théoréme de la double-limite « contient » le théoréme 6 (théoréme de préservation/trans-
mission de la continuité), c’est un cas particulier. En effet, si les fonctions f, sont continues,
alors

lim a).
—+oo fn( )

f(a)

2. C’est la ou ’hypothése de la convergence uniforme est utilisée : on a besoin que le N ne
dépende pas de x car on le fait varier.

3. autrement dit, a € R = RU {400, —oco}

Jim, )=,
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CONTRE-EXEMPLE:
On considére la suite de fonctions (fn)nen = (t — t")nen.

f(t)

1= lim lim fn(t) # gl;nﬁ liToo fn(t) n’existe pas.

n—+oot—1 n—

1

3 Intégrer

THEOREME 10 (interversion de la limite et de I'intégrale sur un segment):
Si une suite de fonctions continues (fn)nen sur un segment [a, b] converge uniformément vers
f sur [a, b], alors f est continue sur [a,b] (théoréme 6) et

/ab (,dim_fa®)) dt= lim (/abfn(t) dt)
RO) —

(d’on, pas d’intégrales impropres). Autrement dit, la suite de fonctions (Fp)nen définies
comme primitives des fonctions continues f, :

converge uniformément vers
F:la,b] — R
xT
PN / £ dt.
a
PREUVE:

On suppose que la suite de fonctions (fn)nen converge uniformément vers f sur un segment
[a,b]. On veut monter que

RETW(Abfn(t) dt) f/abf(t) dt=0
ngrfoo(/abfn(t) dtf/abf(t) dt) —o.

0< ]/ab (fn(®) — f(®)) dt‘ </:|fn(t)—f(t)| dt

d’aprés I'inégalité triangulaire. Or, R 3 Mn = supyciq 3] [fn(t) — f(t)] ——— 0. D’ou M,

n——+oo

Or,

est un majorant donc

o<)/b(fn<t)—f(t)) dt‘S/an dt = (b—a) - My —— 0.

n——+oo

D’ou, d’apres le théoréme des gendarmes,ﬁ on a bien

/ab 76) de = Tim /ab Fult) dt.

La preuve de la seconde partie du théoréme est dans le poly.

THEOREME 11 (convergence dominée):
Soit T un intervalle et soit (fn)nen une suite de fonctions continues par morceaux sur 7. Si

4. aussi appelé théoréme d’existence de la limite par encadrement.
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1. la suite de fonctions (fn)nen converge simplement sur 7' vers une fonction f continue
par morceaux,
2. il existe une fonction ¢ continue par morceaux sur 7" et intégrableEl sur T telle que

VneN, VteT, |fult)| < ()
alors les fonctions f, et la fonction f sont intégrables et la suite de réels fT fn converge vers
le réel [ f.
EXERCICE 12: +o0 g—t/n

Montrer que la suite de réels I, =
miner sa limite.

T dt est bien définie, qu’elle converge et déter-
0

On doit donc montrer que I'intégrale I, converge (1) puis étudier la limite de la suite des
réels (In)nen (2). Soit

fn {0,400 — R

e—t/n

t—
1+ ¢2

1. L’intégrale I,, est impropre en +co. On a, Vt € [0,1], Vn € N, 0 < fr(¢) < ﬁ Or,
I'intégrale 0+°° H—% dt convergeﬁ donc l’intégrale I, converge.

2. La suite de fonctions (fn)nenN converge vers
f:00,1] — R
1

t—>
1+4t2

-0
car fn(t) converge vers 1 si ¢t =0, et 10_‘_7 si t > 0. De plus, Vn, Vt, |fn(t)] < ¢(t) ou

1

e dt converge. Donc, d’apreés le théoréeme de la

p(t) =1/ + t?). Or, lintégrale 0+°°
convergence dominée,

+oo = +oo *% +oo 1
lim < w:/ mlf—f&:/ — dt=_.
n—+oo /g 1+ t2 0 n—+4oo 1 + t2 0 1+ t2 2

METHODE 13 (du discret au continu):

RAPPEL (caractérisation séquencielle de la limite):

g@) ——LeR <= Y(un)nen €RN, up —— a = f(un) — L.
z—a€R n—+o0o n—+o0o

EXERCICE 14:

. oo Arctan(xt
Etudier retan(zt)
x

lim —— dit.

—+o00 Jo 14 t2

METHODE 1 sans la caractérisation séquentielle de la limite mais avec le théoréme de la
limite monotone (croissance de F'). On remplace le réel x par un entier nm : on veut
étudier

. +o° Arctan(nt)

lim —

dt.
n—oo [q 1 +t2

On utilise le théoréme de convergence dominée (TcD). Soit, pour n € IN,

fn {0,400 — R

Arctan(nt)
1+ ¢2
Soit t € [0, +oo].
0 sit=0
) — t) = T
Fn(®) n—+oo 40 & sit > 0.
1+ ¢2

5. i.e. lintégrale [ |¢| converge
6. car [;™°° 1+1t2 dt = [Arctant]$ oo = = =0
7. i.e. on discrétise le probléme
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Ainsi, (fn)nen converge simplement vers f. Et,

/2
14 ¢2

Vn € N, Vt € [0, +oof, [fu(t)] < = ()

“+oo
et / o(t) dt converge. Ainsi, d’aprés le théoréme de convergence dominée,
0

+o° Arctan(nt TES :
Jim Arctan(nt) ;. _ / Py A=
n—oo Jq 1+ t2 0 4

Attention, lim, o f(n) n’est pas forcément égal a lim,;_, o f(x); par exemple, avec
f(z) = sin(27z). Or, la fonction

F: 0,4+ — R

+oo A
q;.—>/ Arctan(at) &
T

est croissante ; en effet,

1 <xy — wit<xatcart >0
—> Arctan(z1t) < Arctan(zat) car Arctan est croissante
Arctan(z1t) - Arctan(zot)
1+82 5 142
—> F(z1) < F(z2) par croissance de lintégrale.

D’on, d’aprés le théoréme de la limite monotone, limg;_s o F'(x) existe. Or, F(n) ——
n— o0

n2 /4. Et, par unicité de la limite,

. +°° Arctan(xt) 2
lim ———dt=—.
z—+o00 Jo 1+t2 4

Ou, autre rédaction :
F(l2)) < F@) < F(la] + 1)
~—~ ~—

EN €N

2
par croissance de F'. D’ou par théoréme des gendarmes, F(x) —Jr) e
r—r

s 2 Soit (un)nen une suite réelle qui tend vers +o0o. On pose
fn(t) : [0,+00] — R
Arct t
¢, ArC an(uy )
1+¢2

On remarque que

0 sit=20
@) ———§ =2
n—+oo ) sit >0,

on pose donc
f:[0,4+0] — R

; 0 sit=0
—
11/32 sit> 0.

D’ou, la suite de fonctions (frn)nen converge simplement vers la fonction f. Or,

+ 7'('/2
VneN, Vt e RT, |fn(t)] < ek

D’ou, d’apres le théoréme de la convergence dominée,

+oo —+oo
lim Fn(t) dt = / lim f,.(t) dt
0 0 n—o0

n— 00
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. 2 N A
Or, f0+°° limy, 400 fn(t) dt = 0+°° 1:_/]52 dt = § x 5. D’ou, on en déduit que

—+oo 2
li n(t) dt = —.
L (®) 7

2
On a montré que F(un) S 7 bour toute suite (un)nen tendant vers +oo. Do,
n——+0o0o

d’apreés la caractérisation séquentielle de la limite, on en déduit que

4 Dériver

THEOREME 15 (interversion limite et dérivée):
Soit une suite de fonctions (frn)nen de classe @' sur un segment [a, b]. Si,

1. la suite de fonctions (fn)nenN converge simplement sur [a, b] vers une fonction f,

2. la suite de dérivées (f})nen converge uniformément sur [a, b] vers une fonction g;
alors

1. la fonction f est de classe ¢! sur [a,b], et Vz € [a,b], f'(z) = g(:c),El

2. la suite de fonctions (fn)nen converge uniformément sur [a, b] vers g.

PREUVE:
On utilise le théoréme 10 : on a

fa@ = falo) + /zfé(t) dr

'K 117 !
f@) £ R FACET
= / ’ Jlim fh(t) dt
Jds = [* g(t) dt

car (f})nen converge uniformément vers g. L’intégrale de f existe car, comme les fonctions
fn sont de classe €1, alors les fonctions f/, sont de classe ° donc continues. On veut montrer
que g = f’. On sait que, Vx € [a,b], f(z) = f(c) + fcz g(t) dt par unicité de la limite. De
plus, la fonction g est continue car (f},)necn converge uniformément vers g et f/ est continue
(d’apres le théoréme 6). D’ou f est dérivable sur [a,b] et, Vz € [a,b], f'(z) = g(z). Mieux : f
est de classe ¢1.

Ficure 2 — Suite de fonctions ( z2 + %)
nelN*

e . d
8. Autrement dit, T nlgmw fnlx) = ’nll)moo afn(:v)

9. car (f,) converge simplement vers f
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EXERCICE 16:
On pose, pout tout n € IN*,

fn:[-1,1] — R

1
T /x4 —.
n

1. Montrer que la suite de fonctions (fn)nen+ converge simplement. Vers quelle fonction
b
2. La convergence est-elle uniforme ?

3. Les fonctions fy sont-elles de classe € ? Et la fonction f ? Que dit le théoréme précé-
dent 7

1. Soit z € [—1,1]. On a fr(z) —= Vx?2 = |z|. Ainsi, la suite de fonctions (fn)nen*
n o0
converge simplement vers
Fi-1,1] — R

On remarque que l'on a perdu la dérivabilité en 0.
2. Soit n € IN*. Soit € [—1,1]. On calcule

(@) — £(@)] = ‘\/aﬂ + =~ lal

[
ﬁ
+
S|
\
B

qui est un majorant.['"”’| D’owt, 0 < supge[_1 1) |fn(2) — f(z)| = 1/v/n. Donc, d’apres le
théoréme d’existence de la limite par encadrement, sup,c(_1,1) [fn(z) — f(z)| —— 0.
’ n—oo

On déduit donc que la suite de fonctions (fy)nen* converge uniformément vers f qui
est la valeur absolue.

3. La fonction f, est dérivableE sur [—1,1], et

2z
==
21/3324-%

Or, les fonctions f], est Continue.IEINéanmoins, la fonction f : & — |z| n’est pas dérivable

en 0, donc n’est pas €'. D’oti, en utilisant le théoréme d’interversion de limite et de

dérivée, par I’absurde, la suite de fonctions (f},)necn+ ne converge pas uniformément
!

vers f'.

vz € [-1,1], f’:L('z):

METHODE 17:
1%}

COROLLAIRE 18:
%)

10. qui ne dépend pas de =

11. par composée de fonctions dérivables/par les théorémes généraux

12. car c’est un quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas/d’aprés les
théorémes généraux
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5 Approximation uniforme par des polynémes
REMARQUE 19 (Rappel):
Soit f une fonction d’un intervalle I dans K (ot K = R ou C).

La fonction f est continue sur [ si et seulement si

Va €1, Ve >0,3dn>0,Vrel, e —al<n = |f(z) — fla)| <e.

f est continue en a

La fonction f est uniformément continue sur I si et seulement si

Ve >0,3n>0,Vael, Vxel, e —al <n = |f(z) — f(a)| <e.

L’uniforme continuité implique la continuité. La réciproque est fausse.

ExERCICE 20:
Montrer que la fonction f : x +— x? n’est pas uniformément continue sur R. Soit ¢ > 0. Par
I’absurde, supposons qu’il existe n > 0 tel que

VeeR,VzeR, |z—a|<n = |f(z)— fla)] <e.

Or, |f(z) — f(a)| = |#2 — a?|. Soit = a+h avec 0 < h <, d'oit [z% —a?| = [(a+h)? —a?| =
|2ha + h?|. Ce qui est absurde car [2ah + h? —+> +o00 comme h # 0.
a—r+00

THEOREME 21 (Heine):
Une fonction continue sur un segment est uniformément continue sur ce méme segment.

L’interpolation n’est pas toujours une bonne approximation.

EXEMPLE 22 (phénomeéne de Runge):
La fonction

FiR—R
1

T — ———
1+ 22

peut étre approché par un polynéme a ’aide des polyndémes interpolateur de LAGRANGE : on
choisit plusieurs points sur la courbe de f, et on interpole entre ces points.

1
R 1422
A faire : Interpolation de LAGRANGE

Ficure 3 — Graphe de f: z +—

TuEOREME 23 (Weierstraf):
Si une fonction f : [a,b] — R continue sur le segment [a,b], alors il existe une suite de
polynémes P,, qui converge uniformément vers f telle que

sup |f — Pn| —— 0.
[Ll,b] n—oo
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THEOREME 24 (théoréme des moments):
Soit f une fonction continue sur un segment [a, b] vers R. Montrer que, si

b
vn € N, / 2" f(z) de =0,

alors la fonction f est nulle. Soit P € R[X], il existe donc ag, a1, ..., a, € R*T! tels que
P(X)=ao+ a1 X+ -+ anX". Alors,

/bP(z).f(m) dm:/b(iakmk>~f(z) dz:iak/bzkf(z) dx = 0.
@ ¢ k=0 k=1 & v .

Or, d’aprés le théoréme de WEIERSTRASS, il existe une suite de polynomes (Pp)nen qui
convergent uniformément vers f. D’ou,

b
Vn € N, / Po(2) - £(x) da.
On va montrer que
b b
[ Pu@) 1@ s —— [ @) @) d.

Or, d’apreés le théoréme de WEIERSTRASS, la suite de polynémes (Pp)p,en converge uniformé-
ment vers f. D’ou,

|Pr(@)@) - £(@) - f@)| = |Pa() - £@)| x|£()]
Ssuppgp) [f=Pn| <M

ot M est le majorant qui existe car toute fonction continue sur un segment est bornée. D’ou,

[Pute)s(@) = £(0) - £la)| < M x sup 1f = P,

D’ou ) "
0= nlimw/ P, (z) - f(z) dz = / nIme P, (z) - f(z) dz.

On en déduit donc que
b
/ f2(x) dz = 0.
a

Or, si 'intégrale d’une fonction positive et continue est nulle, alors la fonction est nulle. Donc

Vz € [a,b], f(z)=0.

10
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II T.D.

Deuxiéme partie

T.D.

Exercice 1

1. Soit z € [0,1]. Si « = 0, alors fn(z) = 0 == 0. Mais, si z # 0, alors fn(z) =
n [eo]
z" Inx T> 0 par croissances comparées. Ainsi, la suite de fonctions (fn)nen converge
n [e.e)

simplement vers la fonction nulle 0.

12
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