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Premiére partie

Cours

1 (Ne pas) étre diagonalisable

DEFINITION 1:
Soit une matrice carrée A. On dit que A est diagonalisable s’il existe une matrice inver-
sible P € GL,(K) telle que P~ - A - P est diagonale.

EXERCICE 2: 1. Montrons que la matrice B = (g ;) n’est pas diagonalisable. Par I'absurde :

on suppose qu'il existe P € GLa(R) et (A1, A2) € R? tels que

P‘1~BvP:[)‘1 0]

0 A2

On applique la trace tr et le déterminant det :

A
10) dott M+ =7+7=14=2

tr(B) =t

r(B) r(o/\

det(B):det()\lo) d'otl A XAy =Tx7=49 =
0)\2 1 2 p

D’oit A1 et Ao sont des solutions de I’équation X2 —sX +p = 0. Or

X2 - 3X+p=0 < X2 14X +49=0
—= (X-72=0
= X =T.

7 0

— -1 -1 _
B = PP "BPP 7P<0 7

)P—l =P.7l,- P~ =7I,.

La matrice B n’est donc pas diagonalisable.
De méme, montrons que la matrice A n’est pas diagonalisable. On remarque que

1 0o 1 2 1 3] 1
A-[1]=1 0 2 1)]=(3]=3(1
1 0o 0 3 1 3 1
Ainsi,
3 0 0 1 7 7
Pl.Aa.P=(0 ? 0 on P=[1 7 ?
o o0 7 1?7 7
1 1
De méme,A(l):lX (1>.D’01‘1
0 0
3 0 0 1 1 7
Pl.aP=(0 1 0 on P=[1 1 72
0o o0 7 1 0 7
Finalement, on en conclut que
3 0 0 1 1 1
P=(0 1 0 et Pl.A.P=[1 1 -1]=D.
0 0 -1 1 0 O

De plus, la matrice P est inversible car det P # 0.
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2. Pour calculer A™, on pourrait chercher un polynéme annulateur @ de A, et on exprime
X" =Q X Ty + Rn, et donc A™ = R, (A). Mais, on peut également diagonaliser A (si
elle est diagonalisable). Ainsi,

pr=pP . A-Pr=pt. AP pT. . pT.A.P=pPl.A".P
Dou A = P-D".P~1 Or,

3 0 0\" 3" 0 0
D=0 1 0 = 0 1 0
0 0 -1 0 0 (-1
On calcule donc A™ en calculant 'inverse de P :
1 1 1 3™ 0 0
At=(1 1 -1 0 1m 0 P71
1 0 0 0 0 (=)™
3.
Un+1 = Up + 2wnp Un+1 0o 1 2 Un,
Untl =Un +2wWn p <= | Vnt1 | =(1 0 2 Un
Wpt1 = 3wn Wn+1 0 0 3 Wn,
<~ Upy1 =A-Un
<~ U/, =D-U,
ot D=P 1 A-P, U, =P Uny1et U =P -Up.
Up iy 3.0 0 U,
= (v, |=[0 1 o0 v,
Wy 0 0 -1 w!,

Up g1 = 3uy
= Vnt1 = Vn

w;z-&-l = —wy,

ul, = K x 3"
= v, =L

w), =M x (—=1)"

n

Ainsi,
Un, 1 1 1 K x 3™
vp |=(1 1 -—-1]- L
wy, 1 0 0 M x (=1)»

Douu, =K -3"+L+M-(—1)", v, =K x3"+L—-M-(-1)" et w, = K - 3™, ou
les constantes K, L et M sont des constantes fixées par les conditions initiales.

' (t) = y(t) + 22(¢) 2! (t) 0 1 2 z(t)
vt =zt +2:0) p = (v® ) =(1 0 2) (@
2/ (t) = 32(t) 2'(t) 0 0 3 z(t)
— X't)=A-X(t)
< U'(t)=D-U(t) avec D=P~1. A.-Pet X(t) = P-U(t)
u/(t) 3 0 0 u(t)
— | V(@) |=(0 1 0 ) -[ o)
w’(¢) 0 0 -1 w(t)
v/ (t) = 3u(t)
= V' (t) = v(¢)
w'(t) = —w(t)
u(t) = K -3t
<~ Su(t)=L-e
w(t) =M et
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Ainsi )
x(t) 1 1 1 K x &3
yt) | =11 1 -1 L-et
z(t) 1 0 0 M.e~t

—_—

Douz(t)=K-e3*+L-et+ M-e !, yt)=K-e3* +L-et — M -e~t et 2(t) = K -e3.
Les constantes K, L et M peuvent étre déterminées & partir des conditions initiales.

REMARQUE (équations différentielles):

On considére ’équation différentielle () : /(t) = X - z(t). Les fonctions x : t — K - e sont
des solutions de cette équation. On peut utiliser la méthode de LAGRANGE : la méthode de
la « variation de la constante. » On cherche des solutions sous la forme z(t) = k(t) - e
(vision du physicien). D’ot k(t) = x(t)/e* (vision du mathématicien). De plus, z'(t) =
E'(t)eM + k(t)Ae . Ainsi, on injecte ce k(t) dans I’équation différentielle :

(%) <= K @)eM + k()M = Ak(t)et
— K (t)eM =0
<~ K'(t)=0
< 3JK € R k(t) = K.

Les solutions trouvées dans l’exercice précédent sont donc les uniques solutions du systéme
d’équations différentielles.

De méme, pour résoudre une équation différentielle avec 2294 membre de la forme
(k) = x'(t) — X - z(t) = b(t).
La fonction t — z(t) est une solution de 'équation sans 224 membre si et seulement si
JK €R, Vt € R, z(t)=K- e

Comment résoudre I’équation différentielle aAvec 224 membre si on connait la solution
générale de I’équation saNs 224 membre ?

On utilise la méthode le la variation de la constante. Soit x(t) = k(t) - e. Ainsi, en injectant
cette expression de x dans I’équation (#x*), on trouve
(%) <= K/ (£)eM + k(t) - Ae™ = Mk(t)eM + b(t)
— K (t)e = b(t)
= k'(t) = b(t) - e~

= k(t) = /t b(u) - e M du+ K
’ t
— z(t) = ( b(u) - e du + K) Cad
0
t

— oA (t—u) Lot
<~ z(t) /Ob(u) e du+ K -e™".

solution
générale
de ()

solution particuliére

2 Valeurs & vecteurs propres

DEFINITION 3:
Soit E un K-espace vectoriel et v : £ — E un endomorphisme.

1. On dit qu’un vecteur & € E est un vecteur propre de u si & n’est pas nul et u(Z)
est colinéaire & & : £ # 0 et IX € K, u(Z) = \Z.

2. On dit qu’un scalaire A € K est une valeur propre de u s’il existe un vecteur non
nul Z € E tel que u(Z) = A\Z.

3. L’ensemble des valeurs propres de u est appelé le spectre de u et est noté Sp(u).
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DEFINITION 4:
Soit n € IN* et A une matrice n X n a coefficients dans K.

1. On dit qu’'un vecteur colonne X est un vecteur propre de A si X n’est pas nul et
A- X est colinéaire a X : X #0et IN €K, A- X = A\X.

2. On dit qu’un scalaire A € K est une valeur propre de A s’il existe un vecteur
colonne non nul X tel que A - X = \X.

3. L’ensemble des valeurs propres de A est appelé le spectre de A et est noté Sp(A).

DEFINITION 5:

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie et v : E — E un endomorphisme. On
dit que u est diagonalisable $’il existe une base (€1, ...,&,) de E donc chaque vecteur
est un vecteur propre de u :

Vi€ [1,n], u(&;) = N\ €.

3 Le polyndéme caractéristique

ProposiTioN — DEFINITION 6:
Soit A € Mp,»(K) une matrice carrée. La fonction

xa:K—K
z — det(zlp, — A)

est appelé le polynéme caractéristique de A. On a

Ve e K, xa(z)=det(zl, —A) =z — (tr A)z" "L+ ... 4+ (=1)"det A.

DEMONSTRATION:
On a
1T — a1 @419 0 0 0000000000000 0 —ai.n

| —ao1 T — az2

det(zI, — A) =

—a1,n—1|

=@p, il 0000000000 & fe—Qn,n—1"+T — An,nly,

n

PRroposITION:
Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, alors on peut définir le polynéme caracté-
ristique d’un endomorphisme par

Xu(z) = det(zidg —u).

Si A = [u]g, alors zI, — A = [zidg —u|g et donc xu = xA-

DEMONSTRATION:
On pose A une matrice n X n et A’ une matrice semblable & A. On pose A’ = P~'. A. P. On
calcule det(zI, — A’) :

X ar (z) = det(zI, — A/) = det(zI,, — P Loa. P) = det(P l(oc],,, — A)P) = det(zI,, — A) = xa(x).
par télescopage.
THEOREME T:
Le polynoéme caractéristique détecte les valeurs propres.

Soit A une matrice carrée de taille n X n. Un scalaire A € IK est une valeur propre de A
si et seulement si A\ est une racine du polynoéme caractéristique x4 € K[X]. Autrement
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dit,
A € Sp(A) < det(A\[, — A) =0.

DEMONSTRATION:
Soit A € K.
AESP(A) <= 3IX #0, A -X =X

< 3IX #0, (A—-Xl,)-X=0
<~ 3IX #0, —(A—-X[,) - X=0
< Ker(Al, — A) # {0,}
<= AI,, — A n’est pas inversible
<= det(A\[,, —A) =0
<~ xa(A) =0.

REMARQUE (Attention):

Parfois, les racines d’un polynéme caractéristique peuvent étre complexes et non réelles. Dans
ce cas, afin d’éviter toute ambigiiité, on écrit Spy (A) pour les racines réelles et Spg(A) pour
les racines complexes.

EXERCICE 8: 1. On considére la matrice
1 0 0 7
C = 0 0 -1 7
0 1 k
f@  f@  f(k)
On remarque que f(7) = 7 donc 7 est un vecteur propre et 1 est une valeur propre. Soit
AeR.

X € Sp(C) <= det(M3 —C) =0.
On calcule det(AI3 — C) :

A—=1 0 0
det(\[s—C)=| 0 A1
0 -1 A

A1

- ()\—1)‘71 A‘

Et donc
A ESpRr(C) <= A=1.

Attention : on ne peut pas en conclure que la matrice C' n’est pas diagonalisable (il
y a peut-étre la méme valeur propre 3 fois). On montre que la matrice C' n’est pas
diagonalisable dans R par ’absurde : si

1 0 0
pt.c.P=(0 1 0)=1I
0 0 1
alors, C' = P -I3- P~! = I3, ce qui est absurde.
On cherche les valeurs propres dans C. Soit A € C.
AESpe(C) <= A—=1)(A—i)(A+14) =0
et donc
A ESpe(C) < Ae{l,i,—i} ie.  Spu(C)={1,i,—i}.

On peut utiliser la PROPOSITION 18 (mais on la verra plus tard. .. ). On utilise une autre
méthode (que l'on doit utiliser & chaque fois que l'on doit diagonaliser une matrice).
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Soit X = (v) € 3,1 (C).

1 0 az aB
CX=iX < [0 1 y | =iy
0 0 z z
= (ap
<~ {—2=1y
Yy =1z
=0
<~
Yy =1z
=0
<= a: car Lo = —ilLg
y*zz
a7 0
<~ |y =z @
z z
0
<= X € Vect | ¢
1

De méme, avec —i, on a

1 0 0 az az
CX=—iX << [0 0 1 y|l=—ily
0 -1 0 z z
= —ix
— { —z=—1y
W= 0z
=0
— (z=w
= —iz
=
={Z°,
Yy = —iz
T 0 0
< ly|=| -tz ) == —1
z z 1
0
<= X € Vect | —¢
1

1 0 0
On pose €1 = (8), g9 = (i) et ez = (711> De plus, det(e1,e2,e3) # 0. D’ou la matrice

C' est diagonalisable dans C.

2. On considére la matrice

7 V2

7

La matrice M a pour polynoéme caractéristique xs(z) :

rz—17 —/2
T—17
X (@) = § —@=T)@=T) @ =T) =@ =D,

z—17
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Or, A € Sp(M) si et seulement si xar(A) = 0 et donc si et seulement si A = 7. D’ou
Sp(M) = {7}. On procéde par I’absurde : si M est diagonalisable, il existe P € GLj, (K),
telle que M = P~1 .71, - P=P~1.P.7I, = 7I,, ce qui est absurde.

REMARQUE 9:

Si A€ Mnn(R) (par exemple A = ('0 ‘l))), alors x4(X) € Rn[X] (xa(X) = X2 + 1, et donc

\1
Spr(A) = @, mais Spg(A) = {—i,¢}). Ainsi,

A€ Mp,n(R) = Y\ € Spg(A), X € Spg(A).

Autrement dit, le spectre complexe d’une matrice réelle est stable par conjugaison. En effet,
si A € Spp(A), alors il existe 0 # X € Myp,1(C), tel A-X = AX. D’ou

a1 ... Qln 21 21 a1 ... Q1n z1 Z1
=x( : et donc : ; ] =A
an,1 ... Qn,n Zn Zn an,1 ... Gpn iz Zn
Z1
Autrement dit, A- X = AX on X = ©].0r, X £0,et A-X = XX. Dot X est un
Zn

vecteur propre, et il est associé a X qui est donc une valeur propre. Et méme, dim SEP()\) =
dim SEP ().

ProposiTion 10:
Soit A € My, »(IK) une matrice carrée.

1. Le spectre de A continent au plus n valeurs propres distinctes deux a deux.

2. Pour chaque valeur propre A € Sp(A), on note my la multiplicité de la racine A
dans le polynoéme x 4. Si le polynéme caractéristique est scindé alors

trA= > ma-A et det A= [ am.
AESpP(A) AESP(A)

3. La matrice A et sa transposée ont le méme polynéme caractéristique : x 4T = xa,
et donc le méme spectre Sp(A) = Sp(AT).

Si la matrice A est diagonalisable, alors il existe un matrice inversible P telle que

A1 0o ... O
p=( % ~ " lZprap
S
0o ... 0 An
et donc trA = trD = > 7" | \; et det A = det D = []; \;. Mais, dans la proposition

précédente, on n’a pas I’hypothése que la matrice est diagonalisable. Ce raisonnement est un
cas particulier de la proposition précédente. En effet, si A est diagonalisable alors x4 = xp :

xa(X) =xp(X)
det(X1I, — A) = det(X I, — D)
=det(XI, — P~LAP)
= det (P—1 (XIn — A) - P)
= (X=X (X = An)



I Cours

DEMONSTRATION: 3. On calcule
=
X T () = det(zl, — A ")
= det <(IT” — A)T)
= det(zl,, — A)
car le déterminant est invariant par passage a la transposée. Or, comme X ,T = x4, alors

Sp(A) = Sp(AT).
2. On sait d’apreés la proposition 6,
xa(@) =z" —tr(A) 2" 4+ - + (=1)" det(A).
Or, par hypotheése, xa est scindé d’ou
xa(@) = (@ —A)(@—An) - (2= An).

Les scalaires A1, . . ., A, sont donc les valeurs propres de A. Ainsi, le coefficient devant le 2"~ !

est donc — (A1 + A2+ - -+ Xp) et, le coefficient devant le z° est donc (A1) (=A2) - - (= An).
D’ou, par identification

det(A) = A1 - A2+ Ay et tr(A) =X+ -+ Ap.

4 Les sous-espaces propres

DEFINITION 11:

Soient E un sous-espace vectoriel et u : E — E un endomorphisme et A une valeur propre
de u. Le sous-espace vectoriel Ker(Aidg —u) = Ker(u — Aidg) est appelé le sous-espace
propre de u associé a la valeur propre A. Il est parfois noté E), ou SEP(X).

Soit X € My, 1 (IK).

AX =2X <= AX - XX =0
— (A-X,)X =0
< X € Ker(A — Al)

Attention, on ne dit pas que SEP()\) est 'ensemble des vecteurs propres associés a la valeur
propre A. En effet, 0 € SEP(A) mais 0 n’est pas un vecteur propre (par définition).

REMARQUE:

SEP(\) est un sous-espace vectoriel de E. En effet, ¢’est un noyau. Autre méthode : 0 € SEP())
car A-0 = A0 et SEP()) est stable par combinaisons linéaires (superposition), car si X et
X5 sont deux éléments de SEP()), alors

A(aX1 +,3X2) =aAX1+0AXs=a)\X] + BAXs = )\(Dle +ﬁX2)

2= (g 1)

A €Sp(B) < det(A\[2 —B) =0

EXERCICE 12:
On considére la matrice

Cherchons les valeurs propres de B :

_ 7
0

= A-T7)?%=0.
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On en déduit que Sp(B) = {7}. Soit X = (Z) € M2, (K).

X €SEP(7) «— B-X =7X
=@ 2()="7()
0 7/ \y y
{7x+y:7a:
Ty =Ty
<~ y=0

—x=()=-()

On en déduit que SEP(7) = Vect ((IJ)

On considére a présent la matrice D :

)

I
o O =
= O o
oS~ O
IS L

Soit A € K.

0 -1 A

A—1)(-1)=
A=1)A=-1)A+1) =

A=12A+1) =

D'oi Sp(D) = {1, —1}. Soit X = (1) € ulls1(K).

X € SEP(1) « D - X =1X

1 0 0 az a2
<~ (0 0 1 yl=1vy
0O 1 0 z z
@B = G
— {zZ2=Y
Yy==z
—y=z
T
= X=|y
Y
1 0
< X=z|0|+y|1
0 1
N—— N——
€1 g9

Donc SEP(1) = Vect(eq,e2). C’est un plan car (¢1,e2) est une famille libre. De méme pour
SEP(-1).
REMARQUE 13:
Soit u : E — E un endomorphisme d’un espace vectoriel E.
1. Si 0 € Sp(u), alors il existe un vecteur Z non nul tel que & € Ker(u) et donc I’endomor-
phisme u n’est pas injectif.
2. Si 0 & Sp(u), alors Ker(u) = SEP(0) = {0} (car SEP(0) = Ker(0 idg —u) = Keru) et
donc I’endomorphisme u est injectif.
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On en conclut que
w injectif <= 0 & Sp(u).

En particulier, en dimension finie, une matrice A est inversible si et seulement si 0 & Sp(A).

EXERCICE 14:
Dans cet exercice, F n’est pas forcément de dimension finie; on ne passe donc pas par des
matrices.

Remarque : I'application u est un automorphisme.

On compare les spectre de u et de u~1. Soit A € K.

AeSp(u) <= 3T € E, T#0 et u(Z) = A&

—

= 3T #0, u L (w(@)) = T = Au"1(&) en appliquant u !

On peut diviser car A # 0 car 0 & Sp(u) car u est injectif.
De plus,
1
Ker(Aid —u) = Ker <X id —ufl)

car le vecteur & ne change pas dans les équivalents précédents.

ProprosiTION 15:
Soit u : E — E un endomorphisme d’un espace vectoriel E. On a

VA € Sp(u), 1 < dim SEP(A) < my
ot my est la multiplicité de la racine A dans le polynéme caractéristique.
DEMONSTRATION:

Tout d’abord, on sait que dim(SEP(X)) > 1 car il existe un vecteur propre, donc un vecteur non

nul dans SEP()).

De plus, si dim(SEP(X)) = d, alors il existe (£1,...,&4) soit une base de SEP(A). On peut
compléter cette base de SEP(A) en une base de E : (1, ...,84, €4+1,.-.,€En). Ainsi,
A 0 . 0 &1
0 . €2
y Al 0 .
A 0 0 A €4
€d+1
€d+2
0 * .
én
et donc

Xar(z) = xa(w)
= (z = N x P(=)

= (z — A\)™X x R(z) ot R(z) n’a pas de facteurs en (z — \)

ProprosiTION 16:

Soit u : E — E un endomorphisme d’un espace vectoriel E. Si des valeurs propres sont
distinctes deux & deux, alors les vecteurs propres associés sont libres. Autrement dit, les
sous-espaces propres sont en somme directe.

10
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Attention : les sous-espaces propres ne sont pas supplémentaires.
DEMONSTRATION (méthode 1):
Soit @ € SEP(A\1), @2 € SEP(\a),..., & € SEP(\,) tels que @ # 0, @ # 0,...,%, # 0.
Ainsi w(Z1) = MZ1, u(@2) = AoZa,..., et u(Z,) = A\.Z,. Soient ay,...,a, € K. On suppose
1@+ -+ opZr=0 (L1). Alors,

w(on®y + -+ ap&, = 0) = u(0) =0

d’olt aA1Z1 + Ao + - + ApApTr = 0 (L2). D’ou, en calculant Ly — A\,.L1, on a

a1( A1 — AT +aa(Ae — A )T2 + -+ ar—1 (A1 — Ap)@r—1 = 0.
Par récurrence, pour r = 1, c’est vrai : la famille (Z1) est libre. On suppose la propriété vraie pour
r —1 vecteurs. On veut le prouver pour r vecteurs. En utilisant le calcul ci-dessus, comme les valeurs
propres sont distinctes deux a deux, on en déduit que a3 = a2 = --- = a,—1 = 0. Or, d’aprés Lq,
a, = 0.
DEMONSTRATION (méthode 2):
On sait que SEP(\1) = Ker(A1 id —u), SEP(A2) = Ker(Azid —u), ... Or, A2 id —u est un polynéme
Py (u), et de méme pour Ps(u), P3(u),... Les r polyndmes sont premiers entre-eux car A1, Az, ...,
A, sont distinct deux a deux. D’ou, d’aprés le lemme des noyaux,

Ker (P(u)) = €D Ker (Pi(w)
k=1

o P = P; X Py X -+ X P.. La somme des sous-espaces propres est donc directe.

EXERCICE 17:

Soient A1,..., A\, € R distincts deux a deux. Montrons que, si Vo € R, ajeM?® + ... +
ore?® =0, alors o; = -+ = a;. On peut procéder de différentes maniéres : le déterminant
de VANDERMONDE, par analyse-sythése, ou, en utilisant

= (exkz) = AeeM? dou o(fx) = A\ fr, avec fr :x+— eMT et w: f— f.

On doit vérifier que les f sont des vecteurs et I’application ¢ soit un endomorphisme. On se
place donc dans I’espace vectoriel €. (On ne peut pas se placer dans I’espace €*, car sinon
l’application ¢ est de ’espace €F a €*~1, ce n’est donc pas un endomorphisme ; ce n’est pas le
cas pour l’espace 6°°.) Or, les A, sont distincts deux & deux d’ou les vecteurs propres f sont
linéairement indépendants. Et donc si a1 f1 +asfo+ -+ arfr =0 alors a1 =--- = a, = 0.
Mais, comme Vz € R, a1 f1(z) + asfa(z) + -+ + ar fr(z) = 0, on en déduit que

‘a1:~~-:a,~:0.‘

5 Critéres de diagonalisabilité

ProrosiTioN 18 (une condition suffisante pour qu’une matrice soit diagonalisable):
Soit A une matrice carrée de taille n > 2. Si A posséde n valeurs propres distinctes deux
a deux, alors A est diagonalisable.

REMARQUE:
La réciproque est fausse : par exemple, pour n > 1, 71, est diagonalisable car elle est diagonale.
Mais, elle ne posséde pas n valeurs propres distinctes deux a deux.

DEMONSTRATION:

On suppose que la matrice A € M, ,, (KK) posséde n valeurs propres distinctes deux a deux (i.e. Card Sp(A) =
n). D’ou, d’aprés la proposition 16, les n vecteurs propres associés €1,...,e, sont libres. D’ou
(e1,...,&n) est une base formée de vecteurs propres. Donc, d’aprés la définition 5, la matrice A est

diagonalisable.

TuEOREME 19 (conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une matrice soit diagonali-
sable):

11
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Soient E un espace vectoriel de dimension finie et u : E — E un endomorphisme. Alors,

(1) wu diagonalisable <= E = @ Ker(Aidg —u) (2)

AESp(u)
< dimE= ) dim(SEP(\) (3)
AESp(u)

<= xu scindé et VA € Sp(u), dim(SEP(X)) = my (4)

ou my est la multiplicité de la racine A du polynéme xu,.

DeEMonstRhriexs- (2)” On suppose u diagonalisable. Il existe donc une base (g1, ..., €,) de E
formée de vecteurs propres de u. On les regroupes par leurs valeurs propres : (€5,...,€i4;)
forme une base de SEP(\g). D’ou la base (e1,...,&,) de I'espace vectoriel E est une conca-

ténation des bases des sous-espaces propres de u. D’ou

E= & SEPO).

AeSp(u)
— (1)” On suppose que E = SEP(A1) @ SEP(\2) @ - - - @ SEP(\,.). Soient (e1,...,€q4,) une base de
SEP(A1), (€dy+1; - -, €d;+dy) une base de SEP(A2), ..., (dy+--+dp_1+1s -« -» Edy+---+dr)

une base de SEP(),.). En concaténant ces base, on obtient une base de E, d’aprés I’hypothése.
Dans cette base, tous les vecteurs sont propres donc u est diagonalisable.

= (3)” On suppose E = SEP(A1) ® SEP(\2) @ - - - @ SEP()\,.). D’ou
dim E = dim(SEP(\1)) + dim(SEP(X2)) + - - - + dim(SEP(A,.))
car la dimension d’une somme directe est égale a la somme des dimensions.
—> (1)” On suppose dim E = dim(SEP(\1)) 4+ dim(SEP(X2)) + - -- + dim(SEP(X,)). Or, les sous-
espaces propres sont en somme directe, d’aprés la proposition 16. D’ou dim (ZAeSp(u) SEP()\)) =
> resp(w) Aim(SEP(X)). Donc 375 c5 ) SEP(A) = E.
—> (3)” On suppose (a) x. scindé et (b) dim(SEP(X)) = m. D’ou, d’aprés (a) :
xu(@) = (= A1) (2 = 22)™32 - (& = A)"Ar = 2" 4
d’ou mx; + ma, + .-+ my,. =n,et d’ou
dim(SEP(A1)) + dim(SEP(A2)) + - - - + dim(SEP(A,)) = n
d’aprés ’hypotheése (b).

— (4)” On suppose u diagonalisable. D’ou, dans une certaine base %, la matrice [u} est diagonale.

%
Quitte a changer 'ordre des éléments de B = (g1, ..., &,), on peut supposer que [u,} est de

B
la forme

A1 1 €1
A1 €2

A1 Bal
A2 €dy+1

Ao €dq+2

A2 €dy+dy

L >\7‘ J 5d1+"'+dr

Dot Vk € [1,7], d = dim(SEP(Ax)). En outre, x.(z) = det(zid —u) = (z — A1) - (z —
X2)%2 .. (r — A7, D'ou Vk € [1,7], di = my, et xu est scindé.

ExERCcICE 20:
On considére la matrice E ci-dessous

E =

S O
oS w o
N O
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La matrice E ci-dessous est-elle diagonalisable ?
Soit A € R. On sait que X € Sp(E) si et seulement si det(Al3 — E) = 0. Or
A—T 0 —1

detMs —E)=| 0 A=3 0 |[=(A-72-(A=3)L
0 0 A—T

Donc Sp(E) = {3,7}, 1 < dim (SEP(3)) < 1, et 1 < dim (SEP(7)) < 2. La matrice E est
diagonalisable si et seulement si dim(SEP(3)) + dim(SEP(7)) = 3, donc si et seulement si
dim(SEP(7)) = 2. On cherche donc la dimension de ce sous-espace propre : soit X = @) E
3,1 (R). On sait que

X €SEP(7) = E-X =7X

7T 0 1 T a»
<~ |0 3 0 y |l =7y
0 0 7 z z

Tr 4+ 0y + 1z = Tx
<~ (3y="Ty

Tz2="Tz
z=0
<~

{y=0

T 1

< X=(0|=210

Y 0

N——

€1

Donc SEP(7) = Vect(e1), d’ou dim(SEP(7)) = 1. Donc la matrice E n’est pas diagonalisable.

6 Trigonalisation

Trigonaliser une matrice ne sert que si la matrice n’est pas diagonalisable.

DEFINITION 21:
On dit d’une matrice carrée A € My »(IK) qu’elle est trigonalisable s’il existe une matrice
inversible P telle que P~! - A - P est triangulaire :

A1

REMARQUE 22:

%]
THEOREME 23:
Une matrice carrée A € /l/Lmn(]K) est trigonalisable si et seulement si son polynome
caractéristique x 4 € K[X] est scindé.

DEMONSTRATION (par récurrence sur n, la largeur de la matrice): Si n = 1, alors la matrice

A = (a11) est déja triangulaire.

On suppose le polyndéme caractéristique xa de la matrice scindé dans K[X], d’ou il a au
moins une racine dans K. D’otu, la matrice A a au moins une valeur propre A\; € K. Il existe
donc un vecteur non nul &7 tel que A - &5 = A1 £€1. On compléte (£1) en une base de K" :

13
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(&1, ez ., €n). En changent de base, il existe une matrice inversible P telle que
A || #c000000000c * €1
0 €1
A =P ' A P= : =
0 en
fer)  fé) ... f(én)
Comme le polynéme caractéristique est invariant par changement de base, on en déduit que
xa(x) = xar(z) =| L T)A] } . i —5 } = (xz — A1) - ().
Or, comme x4 est scindé, II(z) est aussi scindé. Or, II(z) = det(zl,,—1 — B) d’ou B est

trigonalisable.

COROLLAIRE 24:
Toute matrice de My, (C) est trigonalisable.

EXERcICE 25:

Soit une matrice carrée A € Mln,n(K) (ou K est R ou C). Montrer que

(1) Ia matrice A est nilpotente <=> le polynéme caractéristique de A est x 4(X) = X" (2)
<= la matrice A est trigonalisable avec des zéros

sur sa diagonale (3)

On montre “(1) = (2),” “(2) = (3)” puis “(3) = (1).”

“(3) = (1)” 1l existe donc une matrice inversible P telle que T = P~1. A P et T est une matrice
trigonalisable. Or, a chaque produit A™ - A, une « sur-diagonalse » de zéros supplé-
mentaires. D’ou, & partir d’un certain rang p, on a AP = 0. La matrice A est donc
nilpotente.

“(2) = (3)” On sait que x4 = X" = (X — 0)" est scindé, d’ou A est trigonalisable. Il existe donc
une matrice inversible P telle que

A * . *
pl.ap=a=|"

. . . *

0o ... 0 X,
Et donc x4/(z) = (x — A1)(z — A2) -+ (z — An). Or, le polynéme caractéristique est
invariant par changement de base, d’ott A1 = X2 = --- = \j.

“(1) = (2)” On passe dans C alors x4 est scindé dans C. D’ou, il existe (A1, A2,...,\n) € C™ tels

que

XA(X) = (X = A1)(X = A2) -+ (X = An).

D’otu, chaque A; est une valeur propre complexe de la matrice A. Or A est nilpotente,
d’ou, par définition, il existe p € IN tel que AP = 0. Les scalaires \; sont dans le spectre
de A : en effet, il existe un vecteur colonne X non nul tel que A - X = \; X, d’ou
A2 . X = A - AX = A-\X = )\?X. De méme, A3 - X = A-A?. X :A-)\fX =
A%(A - X) = )\?X. Et, de « proche en proche », on a donc

VkeNN, AF. X = Fx.

En particulier, si k = p, on a 0 = 0- X = AP - X = /\fX. D’ou )\fX = 0. Or,
X #£ 0, doa A =0 et donc A\; = 0. Finalement, x4(X) = (X = A1) (X —\p) =
(X —=0)---(X —0)=X" € C[X]. On a donc x4(X) € R[X].

7 Le théoréme de CAYLEY & HAMILTON et les sous-espaces
caractéristiques

14
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THEOREME 26 (de CAYLEY & HAMILTON):
Le polynéme caractéristique d’une matrice A € My, () est un polynéme annulateur
de cette matrice :

xa(A) =0.

RAPPEL:
Un polynoéme P est annulateur de la matrice A si et seulement si P divise p4.

COROLLAIRE 27:
Le polynéme minimal divise le polynéme caractéristique.

EXERCICE 28:
Déterminer le polynéme minimal de la matrice E de ’exercice 20 :

7 0 1
E=(0 3 0
0 0 7
On doit donc déterminer le polynéme unitaire de degré minimal annulateur de E. D’apreés
le théoréme de CayLEY & HAMILTON, xg est un polynéme annulateur. Or, xg(X) = (X —
7)2 (X — 3) car c'est un déterminant triangulaire. D’ott g (X) est égal a (X —7)2 (X — 3) ou
(X —=7)(X —=3)ou (X —7)2 ou (X —7) ou (X —3). Or,

0 0 1 4 0 1
(E—7I3)-(E-3I3)=(0 —4 0)-[{0 0 0
0 0 0 0 0 4

*
*

Ainsi, 14(X) # (X = T)(X = 3) et pa(X) # (X = 7). Et,
2

0 0 1 * * *
(BE-3L)°=(0 —4 0] =[x 16 =] #04,,xk):
0 * * *

0 0
Ainsi, pa(X) # (X — 3)2 et aussi pa(X) # (X — 3). On en déduit que s = x5-

DEFINITION 29:
Si le polynéme caractéristique d’une matrice A € M, n(K) est scindé, alors le sous-
espace caractéristique de A associé & chaque valeur propre \ est

Cy = Ker(AI, — A)™*,

ot my est la multiplicité de la racine A dans le polynéme caractéristique.

ProposiTioN 30:
Les sous-espaces caractéristiques sont supplémentaires :

E= & o

AESP(A)

et de dimensions dim Cy = m.

DEMONSTRATION:
Comme le polyndéme x 4 est scindé, alors

YA(X) = (X = A)™M X «ov % (X = An)™N

15
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et donc, d’apreés le théoréme des noyaux,

Ker (xa(M)) = @ Ker (1\[ = )\Iu,)mA
AESP(A)

car les polynémes (X — \;) sont premiers deux a deux. En particulier, si M = A, alors

sous-espace caractéristique de A associé a A : Cy

e
E = EB Ker ((AIn — A)™X).
AESP(A)

8 Polynémes annulateurs

Si & € F est un vecteur propre de u € £(F), associé a la valeur propre A € KK, alors

A2z,

u?(Z) = w(u(Z)) = u(AZ) = Au(E)

Ainsi, par récurrence,
vk e N*, uF(@) =XFz.
0

Mais, comme u° = idg, on a donc u®(Z) = idp(¥) = & = A\°&, et le résultat précédent
est également vrai pour k = 0. Par linéarité, si P(X) = ap + a1 X + --- + agX?, alors
P(u) = apidg +a1u + - - - + agu?, et donc P(u)(Z) = aoZ + a1 AT + - - - + ag\?@ = P(\) Z.

ProposiTION 31 (trés souvent utile):
Soit P € K[X] un polynéme annulateur de u € £(E). Si A est une valeur propre de u
(i.e. P(u) = 0), alors X est racine de P :

VA € K, X € Sp(u) i P()\) =0.

Autrement dit, le spectre de u est inclus dans ’ensemble des racines d’un polynoéme
annulateur de u. Mais, en général, il n’y a pas égalité.

REMARQUE:
La réciproque de la proposition est fausse. Par exemple, (X —1)(X — 7) est annulateur de I,
mais Sp(I,) = {1} € {1, 7}, qui est 'ensemble des racines de (X — 1)(X — 7).

DEMONSTRATION: .
Si Z est un vecteur propre de u associé a la valeur propre X (i.e. T # 0 et u(&) = AZ), alors P(\) =0
car & # 0.

Néanmoins, il y a égalité pour certains polynomes : le polynéme caractéristique (d’apres le
théoréme 7), et le polynéme minimal (dans la proposition 32, suivante).

ProprosiTION 32:
Le spectre de u est égal a I’ensemble des racines du polynéme minimal (qui a donc les
méme racines que le polyndéme caractéristique).

DEMonsTRMIONIODE 1 (& I'aide du théoréme de CAYLEY et HaMmILTON) On veut montrer que le
polynoéme caractéristique et le polynéme minimal ont les méme racines.

— Tout d’abord, On sait que le polynéme minimal divise le polynéme caractéristique.
Ainsi, il existe un polynéme Q, tel que xa(X) = pa(X) X Q(X). Ainsi, toute racine
du polynéme minimal p 4 est aussi racine du polynéme caractéristique x 4.

— Puis, soit A une racine de xa. D’oit A est une valeur propre de A. D’out A € Sp(A).
Or, le spectre de A est inclus dans ’ensemble des racines de pa car pa est polynéme
annulateur (d’aprés la proposition 31). D’ou A est racine de 4.

METHODE 2 (sans le théoréme de CAYLEY et HAMILTON)

La démonstration précédente n’utilisant pas, dans ce sens 1a, le théoréme de CAYLEY
et HaMILTON. On sait donc que ’ensemble des racines de x 4 est inclus dans I’ensemble
des racines de pa.
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Reste & montrer ’autre inclusion : I’ensemble des racines de pa est inclus dans I’en-
semble des racines de x4, qui est le spectre de A. Soit A une racine de pa. Alors, il
existe un polynéme Q, tel que pa(X) = (X — A) x Q(X). Dot O, ,,(x) = pa(A) =
(A= AL,) X Q(A). Or, Q(A) # Ou,, , (k). En effet, si Q(A) = 04, ,, (x), alors, comme
deg @ < degpa, on a donc un polynéme annulateur de A ayant un degré plus petit
celui du polyndéme minimal : ce qui est absurde. Il existe donc X € L, »(K) tel que
Q(A) - X # 0. Soit U ce vecteur : U = Q(A) - X. Alors, comme (A — AI,) X Q(A) =
01y, (), o0 en déduit que (A — Al ) - Q(A) - X =0-X. Dot (A —Al,) -U=0,et
donc A - U = AU, et comme U # 0, on en déduit que XA € Sp(A).

THEOREME 33:
Une matrice A est

1. trigonalisable si et seulement si elle posséde un polynéme annulateur scindé;

2. diagonalisable si et seulement si elle posséde un polynéme annulateur scindé a
racines simples.

RAPPEL:
Une matrice A est trigonalisable si et seulement si

— x4 scindé (théoréme 3);

— elle posséde un polynéme annulateur scindé (théoréme 33).

Une matrice A est diagonalisable si et seulement si

— Y xesp(a) im(SEP(X)) est la taille de la matrice A (théoréme 19) ;

— les sous-espaces propres sont supplémentaires ;

— X4 est scindé et VA € Sp(A), dim(SEP(X)) = my ;

— elle posséde un polynéme annulateur scindé a racines simples (théoréme 33).
Une matrice A est diagonalisable si Card(Sp(A)) est la taille de la matrice A.

EXERCICE 34:
Soit n > 2. Montrer que la matrice

0 1 1
1o

J= € Mlp,n (K)
S
1 ... 1 0

est diagonalisable, déterminer son spectre et ses sous-espaces propres.
Secret (pour plus tard) la matrice J est symétrique, donc diagonalisable.
1 1 1...1
On remarque que J | : | =Mn—-1)|( : |,et J+I,=| : - : |, dourg(J+1I,)=1,et
i i i1
donc d’aprés le théoréme du rang, dim Ker(J + I,) = n—1 = dim Ker(J — A\l ), avec A = —1.
D’ou dim SEP ;(—1) + dim SEP;(n — 1) = n qui est la taille de J donc J est diagonalisable.

Autre méthode : on a déja fait ¢a au chapitre II. :

1...12n...n

GHby={:1 ~ ] =|i . |=natd)
1 ooe 1 )
Dot I + 2J + J? = nl, +nJ. Dou J2 — (n —2)J — (n — 1)I, = 0. Ainsi le polynéme

P(X) = X?—(n—2)X —(n—1) est annulateur de la matrice J. Or, P(X) = (X +1)(X—(n—1))
est scindé & racines simples. D’ou la matrice J est diagonalisable.

D’ou Sp(J) C {-1,n —1}.
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9 Stabilité

RAPPEL:
Un sous-espace vectoriel F' de E est stable par un endomorphisme v : E — FE si et seulement
si

VZEE, Z€F — u@ €eF ie. u(F) C F.

Alors, u|F est ’endomorphisme induit par u sur F', ceci est parfois noté u|£ :F— F.

ProprosIiTION 35:
Soit EZ un K-espace vectoriel. Soit @ € F non nul, et u : £ — E un endomorphisme.

Si la droite Vect(@) est stable par 'endomorphisme w alors il existe A € K tel que
u(d) = Ad, et donc @ est un vecteur propre de u.

Réciproquement, si @ est un vecteur propre de u, alors il existe A € K tel que u(a@) = Aa.

DEMONSTRATION:
Soit & € Vect(a). Ainsi, il existe a € K tel que
hypothése. D’ott u(Z) € Vect(d) et donc Vect(a)

Z = ad. D’ou u(Z) = u(ad) = au(d) = ald par
est stable par wu.

ExERcICE 36 (Tarte a la créme):
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, et v : E — E un endomorphisme. Montrons
qu’il existe une droite ou un plan stable par u.

On utilise le théoréme de CavLEY et HAMILTON (valable en dimension finie). Soit A = [u] @
ol %A est une base de I’espace vectoriel. Alors, x 4(A) = 0. On le « casse en petits bouts » :

XAX) = (X = A)™ - (X = A) (X2 4+ 01X + 1) - (X2 + b, X + )™

Le produit x 4 (A) est un produit de matrices, ce produit est la matrice nulle, d’ot ce produit
n’est pas inversible, d’ott I’'un des facteurs n’est pas inversible.

— Ou bien, ce facteur est la forme (A — \;I,,), et donc il existe X € Mlp,1(R) non nul tel
que (A —X\iI,) - X =0. Alors A- X = \;X et X # 0. D’ou la droite dirigée par ce
vecteur Vect(X) est stable.

— Ou bien, ce facteur est la forme (A2 + b; A + ¢;1,,), et donc il existe X € My, 1(R) non
nul tel que A2 - X + b;A - X + ¢;X = 0. Autrement dit, il existe un vecteur & € E
non nul, tel que u2(Z) + bju(Z) + ¢;Z = 0. D’ou les vecteurs Z et u(&Z)|pont libres,
et le plan Vect(Z, u(Z)) est stable par u. En effet, u(Z) € Vect(Z, u(Z)), et u(u(Z)) =
—bju(Z) — ¢;@ € Vect(Z, u(Z)).

RAPPEL:
Au chapitre II. on a montré que, si deux endomorphismes u et v commutent, alors Keru et
Im u sont stables par v.

ProposiTiON 37:
Soient u et v deux endomorphisme d’un IK-espace vectoriel E. Si u et v commutent
(uowv=wvou), alors les sous-espaces propres de u sont stables par v.

DEMONSTRATION:

Or, SEP, (A\) = Ker(Aid —u), et, si uov = vou, alors (Aid —u)ov = vo(Aid —u). D’ou Ker(Aid —u)
est stable par v. Donc, si deux endomorphismes u et v commutent, alors les SEP de ’un sont stables
par l'autre.

RAPPEL (proposition 30):

Si x4 est scindé, alors E = ®>\ESP(A) C) ou Cy = Ker(AI, — A)™x et V) € Sp(A), dim C) =
my.

EXERCICE 38 (re-démonstation de la partie jaune (démonstration fausse dans le poly)): )
OnchoisitunebasedeE:%(5‘%,...,é’[lil,é'%,...,552,...,5’7{,...,5’gr),telleque93i =(E% )

i

1. En effet, si u(Z) et & sont liés, alors il existe k € R tel que u(Z) = kZ, et donc le facteur dans
I’expression de x4 (X) est donc (X — k).
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soit une base de Cy,, ot d; = dim C},. Soit u I’endomorphisme représenté par la matrice A
dans la base 9. Ainsi,

By

[ulg = B2

B,

car chaque sous-espace caractéristique Cy, est stable par u. Or, A commute avec (A;ln —
A)™i. Don Ker(A\il, — A)™ = C), est stable par A. De plus, la taille du bloc B;

est égal & la d; = dimC),. On veut montrer que, pour tout i, d; = my,. On sait que

Bi = [ulc,]g- Or, Cx, = Ker ((Aiid —u)™), Qo VZ € Cy,, (\iid —ulc, )™ (&) = 0.

D’ott \; id —u|c, = est nilpotent. Do, le polynéme caractéristique X, _iq —ulgy = Xdi, Or,
% T .

le polynéme caractéristique d’une restriction d’un endomorphisme divise le pol}l/néme carac-
téristique de cet endomorphisme. D’ou Vi, d; < my,. Or, Zf:l di = n,oun =dmkFE, et
>i—qmx, =n. D'ou, Vi, d; = my,. Enfin, B; = [U|C,\l]9@1 Or, (u}cki —\;id)™* = 0. D’ou
u|c/\i = \;id +(u{c/\i — Aiid), et donc B; = \;Ig, + N; ou N; est une matrice nilpotente.

ProprosiTION 39:
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u : E — E un endomorphisme de
E. Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par u. On définit

v:u}F:F—>F

Alors xv | xu (i.e. xu est un multiple de xy).

DEMONSTRATION:

Soit A = [u]é ol B est une base de E. Soient F' et G deux supplémentaires de E. Soit (£1,...,8q)
une base de F. En complétant cette base de F' en une base (€41, ...,8q,Ed+1,--.,en) de E. Il existe
une matrice inversible P telle que

P*1~A~P:< o | x >

0 D
Le bloc C' est la matrice de v dans la base (€1,...,&q). Or,
zI — C —% .
xA(z) = det(zl, — A) = det 5 T—D ) = det(zI — C) x det(«I — D)
xc XD
car ce déterminant est triangulaire par blocs. D’odt x4 = xX¢ X XD, et donc x¢ | xa i.e. Xo = Xu-

ProposiTioN 40:

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit u : E — E un endomorphisme.
Si u est diagonalisable, et F' est un sous-espace vectoriel stable par u, alors u| - est aussi
diagonalisable.

DEMONSTRATION:
On suppose u diagonalisable. D’out u posséde un polynoéme annulateur P scindé a racine simple.
Alors P(u) = Og(g), d’ou VZ € E, P(u)(Z) = Og, et donc V¥ € F, ]’(u‘h,)(f) = 0g = 0p. Et donc,

le polynéme P est annulateur de “’}1-‘ et il est scindé a racines simples. D’ou u‘F est diagonalisable.

EXERCICE 41:
Soit A une matrice diagonale par blocs. Montrer que A est diagonalisable si et seulement si
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chaque bloc est diagonalisable.

“ <=7 Soit u’endomorphisme tel que [u]% = A, U DB = (B0l o o0 0By 0 0 0 9 Ey doocdigl._ g4l o 0 0 5 By doosdils )

€1
B1| 0 0 0
€dq
Edy+1
0 | B2| O 0| :
€dy+do

€dy+-+d,_1+1
0 0 0 B,

L 4 Edy4-Hd,-

Chaque sous-espace vectoriel F; est stable par u car la matrice est diagonale par blocs.
Or, chaque bloc est diagonalisable, d’oti chaque u}Fi est diagonalisable. Il existe donc
une base de F; formée de vecteurs propres de u. En concaténant ces bases, on obtient
une base de F' formée de vecteurs propres de u.

Autre méthode : Chaque bloc B; est diagonalisable, d’ot Vi, 3P; € GLg4, (K), Pfl -B; -
P; = D; diagonale. On pose

PL| O |...]0
p_ 0 | P
1o
0 O | 2
Et donc
D1 0 |... 0
pl.A.pP= R

: . . 0
0 ...| o0 | D,

Réciproquement, pour tout i, on a B; = {u|F] .
¢ (6d1+,.,+di_1+1x---,€d1+-~+di)

Or u est diagonalisable, donc tout endomorphisme induit par w sur un sous-espace

vectoriel stable est diagonalisable. Et donc, chaque bloc est diagonalisable.
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Deuxiéme partie

T.D.

Exercice 7 : Matrice compagnon

On considére la matrice

[ 0 —ag

1 —a1
A=1]0

0.evnnn. 01 0 —ap4

@ 6600000 0 0 1 —ap

@50000000000000000000 0 —ag
O\ | L w
x4 (t) . o % : :
@l () B :
0o 01 0 —apa
Ouevnnn 00 1 —a
0 1. Ouereeeenennns 0
xé)(t) :
3 (t) o
<~ : = .0
1
@, () 0 1
—an A1 ceeeee —ap_l —ap
zy(t) = z1(t)
z (t) = m2(t)
=
x/p—l(t) = Zp
z,(t) = —aowo(t) — a1x1(t) — - - - — apxp(t)
Notations

2P (t) + agz(t) + ar2’(t) + - - + apz®)(t) =0

x0 (t)
w1 ()

@p (t)

La derniére ligne du systéme est un équation différentielle d’ordre p + 1.

Calculons det(zIp41 — A). On note

T 0 a;

-1 . Q41
D; = 0 .

. . . . 0

0 0 -1 z4ap
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D’ou Do = D1 + ag, D1 = xD3 + a1, et donc

Do = z(xD2 + a1) + aog
= xD2 + za1 + ao

p—2
xplep_l—&— E xkak
k=0

p—2
= 2P YNx(z + ap) +ap_1) + Z zFay
k=0
D
= kaak + 2Pt
k=0
Autre méthode :
x 0 0 a; |+ Lo+xLi+---+xPL,
-1 . ag |« L1
det(xlp_H — A) =@ 0
: : - @ ap—1
0 0 -1 z+4ap|< Lp

Exercice 9

On considére la matrice

1 1 -1
A=12 3 —4].
4 1 -4

X € Sp(A) <= det(Az3 —A) =0.

Soit A € R. On sait que

On calcule det(AI3 — A) :

A—1 —1 1
det(A\[3 — A)=| —2 A—3 4
—4 -1 A+4
A—1 —1 1
=A—-1 X-3 4 avec le changement Cy < C7 + Cy + C3
A—1 -1 A+4
1 —1 1
=A=-1]1 X-3 4
1 —1 A+4
1 -1 1
L Ly—L
=A=-1)|0 A—-2 3 | avec les changements 2o !
0 0 A—3 L3(—L3—L1

=A=-1)A=-2)(A+3).

D’ou Sp(A) = {1,2, -3}, et
1<dim(SEP(1)) <1  1<dim(SEP(2)) <1 et 1< dim(SEP(-3)) <1.[]

2. inutile dans ce cas
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La matrice A est de taille 3 et elle posséde 3 valeurs propres distinctes deux a deux. D’ou,
d’apreés la proposition 18, on sait donc que A est diagonalisable. Diagonalisons-la.

Exercice 8

1. Soit un vecteur non nul # € Ker(Aid—wu o v). Ainsi, u(v(Z)) = AZ. Et, donc v(u(v(Z))) =
Mo(Z). On a donc v(Z) € Ker(AMd —wou). Or, si A # 0, on a v(&) # 0; en effet, si
v(Z) = 0, alors wov(Z) = 0 = AZ et donc T = 0, ce ne serait donc pas un vecteur
propre de w o v : une contradiction. On en déduit que v(Z) est un vecteur propre de
u o v associé a la valeur propre .

2. On pose donc A = 0, une valeur propre de u o v. L’endomorphisme u o v n’est donc pas
injectif, donc bijectif. On sait donc, comme E est de dimension finie, que det(uov) = 0.
Or det(uov) = detu x det v = det(v o u). Et donc det(v ou) = 0, v o u n’est donc pas
bijectif, donc injectif. Et donc, on a 0 € Sp(v o ).

3. Soit P € R[X], et soit @ une primitive de P.

P e Ker(uowv) < (/OXP(t) dt)/:[)

= (Q(X)-Q(0) =0
—Q'(X)=0
< P(X)=0

On en déduit que Ker(u o v) = {0}.
Egalement,
X
P eKer(vou) < / P'(t)dt=0
0

<~ P(X)—P(0)=0
< P(X) = P(0)
<= degP <0

<= P € Ro[X]

On en déduit que Ker(v o u) = Ro[X].

Exercice 6

Soient a, b et c trois réels. Soient A et B deux matrices 3 x 3, définies par

1
A=10
0

[l S|

1 2 b 0
0 et 0 ¢ O
a 0o 0 2

Pour quelles valeurs des réels a, b et ¢ les matrices A et B sont-elles diagonalisables 7
Soit A € R. D’out
A € Sp(A) < det(A\ I3 —A)=0
Or,
A—1 —a —1

det(A3 — A) = 0 Xx—1 0 =(A-12-(A—a)
0 0 X—a

1ER cas a = 1 : on a donc Sp(A) = {1}. Par absurde, si A est diagonalisable, alors A ~ I3,
d’ou A = I3, ce qui est absurde. Et donc A n’est pas diagonalisable.
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28D cas a # 1 :on adonc Sp(A) = {1,a}. D’ou 1 < dim(SEP(a)) < 1, et 1 < dim(SEP(1))
Or, la matrice A est diagonalisable si et seulement si dim(SEP(a)) + dim(SEP(1))
donc si et seulement si dim(SEP(1)) = 2. Soit donc X = (gyj) € 3,1 (R).
z

A

X € SEP(1) <= AX =X

1 a 1 a2 a5
<~ (0 1 0 y|l=1v
0 0 a z z
=0
{ay—l—z
az =z
<:>{ay:0 car a # 1
z =
1€° sous-cas a =0 :
1 0
X €SEP(1) <= 2=0 <= X=2|0|+y|1
0 0
D’ou dim(SEP(1)) = 2.
24 sous-cas a # 0 :
_ 1
X € SEP(1) «= Y7 — X=z|0
z=0 0

D’oit dim(SEP(1)) = 1.

Ainsi, A est diagonalisable si et seulement si a = 0.

Exercice 15
“ =" On suppose A et B diagonalisables. On suppose aussi AB = BA. Ainsi, il existe une

matrice inversible P € GLy, (K) telle que P~1-A.P = A’ diagonale. Soit B’ = P~1.P.P.
Egalement, on sait que les sous-espaces propres de A sont stables par B. Ainsi,

A1

A1

B1

Al = et B' =

Ar

Ar

B’ est diagonalisable car B est diagonalisable. Mieux : chaque bloc de B’ est diago-
nalisable d’aprés le théoréme 40. On diagonalise le bloc By en Bf en passant dans
une nouvelle base (€1/,...,8y, ") de SEP4(A1). Alors B{ est diagonal. De méme,
BY,...,B]! sont des blocs diagonaux. Or, la matrice A’ est restée diagonale car les
vecteurs (€1/,...,&4, ") sont dans SEP 4(A1). Et, de méme pour les autres blocs.

Exercice 10

1.

ANALyseE On suppose qu’il existe P une matrice inversible telle que P~1-A.P = (g ;) =T,
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1ére méthode OnatrA=2=a+b=trT,etdet A=1=axb=detT. D’ou a et b sont
solutions de 1’équation X2 —2X —1 =0, i.e. (X —1)2=0. Dotta=1>b= 1.

2nde méthode On a x4 (X) = ‘f(X:§‘ = (X -1)?2 = (X —a)(X —-b) = xr(X). Dou
a=b=1.
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