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Premiére partie
Cours

RAPPEL:
La dimension d’un espace vectoriel est le nombre de vecteurs dans une base de cet espace

vectoriel.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, n. On a

P11 P12 ... Pin\ €1
P21 P22 ... DP2n \ €2
pP= .
Pn1 Pn2 Pnn €n
51 52 gn
Vielle base Nouvelle base
B = (€1,€2,...,8n) = B = (1,82,...,€n)

/

awil az

. X =rXx’ wi

e=X=| . [Tg =X =

Tn T,

FiGure 1 — Formule de passage (vecteurs)

On considére maintenant un endomorphisme f.

Vielle base Nouvelle base

B = (€1,€2,...,€En) B’ = (€1,82,...,€n)

[flos = A € M, n (K) [flosr = A" € dln,n (K)

FI1GURE 2 — Formule de passage (endomorphismes)

On a
ail a2 ain €1
az1 a2 aon €2
A=[flg = o
anl an?2 cee Ann €n
f(er) f(&2) ... f(én)

EXERCICE 1:
On doit montrer qu'il existe P € GL2(R) telle que A’ = P~ A- P. On appelle la vielle base

B = (7,7) et la nouvelle B’ = (£1,£2). On a

cos 0 sin 0 7 1 0 €]
A= (sin@ — cos 9) 7 et ( 0 -1 ) 5;
f@ @ fer)  f(&2)
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La question devient donc de trouver &7 et £5.

On a f(&1) = &1 et f(£2) = £2. L’endomorphisme f est la symétrie par rapport a Vect(€})
cos 0/2

i 9/2). On représente la situation dans la FIGURE ci-dessous.

Ofl§1=(

F1Gure 3 — Schéma représentant I’'EXERCICE 1

On en déduit la matrice P :

cos g —sin %
P= .
sin ¢ cos ¢
2 2

Cette matrice n’est, par contre, pas unique : elle peut étre multipliée par un réel non nul sur
chacune des colonnes et répondre quand méme au probléme. Par exemple,

[’} 0

<8 cos 5 —3sin 2)
0 0
8 sin 5 3 cos 3

est aussi une matrice valide.

cos(@/?))

Autre méthode. On “sort les expressions des vecteurs d’un chapeau” : soient &7 = (sin(9/2)

L —sin(9/2))
et &5 = ( cos(6/2) ) Alors,
[’ 0
A sz <0059 sin > cos 3
sin% sinf —cos@ sin g
(COSO cos g -+ sin @ sin g)
- . 0 6
sin 6 cos i cos 6 sin o
B cosg
sin g
D’on, f(€1) = £1. De la méme maniére, on vérifie f(£2) = —&5.

Avant de quitter 'EXERCICE 1 : on vérifie que la matrice P est inversible. On rappelle qu’une
matrice est inversible si et seulement si det(P) # 0, si et seulement si les colonnes de P forment
une base (ou les lignes), si et seulement si le rang de P est le méme que la taille de P.

La trace est une opération linéaire : tr(aA + 8B) = atr A + Btr B. Attention, ce n’est
pas vrai pour le déterminent : det(aA) = a™ det A # adet A ou n est la taille de A. Il est
cependant linéaire par rapport & chacune de ses colonnes.



I Cours

tr(AB) = tr(BA) #tr A x tr B mais det(AB = det(BA) = det A x det B.
Le trace et le déterminant sont invariants par changement de base (par des opérations sur
les lignes et les colonnes) : on dit que ces opérations sont invariantes par similitude.

Le noyau de f, noté Ker f est I’ensemble des z pour lesquels f(z) = 0p. L’image de f, noté
Im f est ensemble des f(z) pour x dans E.

On a

Ker f ={0g} <= f injective et Im f = F <= f surjective.

On rappelle le théoréme du rang :

‘ dim E = dim Ker(f) + dim Im(f) = dim Ker(f) + rg(f). ‘

Dans le cas particulier ou dim £ = dim F, on a

‘f injective <= f surjective <= f bijective.‘

EXERCICE 2:
Soit E un K-espace vectoriel et soit

w:E linéaire E

—

On considére S un supplémentaire de Kerwu : Keru@® S = E. Ce supplémentaire existe d’aprés
le théoréeme de la base incompléte. On montre que S est isomorphe a Im u. On pose

f:S—Imu

On montre aisément que f est linéaire car u est, elle-méme, linéaire.

Soit ¥ € S.

FEKerf «— f(&) =0 =u)
z

Donc f est injective.

Soit 7 € Imu. Soit T € E tel que u(Z) = 7. Soient @ € S et b € Keru tels que & = @+ b. On
a u(Z) = u(@) = f(@) = y. On en déduit que f est surjective.

On en déduit donc que dim(Ker u) + dim(Im u) = dim E : le théoréme du rang.

EXERCICE 3:
Une forme linéaire ¢ est une application linéaire d’un K-espace vectoriel dans K.
1. Montrons que ¢ est, ou bien nulle, ou bien surjective. On vérifie aisément le cas ou ¢
est nulle. Si ¢ n’est pas nulle, il existe & € E tel que ¢(Z) # Ok. Alors, on sait que

@(Z/p(x)) = 1 par linéarité. Donc, pour tout A € KK, on peut trouver un antécédent
L AL =
J= =T de X: p(y) =\

o (Z)

On rappelle également que le noyau d’une forme linéaire non nulle est un hyperplan
(la dimension vue 'année derniére d’un hyperplan comme un sous-espace vectoriel de
dimension n — 1 n’est pas valable en dimension finie; cette nouvelle définition est va-
lable en dimension infinie). C’est ce que nous allons montrer dans les deux prochaines
questions.
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2. Soit H un hyperplan. On sait donc que H = Ker ¢ o ¢ est une forme linéaire non nulle
(par définition). Ainsi, d’aprés le théoréme du rang, dim E = dim Ker(¢) + dim Im(y).
Ainsi, d’apreés la question 1., comme ¢ est non nulle, elle est surjective et donc dim Im(yp) =
1. On en conclut que

dimE =dimH + 1 ie. dimH =n — 1.

3. Réciproquement, on suppose dim H = n — 1. Montrons que H est un hyperplan i.e.
montrons qu’il existe une forme linéaire ¢ telle que H = Ker . Je choisi une base
(£1,€2,...,6n—1) de H. Par le théoréme de la base incompléte, soit &, tel que (€1, ..., &R ) soit
une base de E. Soit ¢ une application linéaire de E dans K définie comme

@ : E K
=111 + 2262+ -+ Tpn—16n—1+ Tn—1€n — Tn-

¢ n’est pas nulle car ¢(&,) =1 # 0. On a donc Kerp = H.
4. L’application tr est une forme linéaire de My, (K) dans K. Soit M € My, (K). On pose

ail ai2 B Aln
a1 a2 cee azn
M =
anl Qan2 ... GQnn
On sait que M € Ker ¢ si et seulement si aj; +ag2 + -+ ann = 0 ie. apyp = —aj; —
a2 — - — an—1,n—1. Il y a donc n — 1 contraintes (i.e. coordonnées). Ainsi,
ailr a2 ... a1,n—1 ai,n
a1 a2 e a2 n—1 az2n
M € Kertr <— M =
anl an?2 cee an—1,n—1 k
ol k= —a11 —az2 — - —an_1,n—1. D'oll,
0
1 1
0 0
M e Kerp < M = a1 +ago
0 0
-1 -1

Donc, ces n? — 1 matrices forment une base de Ker tr.

EXERCICE 4:
Soit (F;);er une famille de sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E.

1. On veut montrer que nie[ F; est aussi un sous-espace vectoriel. On sait que Vi € I,
O € F; car F; est un sous-espace vectoriel de E. Montrons que mie[ F; est stable
par combinaisons linéaires (i.e. superpositions). Soient o, 8 € K et Z,5 € (;c; Fi- On
veut montrer que aZ + By € nie 1 Fi. Pour tout i € I, F; est stable par combinaisons
linéaires d’ou aZ + By € F;. Donc, comme ceci est vrai pour tout ¢, on en déduit que
af+5g€ miejpi-

2. On donne un contre-exemple. On se place dans le cas £ = R2. On pose G' = Vect(}) et
H =Vect(?). On a7+ 7¢ FUG car ¥+ J¢ F et 7+ 7€ G.
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Vect(7)

=y
+
<y

S

!

Vect(?)

Ficure 4 — Contre-exemple : union de sous-espaces vectoriels n’en est pas un

3. (a) On montre d’abord que si F' C G ou G C F, alors FFUG est un sous-espace vectoriel
de E. Si F C G, alors F UG = G qui est un sous-espace vectoriel de E. Si G C F,
alors F'U G = F qui est un sous-espace vectoriel de E.

(b) On montre que si F' ¢ G et G ¢ F, alors F U G n’est pas un sous-espace vectoriel.
On sait donc, par hypothése, qu’il existe g € G tel que g € F'; et, qu’il existe ]?E F
telquef%G. Or, f+§€Fet f+§¢Getdoncf+§'¢FUG. On en déduit que
F U G n’est pas stable par combinaisons linéaires.

G

/7 F

Ficure 5 — L’union de deux sous-espaces vectoriels non inclus n’est pas un sous-espace vec-
toriel

4. On le fait dans le cas ot r = 2. On peut ensuite procéder & une récurrence pour le
faire pour tout r. Soient F; et F5 deux sous-espaces vectoriels de dimensions finies
respectivement dy et da. Soient &1 € Fy et o € F». On sait que a(Z1,T2) + B(¥1, Y2) =
(aZ1 + BY1, a2 + BY2). Montrons que dim(Fy x F2) = di + d2 = dim F} + dim F». Soit
(€1,...,€4,) une base de Fy et (ﬁ,...,ﬁz) une base de Fy. On décompose T et Ty
dans ces bases :

F1 5% = o181 + 282 + -+ + g, €g,
et

F29172:,31ﬁ+52ﬁ+"'+/3d2ﬁi2-
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Ainsi,
F1 X F3 3 (Z1,%2) = (1€1 + agéa + -+ ,,311?1+/32f2+---)

P

= o1 (€1,0) + a2(€2,0) + - -+ B1(0, 1) + B2(0, fo) + - - - .

RAPPEL:
Comment montrer que z € ﬂiel F; 7 On montre que, pour tout ¢ € I, on a x € Fj.
Comment montrer que z € J;c; Fi 7 On montre qu'il existe i € I, tel que x € F;.

DEFINITION 5:
Soit (F;);er une famille de sous-espaces vectoriels de E. La somme des sous-espaces vectoriels

F; est S si, pour tout v € E,
vES << I(vi,...,vr) EF1 X - X Fry,v=0v1 + -+ vp.
On note alors S = >, ; F;. La somme est directe si
Vo € S, A(v1,...,vp) EF1 X -+ X Fr,v=v1+ -+ vp.

On note alors S = @, Fi-

EXERCICE 6:

On a F = R3[X]. On veut d’abord montrer F' + G + H, puis que cette somme est directe et
enfin que F, G et H sont supplémentaires. C’est & dire, on veut montrer que tout vecteur de
E (3) peut s’écrire de maniére unique (2) comme la somme d’un vecteur de F', d’'un vecteur

de G et d’un vecteur de H.
Soit P =a+bX +cX? +dX3 € R3[X].
P=aX(X—-1)(X —2)+B8(X - 1)(X —2)(X — 3)+ v + X2
——

EF eG €H
—68+v=a
— (9): 20+ 118 =0
"l -3a+68+5=c
at+B=d

Montrons que le systéme (O) a une unique solution.

18r¢ méthode : on applique la méthode du pivot de Gauf. On a

§—68—3a=c

Q) = Y-3f=a
B+a=d
118+ 20 =5

Le systéme est triangulaire, il a donc une unique solution.

2nde mégthode : on calcule le rang du systéme (9). La matrice A la matrice des coefficients :

0 -6 1 0
2 11 0 0
A= -3 -6 0 1
1 1 0 O

On peut montrer que rg A = 4 ou montrer que A est inversible i.e. det A # 0.
ProprosiTioN 7: 1. La somme des sous-espaces vectoriels F; est un sous-espace vectoriel de
E.
2. Si la dimension des sous-espaces vectoriels F; est finie, alors dim (Z Fi) < Z dim F;.
i€l i€l

3. La somme est directe si et seulement si dim (Z F,-) = Z dim Fj.
i€l iel
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PREUVE:
Soit ¢ ’application linéaire définie ci-dessous :

p: 1 x---XF. —FE
(Z1,.., Zr) — &1+ -+ + Tr.

1. Im ¢ est un sous-espace vectoriel de E car ¢ est une application linéaire (cf. cours de
premiére année). Or, Imp = Fy + - - - + F, d’aprés la DEFINITION 5.

2. On applique le théoréme du rang a ¢ :
dim(Fy X -+ x Fy) = dim(Ker ¢) 4+ dim(Im ¢).

Or, d’aprés EXERCICE 4, dim(Fy X --- Fr) = dim Fy + - -+ + dim F;; et, dim(Im¢) =
dim(Fy + - - - + F,) d’aprés la question 1. Comme dim(Ker ¢) > 0, on a donc

idimFi > dim (ip)
=1 i=1

3. La somme > | F; = F + --- + F est directe si et seulement si ¢ est injective si et
seulement si Ker¢ = {Og} si et seulement si dim(Ker ) = 0. On en déduit donc, en
reprenant ’expression de 2., on a

s T
> dimF, =dim (3O F).
i=1 i=1
ExERCICE 8 (somme de deux espaces vectoriels):
On pose E = R2, et n = 3. Soient Fy, F» et F3 trois sous-espaces vectoriels de R2.
Ona FiNFNF3={0}: F1NFy,={0}, F°onF3 = {0} et F1 N F3 = {0}. Mais, la somme
F| + F5 + F3 n’est pas directe car 7+ 7= 0+ 0 + @+ =v+7+ 0.

Vect (7' +
Vect(7) T+

=y
+
Sy

Sy

=0

Vect(7)

Ficure 6 — Contre-exemple des propriétés de la somme dans de trois sous-espaces vectoriels

Néanmoins, pour 7 = 2, on a bien la formule de GRASSMANN :

dim(F 4+ G) =dim F + dim G — dim(F N G).

On pose 'application linéaire ¢ comme définie ci-dessous :

p:FxG— E

(Z1,%2) — T1 + Za.
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On a, d’aprés le théoréme du rang,
dim(F x G) = dim(Ker ¢) + dim(Im ¢).

Or, dim(F x G) = dim F' + dim G d’aprés 'EXERCICE 4 ; et, comme Im¢ = F + G et donc
dim(Im ¢) = dim(F + G). 1l reste & montrer que dim(Ker ¢) = dim(F N G).

On sait que Ker ¢ = {(&1,%2) € F x G | 1 + &2 = 0} = {(, —&) € F x G}. Or, on sait que
Vi € F, —& € F et on en déduit donc que Ker ¢ = {(Z, —%) € (F'N G)?}. D’ou, I'application

h: FNG — Keryp
Z— (Z,—%)
est un isomorphisme par construction.

La somme est directe si et seulement si dim(F + G) = dim F + dim G donc si et seulement
si dim(F N G) = 0 et donc si et seulement si £ NG = {0}.

REMARQUE 9:

Il est important de vérifier que E = F @ G. On dit que p est un projecteur et que p(Z) est
le projeté de & sur F parallélement & G. Du dessin du polycopié, on en déduit que, pour
tout vecteur Z, on a & + »(Z) = 2p(Z) ; d’on, idg +» = 2p. Un projecteur p projette sur Im p
parallélement a Ker p. Une symétrie » est une symétrie par rapport a Ker(s—id g) parallélement
a Ker(,A + ldE)

ExEercice 10:

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient F' et G deux supplémentaires dans
E. Soit p un projecteur sur F' parallélement & G. Sans perte de généralité, on peut se pla-
cer dans une base particuliére, adaptée au probléme (a la somme directe F' @ G) car tr et
rg sont, ou bien invariants par changement de base, ou bien invariants de similitude. Soit

% = (€1,...,€r,Er41,...,En) une base de E telle que (€1,...,€) est une base de F et
(€r41,.-.,6n) est une base de G. Une telle base B existe car F' et G sont supplémentaires.
el
1 0
ér
[Pla = B
0 0 o
&n

p(é1)...p(€r) p(Ert1)...p(En)

DEFINITION 11:
Soient E un IK-espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de E. Soit f : E — E un
endomorphisme. On dit que F' est stable par f si VZ € F, f(&) € F i.e. f(F)C F.

Si F' est stable par f, alors I’application
f}F =g:F—F
Z — f(Z)
existe et on dit que c’est I’endomorphisme induit par f sur F.

RAPPEL:
On dit que f(F) est I'image directe de F par f.

ExemMpLE 12: 1. R, [X] est stable par 'application D définie comme
D: R[X] — R[X]
P(X) — P'(X).
2. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans un espace vectoriel E.

Alors F' et G sont stables par le projecteur p sur F' parallélement & G. Et, aussi par la
symétrie » par rapport a F' parallélement & G. On a aussi
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p‘F:idF; p}G:(]; A|F=idF; bczfidG.
EXERCICE 13:
On pose (i, ], k) une base de R3. Et, on pose

0O 1 0
A:[f](f,j,ﬁ): é 8 (1)

L’application f est la symétrie par rapport & Vect(7 + 7, k) parallélement & Vect(7 — 7). Les
droites vectorielles Vect(7 — 7), Vect(Z+ 7) et Vect(k) sont stables par f.

== =

On cherche maintenant une base € telle que f soit diagonale. Avec € = (7— 7,7+ 7, E), on a

—1 0 0 &1
[‘6}% = 0 1 0 |é&
0 0 1 |€&3
f(&r)  f(e2)  f(eB)
car f(&1) = —¢&1 car f(¥—7) = —(¥—J) car
0 1 0 1 —1
1 0 Of|-1|=|1
0 0 1 0 0
On procéde de méme pour €3 et 3.
E
7 J

Fi1GUuRE 7 — Dessin pour 'application f

ProrosiTiON 14:
Soient u : F — FE et v : E — E deux endomorphismes tels que v o v = v o u, alors le noyau
Keru (%) et 'image Imu (xx) sont des sous-espaces vectoriels stables par v.

PREUVE: (%) : On veut montrer que VZ € Keru, v(Z) € Keru. Soit Z € Keru. On a u(Z) = 0
dou v(u(Z)) = v(0) = 0 ie. vou(@) = 0 dont uov(®) = 0 ie u(v(Z)) = 0 dou
v(Z) € Keru.

(%) : On veut montrer que V7 € Imu, v(7) € Imu. Soit § € Imu. D’ou, il existe & € E tel

que § = u(Z). Alors, v(¥) = v(u(Z)) = v o u(Z) d’ou v(¥) = u o v(Z) = u(v(F)).

ExERcICE 15:

Soient u et v deux endomorphismes tels que u o v = v o u. L’ensemble des vecteurs invariants

par u est Ker(u — idg) car

wW@) =% <= u(@) -7=0 < (u—idp)(@) =0 < & € Ker(u —idp).

Comme cet ensemble est un noyau, c’est un sous-espace vectoriel de E. Or, u — idg et v
commutent d’aprés la démonstration qui suit, d’ou Ker(u — idg) est stable par v.
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VZ € E, (u—idg) o v(&) = (v — idg) (v(Z))
= u(v(@) — v(3@)
=uov(Z) — v(F)

=vou(Z) — v(Z)

car wov commutent par hypothése. D’ou (u—idg)ov(Z) = vo(u—idg)(Z) donc (u—idg)ov =
vo (u—idg).

METHODE 16:

c.f. poly

EXERCICE 17:
c.f. poly

DEFINITION 18:
Soit P = Ziv:o ap X" € K[X] un polynéme.

k fois k fois

—N— ——
Avec P(X) = X*, alors P(A) = A" =Ax Ax---x A, et P(u)=uF =%owuo---ou pour
tout k € IN*. Avec k=0, on a P(X) = X, et donc P(A) = A? = I,,, et P(u) = u° = idg.

Avec P(X) = 248X +4X7, on a donc P(A) = 2I,, +8A +4A7 et P(u) = 2idp +8u+4u”.

Si E est de dimension finie, on a [P(u)]g3 = P([u]g).

ProprosiTiON 19:
Soient P,Q € K[X] et a, 8 € K, on a

(aP + BQ)(u) = aP(u) + BQ(w) et (P x Q)(u) = P(u) o Q(u).

De méme, on a

(aP+BQ)(A) = aP(A) +BQ(A) et (P XxQ)(A) = P(A)-Q(A).

EXEMPLE:
On pose P(X) = 2+3X% et Q(X) = 7+8X2 ona P(X)x Q(X) = 14+16X2 +21X* +24X6
d’ou, d’apreés la définition 18, on a, d’une part,

P x Q(u) = 14id +16u? + 21u* + 24uS.
D’autre part, en évaluant P en u, on a P(u) = 2id +3u? et Q(u) = 7id +8u?, et donc
P(u) o Q(u) = (2id +3u?) o (7id +-8u?) = 14id +16u? + 21u* 4 24uS.

ExERCcICE 20:
Soient A et B deux matrices semblables et P un polynéme. Montrer que P(A) et P(B) sont
semblables et P(AT) = P(A)T.

Tl existe un matrice Q € GLy, (K) telle que B = Q1 AQ. D’ou B2 = (Q~1AQ)(Q~TAQ) =
Q1A2Q. On peut démontrer que B¥ = Q=1 A*Q par récurrence avec cette méme méthode
pour k € IN*. On pose P =ag + a1 X + --- + a4 X% On calcule

Q_IP(B)Q = Q_l(aOIn +a1B+ -+ adBd)Q

=Q 'Q+aQ ' BQ+ Q' B%Q + -+ a4Q Tt BQ
— P(A).

Se rappeler que (AB)T = BT - AT. Ainsi, (42)T = (A-A)T = (AT)2. D’'ou Vk € IN*,
(AR)T = (Ax---x AT = AT ... AT = (AT)k. De plus, (AO)T =1, =1, = (AT)°. Et,
comme la transposition est linéaire (Va, 8, VA, B, (¢ A+ BB)T = aAT +BBT), on en déduit
que

VP e K[X], P(AT) = (P(4)) .

10
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DEFINITION 21:
On dit qu'un polynéme P est annulateur de A si P(A) = 04, (k)-

On dit qu’un polynéme P est annulateur de u si P(u) = Oy (gy. Et donc Va € E, P(u)(z) = 0p
(attention, ce n’est pas P(u(z)).
ExXEMPLE 22:

On sait que p un projecteur si et seulement p o p = p. Autrement dit, si et seulement si
pop—p=0g(g), si et seulement si Q(p) = 0z () avec Q(X) = X2 — X,

On sait que » est un symétrie si et seulement si »0 5 = idg, si et seulement si »0.5 —id = 0,
si et seulement si 2 — 5 =0 et donc Q(s) =0 ot Q(X) = X2 — 1.
ExXERCICE 23:
On a
1 ... 1 B coo

In+DP=|: . ] =(: -~ = ]=nla+J).

1 ... 1 n ... n

On rappelle que (a + b)? = a? + 2ab + b mais pour des matrices A et B, on a (A + B)? =
A? + AB + BA + B? car la multiplication n’est pas commutative en général. (Mais, c’est le
cas dans cet exercice.)

Or, (I + J)? = I, +2J + J? car I, et J commutent. D’ou I, +2J + J? = nl, +nJ. Donc
J2—(n—-2)J—(n—-1I, = 0.4,,.,, (k) donc le polynome

PX)=X?>—(n—-2)X—(n—1)

est annulateur de la matrice J.

METHODE 24 (Inverser une matrice):
On applique cette méthode que si le polynéme annulateur n’a pas un terme constant nul.
Sinon, on divise par 0.

ExERCICE 25:
On a montré que J2 — (n — 2)J — (n — 1)I, = 0. D’ou J? — (n — 2)J = (n — 1)I,. Donc
I 222 =T, carn—1%0. D'ou J x (725J — 2=21,) = I. On en déduit que J est
inversible et
g1 = L‘] n=2
n—1 n—1

Jipe

METHODE 26 (Calculer les puissances d’une matrice):

On veut calculer J¥ = P(J) ot P = X* ¢ K[X]. De plus, si on posséde un polynéme
annulateur de J : Q(J) = 0 (ou, dans I'exemple Q = X2 — (n — 2)X — (n — 1)). On réalise
la division euclidienne X* + Q. On obtient un quotient Qj et un reste Ry = oy, + B X car
deg Ry, < 2. Ainsi, on a J* = Q(J) x Qi(J) + R(J) = Ri(J).

Or, on sait calculer le polynéme Ry sans calculer le quotient (voir Annexe A.) Comment ?
On a XF = Q(X) x Q(X) + Ri(X). Or, Q(—=1) = 0 = Q(n — 1). Dot (—=1)* = ap, — Bk
et (n — 1) = ap + Br(n — 1). On résout ce systéme pour déterminer ay, et By ; et donc
Rk(J) = aply, + BrJ.

EXERCICE 27:

On sait que J2 — (n—2)J — (n—1)I,, = 0. D’ott J2 = (n—2)J + (n— 1)I,,. Or, en multipliant
par J, et en utilisant Pexpression de J2, on en déduit que J3 € Vect(In, J). Et, de “proche en
proche,” on a Vk, J* € Vect(I,,, J). Mais BOF car on n’a pas la formule pour J* = al,, + fJ.
Pour avoir ces coefficients, on utilise la METHODE 26.

PRroPOSITION — DEFINITION 28:

Toute matrice A posséde un polynéme annulateur non nul. L’unique polynéme annulateur de
A qui est unitaire et de degré minimal est appelé le polynéme minimal de A et est noté pa
ou mA.

PREUVE:
On sait que dim My, (K) = n?. Soit A € My (K). On considére la famille (A®, AL, A2, A3, ...,
A"Q) qui contient n? + 1 vecteurs. Dol cette famille est lice : il existe ag, a1, as,...,a,2

non nuls tels que
2
aoAO =+ alAl + -4 anzA" = 0.
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Dot P(A) =00t P(X) =ag+ a1 X + a2 X2+ + a2 X",

Ainsi, a + P(A) 4+ BQ(A) = 0 est un polynéme annulateur de A. D’ou, Pensemble F4 des
polynoémes annulateurs de A est un sous-espace vectoriel de K[X].

D’ou (Fa,+) est un sous-groupe de (K[X],+). Par ailleurs, si un polynéme P € .F4 et un
autre polynéme @ € K[X], alors le produit P X Q € J4 car (P X Q)(A) = P(A) x Q(A) =
0 X Q(A) = 0. On en déduit que .F4 est un idéal de K[X].

Or, tout idéal de I’ensemble des polynome, d’aprés ’annexe A, est de la forme P - K[X] i.e.
I’ensemble des multiples d’un polynéme P. Il existe donc un unique polynéme unitaire P tel
que J4 = P - K[X].

ExErciceE 29: 1. Déterminer le polynéme minimal de la matrice J.

2. Montrer que la dérivation

D : 8% (R) — 8> (R)
f—r

ne posséde pas de polynéme annulateur non nul.

3. Montrer que deux matrices semblables ont la méme polynémes annulateurs et donc le
méme polynéme minimal.

1. Il n’existe pas de polynéme unitaire annulateur de J
— de degré n (par Pabsurde) : si Q(J) = 1J +al, = 0 alors J = —al, et c’est absurde.
— de degré 0 (par I'absurde) : si Q(J) = al, = 0 avec a # 0, ce qui est absurde.

Donc X2 — (n —2)X — (n — 1) est dé&ja le polynéme minimal de J.

2. On sait que D est un endomorphisme de ’espace vectoriel €°°(R) de dimension in-
finie (en effet, on a R[X] C ¥°°(R)). On procéde par labsurde. Soit P = ag +
a1 X + -+ 4+ anX™ (avec an # 0) un polynéme annulateur non nul de D. Alors,
Vf e8>, (agid+arD +azD? + -+ anD")(f) = 0. Or, (agid+a1D + asD? + - +
anD™)(f) = aof +a1f +azf’+--- +an f(™. Ce qui est absurde car, avec f :  — z™,
on a P(D)(f)(0) =an x n! #0.

3. On démontre que le polynéme minimal est un invariant de similitude. Si P(A) = 0
et A/ = Q71AQ avec P € K[X] et Q € GLn(K), alors P(4') = P(Q 1AQ) =
Q7 1P(A)Q = 0 (c.f. ExercICE 20). Donc, I’ensemble des polynéomes annulateurs de
A est aussi celui de A’. A fortiori, A et A’ ont le méme polyndme minimal.

REMARQUE 30:
Soit A € Mnp,n(K). L’application

ea : K[X] — dly,n(K)
P+—— P(A)

évalue chaque polynéome P en A. C’est un morphisme d’anneaux, d’espaces vectoriels et méme
d’algebres.
DEFINITION 31:
On dit qu’un endomorphisme u est nilpotent s'il existe k € IN* tel que uF = 0; on dit qu’une
matrice carrée A est nilpotente s’il existe k € IN* tel que AF = 0.
EXERCICE 32:
Soit A € Mn,»(K) une matrice nilpotente d’indice r : A”™ = 0 mais A1 £ 0.
1. Alors pa = X" : pa(A) = A" =0 d’ot p4 est annulateur. Le polyndme 4 est unitaire.
Il n’existe pas de polynéme annulateur unitaire P de degré strictement inférieur a r car,
sinon, P | X” d’ot il existe n < 7, P = X*, or, si P(A) = A® =0, alors A est nilpotente
d’indice k < 7, ce qui est absurde.
2. (Tarte a la créme) On veut montrer que » < n. On pose f : E — FE telle que [f]lg = A
oll F est un espace de dimension n, et ayant une base . On a A” = 0 si et seulement

si fT = 0; et, A1 # 0 si et seulement si f7~! # 0. On veut donc montrer que
7 < dim E. Or, comme f7~! # 0y (g, il existe z € E tel que f™~!(z) # 0. Considérons
maintenant (w, f(z), f2(z),..., f"~(z)), une famille de r vecteurs, et cette partie est

libre car : si (Hyp) : ao + a1f(z) + a2 f?(x) + -+ + ar—1 f71(z) = 0, alors f"~1(Hyp)

12
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donne apf""1(z) = 0 (grace a la nilpotence de f), or f"~1(z) # 0 d’oit ap = 0. On
applique maintenant f"~2, on a a; = 0. De proche en proche, on a

Q) =] =@ =+ = Qp.

D’ou Vect (a:, fl@),..., fT’l(x)) est un sous-espace vectoriel de dimension r. Or, dim E =
n et donc r < n.

3. Ona A" et r <ndou A" = AT - A" T =0x A" " =0.
LeMmME 33 (des noyaux):

Soit w un endomorphisme de E. On considére un polynéme P annulateur de u. On factorise
ce polynome en r polynomes : P(X) =[], _; Px(X). Alors,

T
E= @ Ker Py (u).
k=1

Si le polynéme n’est pas annulateur, on remplace E par Ker P(u) dans I’expression précédente
(méme si la plupart du temps, en TD, on utilise le cas ou P est annulateur).

PREUVE (par récurrence):
On initialise avec deux polynoémes P; et Ps, premiers entre-eux. D’otu, d’aprés le théoréme de
BEzourT, il existe deux polyndmes A; et Ay de K[X] tels que A1(X) X P1(X) + A2(X) x
P>(X) = 1. En particulier, Aj(u) o Pi(u) + A2(u) o P2(u) = idg. D’ou, pour =z € E,
(A1(u) o Py(u))(x) + (A2(uw) o P2(u))(z) = z (*). On veut montrer que Ker ((Py X Py)(u)) =
Ker (P1(u)) & Ker (Pa(u)).

— Montrons que Ker (P (u)) N Ker (P2(u)) = {0g}. Soit z € Ker (P1(u)) N Ker (Pa(u)).

Alors Pi(u)(xz) = 0g, et, de méme, Ps(u)(z) = 0g. Or,

(A1 (u) o Py (u)) (z) +(A2 (u) o Pg(u))(a:) = @B,
Tor Tor

Dotz =0pg.

— Montrons que Ker P (u) + Ker P>(u) C Ker (P1P2)(u). Soit o € Ker P (u) + Ker Pa(u).
Alors, il existe z1 € Ker Pi(u) et z2 € Ker Pa(u) tels que ¢ = z1 + x2. Or, (Pi(u) o
Py(u))(z2) = P1(u)(P2(u)(z2) = 0p et (P2(u) o P1(w))(z1) = P2(u) (Pl(u)(cclg =0g.
D’ou (P1(u) o Pa(u))(z) = 0. D’out P1Ps(u)(x) = 0p et donc @ € Ker (P P2) ().

— Montrons que Ker P (u) 4+ Ker Py (u) D Ker (P P2)(u). Soit « € Ker (P P2)(u). D’aprés
(%), = z1 + 2 avec z1 = (A1(u) o P1(u))(z) et ma = (Az(u) o P2(u))(z). Alors

Po(u)(21) = Po(u)((A1(w) o P (w)) ()
= Py(u) o A1(u) o Pi(u)(z) = A1 (u) o P1(u) o Pa(u)(x)
= A1 (u) o P1(u) o Pa(u)(z)
— 9
= OE Og

De méme, P;(u)(z2) = 0p. Dot = € Ker P (u) + Ker P> (u).
ExXERCICE 34:

Soit u : E — E un endomorphisme tel que u®> = u. Montrons que Ker(u + idg) ® Ker(u —
idg) ® Keru = E.

2. De u? = u, il résulte que le polynéme P = X3 — X est annulateur de u. Or, X3 — X =
(X —1)(X+1) et ces facteurs sont deux a deux premiers entre-eux. D’ou E = Ker P(u) =
Ker(u + id) @ Ker(u — id) @ Ker u.

1. On procéde, comme demandé dans 1’énoncé, a une analyse-synthése. Soit « € E.
ANALYSE On suppose que = a+b+c et que a € Ker(u+id), b € Ker(u—id) et ¢ € Ker u.

D’ou u(a) = —a, u(b) = b et u(c) = 0. On a u(z) = u(a) + u(b) + u(c) = b — a, d’ou
b = u(z)—a et donc u(b) = b = u?(x)+u(a) = u?(x) —a et donc b = u?(z) —b+u(x).
On en déduit que

1 1
b= 3 (u2(z) +u(z)) a=g (uZ(z) —u(z)) c=xz—u?(z).
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— Soient a = %uz(z) — %U(I), b= %u2(x) + %u(m) et ¢ = . —u?(z). On remarque que,

a fortiori, a + b+ c=z. On a a € Ker(u + idg) ; en effet,

1 1 1 1
u(a) = §u3(m) — §u2(x) = gu(x) — 5u2(z) =-1

car u® = u. De méme, on a b € Ker(u — idg) et ¢ € Keru.
On en conclut qu’il existe une unique solution (a, b, c).
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Annexe I : Bilan de la kholle n°2

On considére la matrice

2 0 2/3
A=|1 x0 z§
1 —z0 zj

Préciser si la matrice A est inversible, si oui I’inverser, sinon déterminer son noyau.

Meéthode 1 On calcule le déterminant de A :
2 0 2/3 2 0 2
det A =1 x0 mg =11 =xo mg avec Ly < L3 + Lo
1 -z =5 |2 0 222
2 23
= I 2
2 2z
1
= 4z, (xz — 7)
0 0 3
o0 (2= 72) (o= )
=dzglz— — ) |z
V3 V3
On remarque qu’ily a4 cas :six =0, si z = %, six = —%, et sinon.
Meéthode 2 On peut aussi ne pas utiliser le déterminant : soit X = (;) € 3,1 (R).
z
2x + %z =0
X eKerA < AX =0 <= (z+zoy+222=0
z — zoy + 222 =0
o = =5 Li—L Li+L
<~ qxoy =0 aveche%etLgeg
T+ 3:(2)2 =0
m = —%z
<~ qxoy =0
(3 3)z=0
Et, on distingue alors les cas si xg =0, si z = %, six = —%, et sinon.
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II T.D.

Deuxiéme partie

T.D.

Exercice 1

1. On sait que f(e1) = e1 — 3ea — 2e3, f(e2) = e1 — 3ea — 2e3 et f(e3) = —e1 + 3ea + 2es3.
On remarque que f(e1) = f(e2) = —f(e3) et donc Im f = Vect(e; — 3ea — 2e3). Or,
d’aprés le théoréme du rang, on sait donc que dim(Ker f) = 2. Or, on remarque que
fler —e2) = f(e1) — f(e2) = Ops et, f(e1 +e3) = f(e1) — f(e3) = Oga. Comme ey — ez
et e1 + e3 ne sont pas colinéaires (car (e1, ez, e3) est une base de R?), ils forment donc
une base de Ker f. On en déduit que Ker f = Vect(e1 — ez, e1 + e3).

2. Soit & € R3. On pose (a, B,7) € R3 tels que x = aey + Bea +vez. On cherche (a,b,c) €
R3 tel que ae; + Bes + ve3 = a(er — 3ea — 2e3) + b(er — e2) + c(e1 + e3). Comme
(e1,e2,e3) est une base de R3, on peut identifier et on résout donc

at+btc=a a=a—-b—c
—3a—-b=p < (2b+3c—2a=7v
—2a+4c=7 —3a—b=7

a=a—b—c

<~ c:%('y—Qb—Qa)
2b+3c=3a+p
a=a—-b-—c

— c:%('y—Zb—Qa)
2b+~v—2b—2a=3a+f

= v =ba + L.

On en déduit que Im f + Ker f # R3. Ils ne sont donc pas supplémentaires.

3. La famille (e1,€2,e3) = ((1,0,0), (1,-3,-2), (1,0, 1)) est libre, c’est donc une base de
R3. De plus, f(e1) = €2, f(e2) = Ogs et f(e3) = Ogs d’oi

0O 0 O
[f} -(1 0 o
(e1,62,€3) 0 0 0

On en déduit que P est la matrice de passage de la base (e1,e2,e3) a (e1,€2,€3), qui
est inversible, d’ou

1 1 1
P={0 -3 O
0o —2 1

Exercice 7 (Projecteurs)

Soit E un K-espace vectoriel.

1. Soient p et ¢ deux endomorphismes de E tels que po g = qo p.

(a) Montrons que Ker p+ Ker g C Ker(poq). Soit & € Kerp + Ker g. Soient & € Kerp et
B € Ker g deux vecteurs tels que & = & + 8. On a donc

(poa)(@+B) = (poq)(@) + (poq)(B) = a(p(&)) +p(a(B)) = q(0) + p(0) = C.

(b) On sait que Im(p o q) C Im(p) et Im(q o p) C Im(g). Or, comme pog = gop, on a
Im(poq) =Im(gop) et donc Im(poq) C ImpNImg.

18
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2. (a) On montre que (pog)o(pog) =pogq.

(pog)o(pog)=(pog)o(gop)
=pogop
=gqopop
=qop
=pog.

(b) On veut montrer que Im(p o ¢) = Imp NImgq. Soit Z € Imp N Imgq. Soient E[,E €FE
tels que p(@) = & et ¢(b) = & On a donc
ImpNImg 3 & = p(&) = p(p(a@)) = p(a(b)) = p(@) = (o q)(b) € Im(p o q).

On a donc Imp N Im g = Im(po q).

On veut maintenant montrer Ker p + Ker ¢ D Ker(po q). Soit & € Ker(qop). On sait
que & = p(Z)— (F—p(Z)). Mais, comme Z € Ker(qop), alors p(Z) € Ker(q). Egalement,
comme p(Z — p(Z)) = p(Z) — po p(Z) = 0, on en déduit que & — p(Z) € Ker(p). On
a donc Ker p 4+ Ker g = Ker(p o ¢) par double inclusion.

On en déduit que pogq est un projecteur sur Im pNIm g paralléelement a Ker p+ Ker q.

Exercices 6

La suite de I’exercice est ’exercice 7 du TD n°7.

Si une matrice A est de rang 1, alors elle est semblable & une matrice

aoo o\ R
B: : . : : ouC:

. . . . 0 0 Cn En

0 0 €n

fler) ..o flea—1)  flen) T ) e

Soit f ’endomorphisme d’un espace vectoriel ' de dimension n, ou, dans une base % de F,
[fls = A.

On se place dans une base adaptée. Soit (¢1,...,e,—1) une base de Ker f, car dim(Ker f) =
n —1 car rg A = 1 (théoréme du rang). On compléte cette base de Ker f en une base
(517 ©oo00g 8n—175n)~

Sinon, soit (e1) une base adaptée a Im f, car dim(Im f) = 1 (car rg A = 1). On compléte
cette base de Im f en une base (e1,...,e,) de E.
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