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I Cours

Premiére partie

Cours

1 La nature d’une suite ou d’une série

METHODE 1:
Une suite (un)nen peut

1. avoir une limite £ € R ;
2. avoir pour limite +o0;
3. ne pas avoir de limite.

Conwverger concerne le premier point ; avoir une limite correspond aux deux premiers points
et diverger correspond aux deux derniers.

Théoréme de la limite monotone : toute suite croissante majorée a une limite.

Une série est notée Y up. On dit qu’elle converge si la suite des sommes partielles Sy,
converge
n
S = Z Un.
k=0

La série “> u,” n’a pas de valeurs mais une nature; contrairement a la somme partielle
1% 5 p

“> h_o un & une valeur, on peut la calculer (elle existe toujours) ; et > 77 ; ug qui est la limite

de la somme partielle (elle existe si la série converge).

Si la suite (un) ne tends pas vers 0, la série Y un diverge mais la réciproque est fausse : par
exemple, la somme des “%” tends vers 0 mais la série diverge.

RAPPEL:
Notation en “grand O” : soient u et v deux suites réelles (ou complexes).

def S 2
vn = O(un) <= vn = by X Un, OU by, est bornée,

def S
Un = 6(Un) < Un = €n X Upn, OU g, ——— 0,
n——+oo

def &
Up ~ Up <= Vn = (1 +¢€pn) X up, ol e, —— 0.
= n— 400
1

n—+oco

Si on peut diviser par uy, on peut vérifier

vp = O(un) <= — € [m, M],
Un,
Un,
vy =o(up) <= — —— 0,
Up N—>+o00
Vo~ Uy = 41,

Up N—>+oo

Si la série Y uy, oscille entre des valeurs positives et négatives, on peut analyser > |uy| car
si cette série converge, alors > up aussi.

ExEeRcICE 2: 1. Quelle est la nature de la série m ?

1 1
0 —— < —
S n24yn o n?

2
On sait déja que > n% converge (vers %) mais ce résultat sera redonné dans la propo-
sition 6 : Critére de RIEMANN. On en déduit que > 72T converge aussi (par compa-
raison).
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Autre méthode : on a " !
0< —— ~ —
S n24n  n2
s A2 . 1 1 5
(a démontrer) ; et comme »_ —5 converge alors > TG/ aussi.

2. On a, comme dans le 1.,
1 1

-
n?+./n n?
et, comme Y - converge alors 3 m converge aussi.

n2
3. On a
1

1
72 = T
ncos‘n  n

1

———— aussi.
ncos“n

or, > % diverge (d’aprés le critére de RIEMANN) et donc )
4. On a

Inn Inn 1 1

— = X——s = o — .

P 207 || B T aeties \ ol
n—+oo

Inn
P~

Or, > nll—s converge (d’aprés le critére de RIEMANN) done Y converge.

5. Dans cet exemple, on ne peut pas utiliser une minoration 5152” par n% car la premiére

suite change de signe.
On a

1

I
n2

sinn

n2

or, > n—lz converge d’ott 3 | =55 S8t converge (absolument).

’ converge et donc >

2 Comparer série et intégrale

METHODE 3:

Ficure 1 — Comparaison série intégrale
A faire : Refaire les deux graphiques

Des deux dessins ci-dessus, on en déduit les deux inégalités suivantes :
n+1 n n n
/ f(z) do < Zuk et Zuk < / f(z) da.
1 k=1 k=2 1
Ainsi,

n+1 n n
/; f(x) dxgkglukgulJr/l f(z) da.

Cette méthode permet de calculer une série en calculant une intégrale. On dispose, en effet,
de bien plus d’outils pour calculer des intégrales que des séries.
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EXERCICE 4:
On utilise le résultat trouvé dans la méthode précédente : on pose

n
1 1,1 1 1
H, = = — — — =,
n ];k ottt

On a donc

n+l | nq
/ fdxnggl—i-/fdx
1 x k:lk 1 T

< Inn+1)—lnl<H,<l+hn—-Inl

<:>‘ln(n+1)<Hn<1+lnn.‘

On ne peut pas appliquer le théoréme des gendarmes mais comme In(n + 1) —+> +00,
n— oo
on en déduit que Hy, —+> +o0o et donc la suite (Hy) diverge. On en déduit que la série

n——+oo
1 .
> + diverge.

Pour montrer que H,, ~ Inn, on ne peut pas le faire a [”“intuition mais il faut procéder
comme il suit : ; ) = 11 .
n(n nn
(n+1) <2< ltlnn = — +1——1
Inn Inn Inn Inn n—+oo

et

In(n+1) In(n(1+ 1))

n

Inn Inn
Inn +1n (1 + %)
Inn
in (14 1)
Inn

Or, d’aprés le théoréeme des gendarmes, III{—Z —+> 1 et donc
n—-+0o0o

Par suite, on a

H, =1In(n) X (1+en)
=In(n) +enlnn
=1Inn+o(lnn).

On veut montrer que H,, —Ilnn —— v i.e. H, —Inn = v+ &, i.e. on veut montrer que
n—-+oo

H,=lnn+~vy+en.

La forme ci-dessus est plus précise que le résultat que 'on a trouvé précédemment. Pourquoi 7
On sait que le reste entre H,, et Inn est constant et ne tends pas vers +oo (ce qui n’est pas
le case de o(Inn)).

On étudie la suite (Hy, — Inn) et on montre qu’elle est convergente et que ¢a limite est
7. On sait déja que l'on ne peut pas calculer v numériquement, on utilise un théoréme qui
assure 'existence de la limite sans le calculer ; dans ce cas ci, on utilise le théoréme de la limite
monotone.
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Soit uy, = Hy, —Inn pour tout n € IN*. On calcule uy,+1 —uy et on pressent un télescopage :
Wil = Up = [Hn+1 —In(n + 1)] — [Hn — ln(n)}
= [Hn+1 — Hp] — [ln(n +1)—In n]

1
:n+1—[ln(n+1)—lnn}
car

1 1
H=14+-4+ -+ — 4 —
n—1 n
H lak = qrocoqp ! +1

n+1l = 2 _1

Calculer le signe de

s [In(n + 1) — Inn].

METHODE 1 Graphiquement : A faire : dessin & faire
METHODE 2 Théoréme des accroissements finis :

RAPPEL:
Si f est continue sur [a,b] et dérivable sur |a, b[, alors

Jc € Ja, 0], f(b) — fa) = f'(c) (b —a).
On sait déja que In est continue sur [n,n + 1], et dérivable sur |n,n + 1[ d’ou, il existe

¢ € In,n + 1] telle que

In(n+1) —Inn = é((n—‘,—l)—n).

Dans les deux cas, on a montré que la suite (un)nen+ est décroissante. Or,
In(n+1) < H, <1l+Inn
dot In(n+1)—In< H, —Inn
et, en passant a la limite, on a 0 < H,, — Inn.

On en déduit que la suite de (un)nen+ est décroissante et minorée par 0 donc elle converge
et on note v sa limite.

EXERCICE 5:

In(n!) =In(1x2x3x -+ x(n—1)xn)
:M+ln(2)+ln(3)+'“+ln(nf1)+1nn

Pour calculer cette somme, on utilise la méthode des rectangles. Avec des rectangles a droite
on obtient 'inégalité

n+1
In(n!) < /2 In(z) dz.

Avec les rectangles a gauche, on obtient

/ Inz dz < In(n!).
1

D’ou
[wlnwf:pﬂl <In(n!) < [zlnz 71];”1
Inn—n+1 - In(n!) - (n+1)In(n+1)—(n+1)—2In2+42
nlnn S nlnn nlnn
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Or, les deux “gendarmes” tendent vers 1, par le théoréme des gendarmes, on en déduit que

In(n!)

nlnn n—+oo

1 ie. In(n!) ~nlnn.

ProprosITION 6:

La série % converge si et seulement si o > 1.
n

1.3 LE RESTE D'UNE SERIE CONVERGENTE

uo tur +uz+ - +un N e O e
N———

n

o0
Z up, = Sp — somme partielle Z up = Rp — reste
k=0 k=n+1

Le reste est défini si et seulement si la série ) up, converge. La somme S, + Ry = Y 10 Uk
est définie si et seulement si la série > u, converge. On pose R 5 ¢ = S, + Ry,. Ainsi, on a

Spn —— ¢
n—-+oo

{—Sp =R, ———¢—-¢=0
n——+o0o

EXERCICE T:

L. 1 5 = Ss [N _ o 1 .
L.a série Z —3 converge d’apreés le critére de RiEMANN. D’ou le reste R, = Zk:n+1 7z est
bien défini.

On utilise, encore une fois, la méthode des rectangles : en effet, on a
N+1 g Moo N
[ ae< Y g<f S
n+l T k=n41 k n X
vt & 1N
— |- < = S|z
ZTlnt1 k=n+1

N
1 1 1 1 1

- < —gE==
n+1 N+1 kz;*_le n N

/!

On n’a pas besoin du théoréme des gendarmes; on utilise le fait que les inégalités larges
“passent a la limite.”

1 1 N

1 1
_ < Z < - =
n+1 N+1 r=rit] n N
J/N—H'OO \LN_>+QQ \LN—)+oo
1 1
n+1 < Rn < n’

1.4 LES SERIES ALTERNEES

THEOREME 8 (Séries alternées):

La série 3 (—1)Puy, (ot uy, tends vers 0 en décroissant, d’ott ug, > 0) converge. Et, £ a le méme
signe que le premier terme.
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So = uo
S1=ug —up

So =up —u1 +u2

Sn =uo —u1 + -+ (=1)"up

A faire : Faire figure (fig. 4)

FIGURE 2 — Série alternée

Le reste Ry, = ¢ — S, change de signe une fois sur deux i.e. il est alterné. De plus, on a
‘Rnl < Un+1-

ExerciceE 9 (Mines-Ponts):
On pose, pour tout n € IN*,

L (=1t 1 1 1 (==L
Sp=> —F—=1— -4 - —— 4. f
- I;} . st3—3t T

(Ca ne sert a rien mais. ..) comme % tends vers 0 en décroissant, d’ou, d’aprés le théoréme

des séries alternées, la suite (Sy,) converge.

1(_t)n
1 In2— S, = dt
@ w2-s.= [ F

Montrons que

et (2) en déduire que S, tends vers In2.

1. On remarque que

1 1 1 ek
/—dt:[ln\1+t\}1:1n2 et —:/ thlde=|—]| .
o 1+t v k 0 % lg

D’ou,
n

> o (=nFt /lt’H dt.

k=1 e
Or, par linéarité de l'intégrale, on a

S = /01 (zn:(fl)’“*lt’“*l) dt.

k=1

1 —1)"
|1n2—Sn\:‘/ (=1 dt‘
o 1+t
1 (_t)n

<
o | 1T+t
1
é/tndt
0
sl
7|:n+1 Oin—i—l
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par croissance de 'intégrale. D’ou, [In2 — Sy, | —+> 0 d’aprés le théoréme des gen-
n—r oo

darmes. On en conclut que

Sp ———— 1In2
n—-+oo
Or,
n
> (=t = ()0 4 (D) 4 (=)
k=1
_1-(-9"
T 1—(-1)
car
N N+1
1 —
b =¢"+¢" ++qV = % sig # 1.
k=0 1
D’ou

1 _ (_\n
Sn:/ 1=-(=0" 4
o 1+t

:/1 ! dt—/l(_t)ndt

@ L6 1+t
)R

=|(In2— / =

On sait que R,, est existe car la suite S, converge.

La série > Ry, converge-t-elle ou diverge-t-elle ? On sait que R, = (—1)" |R,| au signe
prés. On veut montrer que |Ry,| tend vers 0 en décroissant.

1 tn 1 tn
|Rn| :/ dt < / t" dt car < t"Wt € [0,1]
o L+t 0 1+t

g1l 1
< = .
[nJrl}o n—+1

D’ou |Ry| tend vers 0 d’aprés le théoréme des gendarmes.

1tn+1 1 tn
Ronti| — |Rn| = dt — dt
Bl = 1Bl = [ e [
tn+1 tn
_/ dt
1+t

/ e

On aurait aussi trés bien pu utiliser le théoréme des séries alternées : |Rp| < tn41.

Cadeau du 06/09/2022 : calculer les trois limites suivantes (avec un développement limité)

+zrz—2/1+=z

1. lim (corrigé) ;
x—0 xT
tanx — .
2. lim ———— (non corrigé) ;
z—0 sin”x
In(cosx
3. lim In(cos 2) (corrigé).
x—0 €T
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La limite In(cos x) /a2 existe-t-elle pour & — 0? Si oui, quelle est sa valeurs.

On utilise un développement limité pour In(cos x) et on obtient In(cos ) = In (1 — % + o(x2)>

2
== o(x2). Et donc, en divisant ce développement limité par x2, on obtient

2
In(cosz) —% +o(z?) 1 1
2 - = - Wy

0
Meéme question avec (\3/8 +x—2y1+ x) Jx.

Ona /8+x = (8+x)/3 = 2(1+§)1/3 =2X (1 +u) o u = g tends vers 0. On en

déduit que
1

142z =14 -z+o(x)

NCE :2+§§+e(a:).

D’ou,
S

1
V8¥z—2v/1+ax=2+ E:c—&-o(x) — 24z +o(x) = =5 + o(x).
On en conclut donc que

V8+z—2y/T+a O 11

o(l) —— ——.
a2 12 z—0 12

Cadeau de plus : (n — %)ln (1- %) +lrvpnstoo?

I.5 LE CRITERE DE D’ALEMBERT

TuEOREME 10 (Critére de d’Alembert):
Soit (un)nen une suite strictement positive telle que

lim 2nL
n—-+oo Un
1. Si ¢ < 1, alors la série Y u, converge.
2. Si{ > 1, alors la série Y u, diverge.
3. Si £ =1, on ne sait pas (BOF).

PREUVE:
On suppose u, > 0 et uzﬂ —+> £ < 1. upy1/un tends vers un réel ¢ inférieur a 1 d’ou,
n n——+oo

il existe un certain A inférieur a 1 tel qu’a partir d’un certain rang ng

Un+1
— = <A\
Un
Soit n > ng. On a
< <A
u =T u
Upy = —2— X x-~~XMXuno
Up=T Up=T Uy
—— Yy
<A
D’ott, up < A" X up, ie.
U
Up <A™ X )\% donc 0 < u, < const X A™.
0
=const

Or, > const X A™ = const X Y A" la série de droite est une série géométrique de raison A < 1.
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RAPPEL (séries géométriques):

0 1 n 1t :
A0 L AL oo )\ = _ siA#1
—_—— —
=S,
1

S .
n—+oo 1 — \
Fin du RAPPEL.

Or, >° A" converge car A < 1 et donc > u, converge.

REMARQUE 11:

ExErcicE 12:
La série > a™/n converge-t-elle ?

Comme on n’a pas d’information sur le signe de a, on s’interesse a la convergence de la
série 3 [a"/n|. Or, [a™/n| = |a|™ /n. On étudie plusieurs cas.
— Si |a|] < 1, alors |a]™/n < |a|™ et, comme ) |a|™ converge (série géométrique), la sé-
rie |a|™/n converge et donc a™/n également.
— Si |a] =1, alors
— sia =1, alors la série ) % converge.
— sia= —1, alors série Y (—1)"/n converge.
— Si |a| > 1, alors |a|® —#— 0 car
n—-+oo

_ enln la|—Inn

or nln|a] — Inn —— +oo0.
n——+oo

Inn n - elnn

‘aln — en 1n|a} ‘a|n enln|al
_ = -
n=e

D’ou, a™/n —/— 0 donc > a™/n diverge.
n— o0
La série Y a™/n! converge-t-elle ?

Comme pour la 1£€ série, on n’a pas d’information sur le signe de a, on utilise des valeurs
absolue : soit un = |a|™/n!. On utilise le critére d’ALEMBERT :

lelee n+1 |
Un+1 _ (n+1)! _ Ia‘ e 0=/¢<1
Un lal™ la|™ (n+1)! nodtoo ’

n!

D’ow, Y |a|™/n! converge et donc

a’ﬂ
Z — converge Va € R |.
n!

e _m =)

a P 1

On remarque que E — =e¢e% d’ou g — =e.

n! n!
n=0 n=0

1.6 SOMMER LES ~, ¢, O

LemME 13: 1. Si > v, converge et un ~ vy, alors le reste Zzin+1 v de Y vy existe et il
est équivalent au reste de > up.

2. Si Y vy diverge et si up ~ vy, alors le reste de Y vy, n’existe pas mais on peut utiliser
la somme partielle et elle est équivalente a celle de > uy,.

Le LEMME ci-dessus est également vrai en remplacant ~ par & ou O.

THEOREME 14:
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ExErcice 15: 1. On sait que uy ~ vy, car

= (=1) 1 1

Up = = ~—

n(n —1) nin—1) n?2

ou

1>< 1 1 1><(1+1+ (1) 1) 1+ (1) 1
Up = — = == 4o - )-1)=S40| =) ~—=.
" 1—% n n n n2 n?2 n2

D’ou, Y up et > v, ont la méme nature, et comme Y uy converge, alors > vy, converge.
Soient U,, = Z?:n+1 up et Vi, = Zz":wrl vg. D’aprés le THEOREME 14, on a U, ~ V.
On peut calculer V;, (somme télescopique) :

i Loy _1 Lo [ Ve |
W \k—1 & T ot 1l oM r 1l A2 ~1 N
11
“n N
Or, quand N — oo, ona Vy, =302 | = % D’ou, Uy, ~ %
2. Onaun:%etvnzlnnfln(nfl). On sait que uy ~ vy, car ... D’ou les séries

> up et > vp ont la méme nature. Or, > % diverge donc les deux séries divergent.
Soient Up = > 7', % et Vi = > 15 (Ink —In(k — 1)). Grace au THEOREME 14, on a
Up ~ V. On peut calculer V,, (somme télescopique) :

n

Vi=> (Ink—In(k—1))

k=2
:M71n1+ln6/fln’2/+-~~+lnn71/nﬁn’(ff
=Inn—1Inl
= Inn.
t —
Cadeau du 07/09/2022 : lim %396 ¥
z—0 sin®x

Comme sin & ~g_y0 @, sin® z ~z_,0 3. Le développement limité de tanz n’est pas au pro-
gramme, il faudra donc normalement le redémontrer au besoin. On a tanz = (sinx)/(cos ).

Or, commesinx:x7§+--- et cosx:lf§+---,onadonc
3
7
¢ sin z T 6 +o(m3)
anz = =
cos T x? 3
— T 4o
2
3 22
=(z— = 4o ) (1+ + o(z®)
6 2
3
=+ + o(z)

On en déduit que

3

X

3 +o(z®) 1
+o(1)

tanx —x -
sinffz a3 +o(x3) 3

— =,
z—0 3

1. On peut calculer, comme fait aprés, une expression de V,,, et en déduire que, comme elle
diverge, > % diverge également.

10
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On cherche un équivalent pour n — oo de
! In {1 ! +1
n——|In - — .
2 n

On cherche un développement limité de In (1 — %) alaide de celuide In(1—z) : In(1—2z) =

2 3
VSR S A
v 5 o et donc

D’ou,

1.7 DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

On cherche un développement asymptotique de la série harmonique (Hy ). Cette méthode
pourra étre utilisée dans le DM 7. Les formules & démontrer sont

H, =Inn+oc(lnn) (1)
=Inn+~v+06(1) (2)

1 1
:lnn—‘,—’y—l———i—o(f) 3)

2n n

1 1 1

=1 - ). 4
nn+'y+2n 12n2 +s<n2) @)

Le développement (1) a déja été fait de deux méthodes différentes dans les EXERCICES 4
et 15. Le développement (2) a déja été fait une fois dans ’EXERCICE 4, mais nous allons utiliser
une autre méthode :

(2) <= Hp—lnn=v+0(1)

<= la suite (H, — Inn) converge.

REMARQUE:
Le “ =7 et “ <= " ne peut pas remplacer les mots francais : on ne peut pas écrire

. Un
“dot — — 1 <= up ~vy”
Un

mais on doit écrire

. Un
“d’ot — —— 1 donc uy, ~ v,”.
Un

On va montrer que (H, —Inn) converge. On nomme cette suite (un)nen.

REMARQUE 16 (Séries télescopiques): (*) On sait que

(uf —uwo) + (u8 — y1) + - - - + (un — Yn=T) = Un — uo.

Autrement dit,

n
Z(uk —Uk_1) = Un — UQ-

k=1

11
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() On sait que

N
> (k= tk—1) = WntT — Un) + Wtz — o) + -+ + (UN — UN=T) = UN — Un.
k=n+1

Or, si uy tends vers 0 quand N — oo, alors, en passant a la limite,

o]

D (uk —up1) = —un.

k=n+1

Fin de la REMARQUE.

On a
Up — Un—1 = (Hn —Ilnn) — (Hn,1 —In(n — 1))
= (Hn — Hp—1) — (Inn — In(n — 1))
1
S P
n n—1
1 n—1
= — {In
n n
1 1
=—4+In(l1-—
n n
1 1 1 ( 1 )
= —--—-——+4s|=
n n 2n? n2
1 n 1
=——+o|—=)-
2n? n?
1
2n2
Or, > 2;—12 = 7% 7712 qui est une suite convergente. La série ) (un — un—1) converge donc.

Donc, d’aprés le THEOREME 14, les restes des séries % et > (up —un—1) sont équivalents.

oo
Z (ug —ug—1) = —un car la suite tend vers 0
k=n+1
2k2 2 B2
k=n+1 k=n+1

et, en comparant la série n% et lintégrale [ 9%2 dz, on montre que >72 |4 k%’ ~n—soo % (c.f.

EXERCICE 7). On en déduit que

= 1 1 1
E 7ﬁ~72— et donc unwz—.
k=n+1 i i

Cadeau du 08/09/2022 :

/cosxln(l + cosz) dz (IPP) /Arctan:c dz (IPP puis CDV)

1=2%
/ Arcsine dz (IPP puis CDV) / s e
x

12
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Le développement limité de Arctan est & connaitre : pour le retrouver, on peut utiliser le
développement de 1/(1 + 22) et en primitivant :
[ -d=z x3 x® x7

1
—— =1—-z? 4zt -2 4. _— Arctanz =2 — — + — — — + - .
1+ x2 o 3 5 7

ProrosiTiOoN 17 (Stirling):

n——+oo

EXERCICE 18:
L’expérience aléatoire est “on lance 2n fois une piéce” et I’événement nommé A est “on obtient
autant de P que de F.” Un résultat est une 2n-liste de P et de F. (Ce n’est pas un ensemble :
l'ordre dans une liste compte.) Autrement dit, un résultat est un élément de {P,F}2". Par
exemple
(P,F,F,...,P F)c {P,F}?"
2n

est un résultat possible. L’ensemble des résultats possibles est nommé “univers 2.” Dans cet
exemple-ci, tous les résultats sont équiprobables. L’énoncé de I’exercice est alors de déterminer
un = P(A) :

# résultats favorables 4 A Card(A)

o (4) # résultats possibles Card(92)

On cherche la limite de la suite (un)nen quand n tends vers +oo. Construire un résultat de
Q, c’est choisir P ou F 2n fois, il y a 22" maniéres. On en déduit que Card(Q) = 22" = 47,
Construire un résultat de A, c’est : (1) choisir les n places prises par les P dans la 2n-liste;
(2) y placer les n P puis ailleurs les n F. Pour le (1), ily a (2:) maniéres ; pour le (2), il y a
une seule maniére. On conclut que

2n (2n)! (2n)!
n> <= n!(2n — n)! B (nh)2”

Card(A) = (

Par équiprobabilité, la probabilité u, de I’événement A est

(2n)!/(ng>2

22n
D’aprés la formule de STIRLING, on a n! ~ (%)n V2mn. D’ou,

(n)2 ~ (%)zn 2mn
2n)! ~ (%)QH V21 X 2n.

P Vi 1

WMQWTL nﬁf\jfoo .

Un
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II T.D.

Deuxiéme partie

T.D.

Exercice 1

Question 10

Comme
(-2
= (~1)renn(1-3%)
= (—1)renrw+e(3)

_ (_l)ne—1+o(1) / 0’

n—-+oo

la série Y (% —1)" diverge.

Question 12

2n  8n3
() - s (7r T )+ in(nm) (7r 7r)
= cos(nm) -sin [ — — — sin(nrw) - cos ( — — —=
2n  8n3 2n  8n3
T T
— (—1)"sin (— — -~ 4+ ...
( )Sm<2n 8n3Jr )

Dot > up =3 ()" & +> 0 ( L ) Or, d’apres le théoréme des séries alternées converge

2n n2
d’aprés le théoréme des séries alternées. Et, comme 7%2 converge et # est positive, alors
>e (%) converge.

Exercice 4

Ma solution Soit (up)nen une suite définie telle que > uy converge mais ne converge pas
absolument. Comme on sait que Vn € N, |un| = P + (—My;,). La série Y |u, diverge. On
suppose que seul > P, ou seul > M, diverge; on suppose, sans perte de généralité que »_ P,
diverge et que >, M, converge vers un certain réel /. Comme on sait que Vn € WN, u,, =
P, + My, et que > uy converge (vers un certain réel ¢'), alors > u, — > P, converge vers
¢/ —¢ mais Vn € N, M,, = u,, — Py, : contradiction. On en déduit que Y P, et > M,, divergent.

15



II T.D.

Correction Soit (un)nen une suite définie telle que Y u, converge mais ne converge pas
absolument. On pose P, = max(0,un) et M, = min(0,u,). Les suite sont, par exemple
comme,

P,: 0, 0, 8 0, 0, 4,...

My, :—1,-2, 0,-3, -2, 0,...
On remarque que up = P, + My et |un| = — My. Or, > upn converge et > un = Pn +

> My, dou . P, et > My, sont de méme nature On suppose que Y, P, et Y M,, convergent,
ce qui est absurde car Y |up| = > Pn — >, My, qui diverge. On en déduit que

‘ les séries Y P, et > M, divergent. ‘

Suite de ’exercice.

Si > wun converge mais ne converge pas absolument, alors en changeant I’ordre des termes,
on peut faire converger la série > wn vers la limite que I’on veut. La somme n’est plus com-
mutative.

Si > uy, converge et converge absolument, alors la somme est commutative (la famille est
sommable).

Exercice 3

Question 1

Soient n et k deux entiers naturels.

1 (2k+1 71 1
R e
0 2k +1], 2k+1

Zn:(*l)ktmc _ zn:(,tz)k _ 1l = (,tQ)n-ﬁ—l B 1+ (*1)nt2n+2.

142 142

k=0 k=0

Question 2

La série Y (—1)*/(2k 4 1) est alternée et, pour tout k > 0, 1/(2k +1) > 0 et tends vers 0 en
décroissant. On en déduit, par le théoréme des séries alternées que > (—1)*/(2k +1) converge.
On cherche maintenant sa valeur :

Soit n un entier naturel. On a
- (71)”/ 12k gy =/ (—1)m2k
2k +1 = 0 0 —o

1 " 1t2n+2
= dt 1 —— dt
/0 1+¢2 (=) /o 142

1 t2n+2
1+¢2

= Arctan1 — Arctan 0 + (—1)" /
0

1 42n+2
=4 (—1)"/ dt.
4 0

142

t2n+2
Soit t € [0, 1[. On sait que ——— ———— 0. On en déduit donc que
14+t2 no+oo

=)
2 ohi1

n w l)n

'n4>+oo Z

16



II T.D.

Exercice 6

Soient z € |0, 7| et n € IN*.

n

Z (@) = Z cos® 1z - cos (k=1az) 2
k=1 k

=il

Exercice 7

Question 1

On sait, d’aprés le critére de RIEMANN que la série n% converge si et seulement si a > 1.
La fonction ¢ est donc correctement définie sur Uintervalle I = |1, +oo|.

Question 2
Soit z et y € I tels que < y. Soit n € IN*. On sait que
xT

n® < nY d’ou — < —

et, par linéarité de la somme, on a

En passant a la limite, on obtient bien {(z) < ((y). La fonction ¢ est donc décroissante sur I.

Question 3

Soit n > 2 et « € I. On utilise une comparaison série-intégrale :

n+1 1
/ Loat
2 tr

N
NE
Tl=
N
»\3
5|
Q.

k=1
I Il Il
—z+1 n+l n 1 —z+1 N
E < YE o< [
—x+1], =k —x+1],
=1
Il Il Il
1—-z 1—z n 11—z
(n+1) 2 < Z 1 < 2 1
l1—=x l—z = k= l—-z 1-—2z
=1
On passe a la limite pour n — +o00, on a donc
1 1
lfp —r—=x & <1+
@ -zt @ z—1
car 1 —x €] —00,0][.
Question 4
On sait que
1+ —1 t 1+ ! 1
e .
z—1 z—+4o0 (z —1)22=1 z—400

17



II T.D.

Par théoréme des gendarmes, on en déduit que limg—, 4 ¢(2) = 1.

De méme, on sait que
1

(z — 1)21*1 z—1+

1+

d’ou, par minoration, on en déduit que lim,_,;+ {(x) = +o0.

~ ((x)—1:ona

Montrons que
— T z—1t

1 1
@) 1< ——.
(z—1)2=—1 @ z—1

On calcule donc

1
7 —1 2171
.’1711 :(I )1 :2271 +1.
T — z—1
(z —1)2e—1

Exercice 2

Question 1

Soit @ > 1. On sait, d’aprés le critére de RIEMANN que la série > n% converge. Ainsi, le
reste R, existe. Or, comme
Vne]N*,Sn—Rn:Zk—a ot Sn:ZkTu
k=1 k=1

on en déduit, en passant a la limite, que la suite (Ry) tends vers 0.
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