Cadeaux du 14/09,/22

Cadeau 1 :
Soit A un anneau commutatif et soit x € A. On dit que = est nilpotent (ou nihilpotent) si

IneN, z" =04.

1. Montrer que, si x est nilpotent, alors x n’est pas inversible mais 1 4 — x est inversible.

2. Montrer que I'ensemble des éléments nilpotents de A est un idéal de A.

Réponse du cadeau 1 :

1. On procéde par ’absurde. On suppose que z est nilpotent. Soit n € IN le plus petit
possible tel que ™ = 04. On suppose qu’il existe y € A tel que -y = 14. D’ou,
(zy)™ est, d’une part z" - y" = 04 - y™ = 04 par commutativité, et d’autre part,
(zy)™ =14 =14 # 04. Ce qui est absurde.

On suppose a présent = # 1 4. On sait que A 5 ZZ;S zF = (1-2z")/(1—x) =1/(1—x).
On a donc trouvé l'inverse de 1 — x.

2. Soit x un élément nilpotent de A, et y un élément de A. Soit n € IN tel que ™ = 04.
x -y est aussi un élément nilpotent de A. En effet, (zy)” = 2™ - y™ = 04 - y™ = 04.
On nomme .¥ 1’ensemble des éléments nilpotents de A. Montrons que (.F,+) est un
sous-groupe additif de (A4, +). On a bien 0 € .¥ car 0% = 0. Soient x et y deux éléments
nilpotents. Montrons que x —y € .F. Soient nj et ny € IN* tels que ™1 = 0 et y™2 = 0.
On veut montrer qu’il existe n € IN* tel que (x — y)™ = 0. Soit n =n1 +n2. On a

n ny ni+ng
o\ _1\n—k N\ k n—k _ _1\n—k w Yy, n—k _1\n—k w Yy, n—k
D DG e (N ELTetE D B Ce e (N EXeat D DI CE Vil (i
k=0 k=0 k=nq+1
(1) (2)
Or, dans la somme (1), n — k =n1 +n2 — k = na2 + (n1 — k) > no et, dans la somme
(2), k = ny.
C===0-
Cadeau 2 :
Soit F' I'ensemble des matrices de la forme (_55 lﬁ_%) ot (z,y) € R2. On note J = (:g ;)
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de Jl22(RR) et que (I2,J) est une base de

F.
2. Calculer J? puis (z Iz +yJ) - (z' T+’ J) pour tout (x,y,z’',y") € R*. Qu’en déduire ?

Réponse du cadeau 2 :

1. On cherche a trouver o, 8 € R? tels que (_5z a:-y‘—ély) =aly+3J.On a
a5 Y (a0 —-28 B
alz+pJ < (—5y $+4y> - (o a) g (—w 28
r=a—20
y=7p
—58 = —5y
2B+a=x+vy
{B =y
a=z+2y
2. On a J2 = —I5 et, en calculant minutieusement, on trouve, pour tout (z,y,z’,y’) €
R, (zla+yJ) (@ Ix+y' J) = = (za’ —yy') Iz + (z'y + 2y’) J. On remarque

que (F,+, ) est isomorphe a (C,+, x). C’est un isomorphisme d’anneaux. Or, comme
Panneau (C, +, X) est un corps donc F' l’est aussi.



Cadeau du 19/09/22

Cadeau :

que

Soit (7,7, E) une base orthonormée de R>. On pose f : R® — R3 un endomorphisme défini tel

0 0 1
A= |1 0 0
0 1 0

IS S
Il

[f] @7,8)"
f@ £

>

f(k)

Interpréter géométriquement f.

Réponse du cadeau

Soit % une base et A = [f]g, alors f(2) = 7, f(7) = k, et f(k) = 7. f est la rotation d’angle
27 /3 autour de Vect(7+ 7+ k).

parallélement & Vect(7, k).

On peut également le montrer en décomposant f = go h, ol g est la symétrie par rapport
a Vect(7+ 7, k) et parallelement a Vect(7,7); et h la symétrie par rapport a Vect(7 + k, 7)



Cadeaux du 22/09,/22

Cadeau 1 :
Soit (un)nen une suite positive, telle que la suite Sp, = Y ;'_,uj diverge. En calculant

Sn Ari Un ;i
In S montrer que la série Y 5 diverge.

Cadeau 2 :
On pose
T—x 14—z 3—=zx
D(z)=|8—= 2—x —z |.
3—2 —-1—-z 2—=z

Montrer qu’il existe deux réels a et 3 tels que, pour tout x € R, D(x) = az + . Déterminer
a et (.



Cadeau du 23/09/22

Cadeau :
Montrer qu’il n’existe pas P € GLa(R) telle que, A’ = P~ AP ou
Ao {0 7}

;A0
0 0 et A—{ }

0 p

Réponse du cadeau :

ANALYSE On suppose P~LAP = (8‘2) Alors, det A = det A’, Ao 0 = \ - p. Et, tr A = tr A/,
d’ott A + = 0. On en déduit donc que A =0 = p.
SYNTHESE On a
ptap=|0 O
|0 0|

D’oil, en multipliant 4 gauche par P et & droite par P~1, on a

= 9.

On en conclut que la matrice A n’est pas diagonalisable.



Cadeaux du 28/09,/22

Cadeau 1 :
On considére la matrice
0 0 1 7
M= 1 0 0 j:[f]“a.
0 1 0 k (@,7,k)
@ @ fk)

Trouver et interpréter un vecteur propre et une valeur propre de M (et, de méme, de f).

Indicatjon : 1
On a M <}) =1x <%) Le vecteur 7+ 7+ k est un vecteur directeur de l’axe de rotation.

PP 1
Montrer que les seuls vecteurs propres sont colinéaire au vecteur <1)
1



Cadeaux du 06/10,/22

Cadeau :
On considére la matrice
0 1 1
A=|-1 1 1
-1 1 2

Quel est le spectre de la matrice A 7
Déterminer une base de chaque sous-espace propre de la matrice A.

Montrer que la matrice A est trigonalisable mais pas diagonalisable.

o=

Soit T la matrice ci-dessous. Déterminer une matrice P telle que P~ - A.- P =T :
1 1 0
T=(0 1 1
0 0 1
5. Résoudre sur R le systéme d’équation différentielle (X) ci-dessous :

(t) = y(t) + =(2)
(t) = —a(t) + y(t) + 2(t)
'(8) = —a(t) + y(t) + 22(0)

() :

NS

Réponse au cadeau 1 :

1. On calcule

T =1 =1
xA(z) =det(zls —A)=|1 z-1 -1
1 =1 z —2

@ =1 =il =1 ! =l =1

= :pr‘_‘fl x72‘+x71 71‘

z((z—1)(xz—-2)—1)—(2—2)—1+(-1+z—1)
z(z? =3z +1) -2+ 2z

3_32243x—1

= (@-1)3
On en déduit que
Sp(A) = {1}.
2. On cherche une base de SEP(1) : on cherche X = ( ) € M3, (R), tel que AX = X.
0 1 1 @ 2 ytz=z
-1 1 1 yl=|v]| &= {-=2+y+z=y
=0
{y
B =%
1
<~ X==z|0
1
1
<= X € Vect | O
1

Ainsi, la base % = (((1)))



3. La matrice A n’est pas diagonalisable : en effet, on a dim R3 = 3 # dim(SEP(1)) = 1.
Mais, le polynéme x 4 est scindé donc la matrice A est trigonalisable.

4. On cherche P € GL,(R) tel que

1 1 0 Eil
Pl A P=T= 0 1 1 |eo.
0 0 1 Jes

fler) fle2) fles)

On cherche donc (g1,¢€2,e3) une base de R? tel que

fler)=e1 1)
f(e2) =e1 +e2 (2)
f(Eg) =¢eg+e€3 (3)

1
On choisit 1 = ((1J>, d’apreés la question 2. Puis, on calcule

0 1 1\ [z 1 % —r+ytz=1
-1 1 1 y|=(0]+[y] &< {—2z+2=0
A
—xzt+yt+z=1
—
—z+2=0
T =2
—
{y:
a5 1
—e=[1]=0 1 0+z|0
a8 1

0 0
On choisit donc e = ((1)) (en choisissant = = 0). De méme, on choisit €3 = (711>.

Donc, si
1 0 0\ el
P=10 1 —1]e2
1 0 1 /es

€1 €2 €3

alors P~1 . A- P, et on a bien det P = 1.

5.
xz(t)
(X) < X'(t)=A- X(t) ot X(t) ygt;
2(t
%)
S U@)=T-Ult)ouU(t) = | v(t) | =P 1 -X()
w(t)
u/(t) = u(t) + v(t) 1)
— V() = v(t) + w(t) (2)
w'(t) = w(t) (3)
D’ou
(3) <= IK € R, Vt € R, w(t) = Ke',
et

(2) <= V/(t) —v(t) = Ke'.

On résout I’équation homogéne associé :

V'(t) =v(t) <= ILER, Vt € R, v(t) = Le'.



On pose v(t) = £(t) et, et donc

(2) <= £/(t) e’ +L(t) et —£4(t) ' = Ke?
V) =K
<~ (lt)=Kt+L
= v(t) = (Kt+L)e

Et donc

(1) <= v/ (t) =u(t) +v(t) = u(t) + (Kt + L) et
= u(t) —u(t) = (Kt+L)e'

On résout I’équation homogéne associée :
w(t) —u(t) =0 <= IM € R, Vt € Ru(t) = Me'.
On pose u(t) = m(t) et.

(2) <= m/(t)et —m(t) = (Kt+L)et
— m/(t)=Kt+ L

1 2
<:>m(t):§Kt +Lt+ M
1 2 t
<~ u(t) = 5Kt +Lt+ M) e
Ainsi,

u(t) = (3Kt + Lt + M) et
(B) <= 3(K,L,M) €R3, YVt R, {v(t) = (Kt+ L)e'

w(t) = K et.
Or, X(t) = P-U(t), et donc

z(t) = u(t)

(2) <= AK,L,M) € R®, Vt € R, { y(t) = v(t) — w(?)
z(t) = u(t) + w(t)
a(t) = (3 Kt2+ LT + M) et

= IK,L,M) e R3, Vt€R, { y(t) = (Kt + L — K) et

2(t) = (3Kt2+ Lt + M + K) et

Cadeau 2 (matrices stochastiques) :
Soit une matrice carrée A = (a; ;) € JMn(R) telle que

n
Vi,j € [1,n], a;; >0 et Vi€ [1,n], Zai,jZL
i=1

1. Montrer que 1 € Sp(A).

2. Montrer que, si A est une valeur propre de A, alors |A\| < 1.

Cadeau 3 (matrices a diagonale strictement dominante) :
Soit A = (a4,5) € Mn(R) telle que

Vi€ [L,n], lai;| > lai;l-
J#i

Montrer que A est inversible.



Cadeau du 12/10,/22

Cadeau :
Soit A € JM2(R) tell que A2 = —I5. Montrer qu’il existe P une matrice inversible telle que

N (I A
P AP_(1 0)_M.

Réponse au cadeau
On remarque que A ~ (6 f;). D’ou, il existe € € JMa,1(C), tel que A - e = ie. Egalement,
A-&= —ig. Solent U = e+ &€ M2,1(R), et V =1i(e + &) € M2,1(R), puis on calcule

A-U=A-¢e+A-¢
=i — i€
=i(e — &)
=W



Cadeau du 19/10/22

Cadeau :

+oo
Soit f une fonction continue sur [0, +oo[, telle que / f(t) dt converge.
0

1. Montrer que ¢a n’implique pas que f(x) —— 0.
x—+00

2. Montrer que, si f(z) ——— £ € R, alors £ = 0.
T—>+400

3. Montrer que, si f est uniformément continue, alors f(x) —+> 0.
Tr—r+o0

Réponse du cadeau :
1. c.f. remarque 7 du cours

2. Quitte a remplacer ¢ par —¢, on suppose £ > 0. Ainsi, il existe X > 0 tel que

l
Ve > X, f(z) > o
Or, l'intégrale
+oo g
/ — dx
X 2
diverge. D’oul
+oo
/ f(z) dx
X

diverge également. Ce qui est absurde. On en déduit que £ = 0.
3. On suppose f uniformément continue. Par I’absurde, supposons que f(z) ﬂﬁ 0,
xTr—r oo
d’ou
Je > 0, I(un)new tendant vers + oo, Vn € N, f(un) > e.

Or, comme [ est uniformément continue, il existe 6 > 0 tel que

vneN, Vz € RT, |z —un| <6 = |f(z)— f(y)| <

—+o0 400 €
/ f(z) dz 2/ — dt
0 0 2

qui diverge. Ce qui est absurde.

&)
5

D’ou,

10



Cadeau du 21/10,/22

Théoréme d’interpolation de Lagrange

Cadeau :
Soient (ao, at, ..., an) une suite de n+1 réels distincts deux a deux. Soient aussi (b, b1, . .., bn)
une suite de n + 1 réels (qui peuvent étre égales). Alors,

P € Ru[X], Vk € [0,n], Plag) = by.

Réponse du cadeau :

METHODE 1 Soient n + 1 réels ag, a1, ..., a, distincts deux a deux. L’application

[ Ry[X] — R™T!
2 — (P(ag),P(al),...,P(an)>

est linéaire et la dimension de ’espace vectoriel de départ est égale a la dimension de
P’espace vectoriel d’arrivée. Soit P un polyndme réel de degré au plus n.

P eKerf < f(P)=(0,0,...,0)
=—> P(a1) = P(a2) =---=P(an) =0
—> P a au moins n + 1 racines
= P =0y, [x] car #racines > deg(P)

D’ou Ker f = {0p,, [X]}~ On en déduit que f est injective. Et, d’aprés le théoréme du
rang, f est surjective (car dim R, [X] = dim R*+1).

METHODE 2 On reprend la fonction f de la METHODE 1. Soit % la base canonique de R,[X] :

B=(1,X,...,X"); et, soit B la base canonique de R*T1 : € = (e1,e2,...,en+1). On

a
1 ao agy agy el
1 al a? s a? €2
n . n
/g =Matgg(f)=| = 2 % 2% =V
1 an a2 ay ent1
fO fX) F(X?) .. f(X™)

On reconnait un déterminant de VANDERMONDE :

detV = (an —an—1) - (an —a1)(an — ao)
X (an—1 — an—2)++(an—1 — an—2) - (an—1 — ao)
X

x (a2 —a1) - (a2 — ao)

X ((11 = ao)

= [ (e —a5)

i>]

D’out det V' # 0 car les (a;) sont distincts deux & deux. Donc V' est inversible, et d’ou
f est bijective.

11



METHODE 3 On va prouver la surjectivité en déterminant un polynoéme P tel que P(ag) = bo,
P(a1) =b1, ..., P(an) = byp. Le voila :

. (X —a)X —a2) - (X —an)
Pt (a0 —a1)(ao — az) -+ (a0 — an)
(X —ag)(X —a1) (X —an)

i (a1 —ag)(a1 —a2)--- (a1 — an)

Y b (X —ap)(X —a1) - (X —an—1)

(lln - ao)(an - al) T (a‘n - a‘”*l).

Ce polynome interpole les n + 1 points et deg P < n.

12



Cadeau du 08/11,/22

Dénombrement

Cadeau :
1. Calculer, de deux maniéres, > ;'_ (2) (binéme et dénombrement)
2. (Petite formule de Pascar) Calculer p(Z) = n(z:i)
3. (Formule de VANDERMONDE) Montrer, de deux maniéres, que >_j_q (Z) (nﬁp) = (“Ib).
(développement de (1 + x)*+? et dénombrement)
4. Montrer, de deux maniéres, que > _, (k) = ("+1) (télescope et dénombrement)

P p+1

Réponse du cadeau :

1.

On développe, & l'aide du binéme de Newron, 2™ = (1+1)" =3>7_( (1) - 89 o 1=t =
ZZ:O (Z)

Autre méthode : Y77 (Z) est le nombre de parties d’'un ensemble & n éléments.

Construire une partie a n éléments, c’est : choisir ou non le premier élément (2 ma-
niéres), choisir ou non le second élément (2 maniére), ..., etc jusqu’au n-iéme élément.
Il y a donc 2" maniéres.

Soit E un ensemble a n éléments. Soit A une partie de E a p éléments, et soit B sont
complémentaire dans E. L’application

n
FAXCA|X|=a+b} — |J{X CA||IX|=k}U{X CB||X|=n—k}
=)
X — (XN A, XnNB)

est bijective. (L application (X,Y) +— X UY est sa réciproque.) Ainsi,

n
HXCAlIX|=a+b} =) HXCA|IX|=k} H{X CA||X|=n—-k}|
k=0
EPN +by _ b

dou (“7°) = 3Z%_0 (1) (,20)-
Moins rigoureusement, choisir n éléments de E, c’est choisir 0 éléments de A et n
éléments de B (il y en a () (b))7 ou 1 élément de A et n — 1 éléments de B (il y en a

n
(';) (nﬁl) ), ou... On en conclut qu’il y a ZZ:O (;) (nip) maniéres de choisir n éléments
dans E. Mais, c’est aussi (“Zb).

Autre méthode : on a d’une part (1 + X))ot = ZZIS (“zb)X’“. Et, d’autre part,
a b
b
(14 X)%+ = (14 X)% x (14 X)° = N xr X).
(50 0x)

Or, deux polyndémes sont égaux si et seulement si leurs coefficients sont égaux deux-a-

deux. D’ou
b b X b
(- = O0-500")
On a
"Lk "L k+1 k +1 +1
k§<p) N ]; (<p11> - <p+1)> N (Z+ s <p-1|)-1> N <Z+ ):

Autre méthode : dénombrement. Je choisis p + 1 éléments parmi n + 1. On pose k + 1
le plus grand éléments de ces éléments choisis : p+ 1< k+1<n+ 1, doup <k < n.

Ainsi, on doit donc choisir encore p autres éléments dans [1, k] (car ces éléments sont
plus petits que n).

13



Cadeau du 01/12/22

Cadeau :
Soit A € My, (R). Montrer que Ker(AT - A) = Ker A.

Réponse du cadeau :

On procéde par double-inclusion.

“>” Soit X € KerA. Alors, A-X = 0. Ainsi, AT -A-X = AT .0 = 0. On a bien
Ker(AT - A) D A.

“C” Soit X € Ker(AT - A). Alors AT - A.X =0, dou X" - (AT - A-X) = 0. Ainsi,
(XT-AT). (A-X) =0,donc (A-X)T - (A-X) = 0. Mais, avec le produit scalaire
canonique sur Jl,,1(R), on a donc ||A - X||? = 0. Par le caractére défini du produit
scalaire, on a bien A+ X = 0 et donc X € Ker A. D’ott Ker(AT - A) C Ker A.

14



Cadeau du 02/12/22

Lemme de BOREL-CANTELLI

Cadeau :
Soit (2,9, P) un espace probabilisé, et soit (Ey)nen une suite d’événements. On pose F =

nnE]N (Ukén Ek)

1. On suppose que la série » P(Ey) converge. En encadrement judicieusement P(F),
montrer que P(F) = 0.

2. On suppose a présent que les événements E,, sont indépendants et que la série > P(Ey,)
diverge.

(a) Soit n € IN. Montrer que, pour tout N > n, In P(ﬂ;\’:n Ep) < — Z;V:n P(Ep).
(b) En déduire limy o0 P(NIL,, Ep).
(c) Montrer que, pour tout n € IN, P(ﬂ
(d) Conclure que P(F) = 1.

> n Ep) =0.

Réponse du cadeau :

1. On pose, pour k € IN, ’événement A,, = Uk}n Er.OnaA, =An+1UE, D Apta, la
suite d’événements (Ay)nen est décroissante (pour l'inclusion). Ainsi, par continuité

décroissante,
P( N An) = lim_P(Ay).
nelN

Or, comme la série Y P(E, ) converge, on a, pour tout n € IN, par o-sous-additivité,

0< P(4n) = P( U Bx) < 3 P(BW),

k>n k>n

et il s’agit du reste de la série convergente > P(E,), qui tends vers 0. D’ou, par le
théoréme des gendarmes, P(A;,) tend vers 0 quand n — co. On en déduit que

2. (a) Comme les événements E, sont indépendants, les événements £, le sont aussi.
Ainsi, P(ﬂ;\;n Ep) = H;V:n P(E,), et donc

N N
lnP( N E,,) =S " P(E,)
p=n n

M=

In (1 — P(Ep))

p=n

M=

< (= P(Ep)) car In(1+2) <=z

p=n

N
< - ZP(EP)‘

15



/

Ficure 1 — Concavité de la fonction In

(b) Comme, pour tout p € IN, P(E}) > 0, donc la suite (Sy)nven = (Z;V:n P(EP))NeJN
est croissante, elle admet donc une limite. De plus, par hypothése, la série Y P(Ep)
diverge donc limpy _, o, —S5 = —oo. Par composition des limites, lim x _, o, In P( ﬂg:n Ep) =
—oo. Enfin, comme ’exponentielle est croissante,

N N
0< P( N Ep> < exp(— 3 P(Ep)).
p=n p=n
Comme limg_, oo €® = 0, on en déduit par le théoréme des gendarmes, que
N
I P( By ) =0.
Ngnoo m Ep 0
p=n
(¢) Par continuité décroissante, on a donc

P(08) =y, (1 B) -0
nzp p=n

(d) On rappelle que F'= 1, e Upsn E_p. Or, on sait que (1,5, Ep = U,>, Ep- On
a doc P(UpzN) =1- P(ﬂp>n Ep) = 1. Do,c les événements Upsn Ep sont
presque certains. Or, 'intersection d’événements presque certains est presque
certaine. D’ou P(F) = 1.

16



Cadeau du 05/12/22

Oral CCP PSI 2018

Cadeau :
Soit (Ak)re[1,n] une famille d’événements d’un espace probabilisé (2, 91, P). Montrer que

Réponse du cadeau :
On a

D’ou,

17



Cadeau du 08/12/22

Cadeau :
La forme

¢:RX]x RIX] — R

(P,Q) —> /Oﬂ P(cost)Q(cost) dt

est un produit scalaire ?

18



Cadeau du 13/12/22

Cadeau :

1. Soit n € N. En remarquant que (14 X)™ - (1 + X)™ = (1 + X)?", montrer que
> (7=
ook n

2. Montrer que

Réponse du cadeau :

1. Soit n € IN. On sait que

a+xma4xn = (3 (Z)Xk)(i (1)x*)

k=0 k=0

-3 O0)x

k=0 p+q=k p

D’autre part, on sait que
2n

2n
14 X)2n = ( )X’“.
a+xm =35 (7
k=0
Or, deux polynoémes sont égaux si, et seulement s’ils ont les mémes coefficients. On

regarde le coefficient X™ en posant k =n :
2n\ ny my " n _ "Ly 2

1‘)2 =5 (i) Ainsi, par produit de Cau-

2. La série >, ﬁ converge absolument car Wz 3

cHY,

]38

n=0

Il
(18
3
~
g
[\V)
-
~— =
[\v)

0

n

3
Il
=]
bS]
I
Q
Il

3

I

=
<
©

(p!

3
Il
o
3
Il
[=}

Il
8
M:

Il
NE
M:
g
2 8

[\v)
Tl
(V)

3
I
o
3
- 1

M

3

I

<}
—~

)i
[=}

s
Y
X

—
N
3
—
0
~—

Il
(e
3.
e
X
7/
Ty
N——

S
Il
<}

S
Il
<}

Il
[
Bl
»
X
©
g

Il

[
™
S| =
e

)

3
~
S

S
Il
<}

19



Cadeaux du 14/12/22

CCP PSI 2010, Centrale PSI 2014 € TPE PSI 2014

Cadeau 1 :
Soient n > 2 et
D Mn(R) — Mn(R)
M— MT.

Déterminer les éléments propres, la trace et le déterminant de ®.

Correction du cadeau 1 :
On a ®2 = id donc X2 —1 annule ®. D’owt, Sp(®) C {—1,1}. Et, VM € S, (R), (M) = M " =
M =1 x M. De plus, YM € dl,,(R), ®(M) = MT = —M = —1 x M. D’ou S,(R) C SEP(1)
et d,(R) C SEP(—1). Mais, dim8,(R) = n(n + 1)/2 et dimd,(R) = n(n — 1)/2. Donc
SEP(1) = 8»(R) et SEP(—1) = d,,(R). L’endomorphisme ® posséde un polynéme annulateur
scindé & racines simples, il est donc diagonalisable. En se plagant dans une base 9% adaptée :
la concaténation d’une base de S, et d’'une base de o, on a

1
n(n+1)
0 2

. : n(n=1)

=1l
n(n—1)

Onadonctr@:%—%:%n:n,etdetsz(—l) 2

Cadeau 2 :
Soit V. = {u € L(Mn(R)) | VM € Mn(R), w(MT) = [u(M)}T} Montrer que V est un
sous-espace vectoriel de &£ (Mn(R)) et déterminer sa dimension.

Correction du cadeau 2 :
On a bien 0 € V donc V # @. Soient u,v € V et A, u € R. Pour toute matrice M € M, (R),

(V4 po)(MT) = Xu(MT) + po(M )
= A(u(M)) " + p(v() "
= (u+ ) (M) T

donc Au + pv € V. Ainsi, V' est un sous-espace vectoriel de SE(/%n (]R))

— Soit u € V. Pour toute matrice antisymétrique A € g, u(AT) = u(AT) = —u(A), d’ott
u(A) € dy,. De méme, pour toute matrice symétrique S € Sy, u(ST) = u(S) = u(S)"
donc u(S) € Sy.

— Soit u € Z(Mn(R)) un endomorphisme tel que u(sdn) C dyn et u(Sp) C Sp. Soit
M € Mn(R). On décompose M en M = A+ S avec A € dy, et S € Sy

wMT)=u(AT +8T)
=u(AT) +u(ST)
= —u(A) +u(S)
=u(A)T +u(s)"
=u(M)’
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donc
dimV = dim? o, + dim? 8,

(o) (52)

2
%(n2—2n+1+n2+2n+1)

1
= Enz(n2 +1).

En effet, soit % une base adaptée a la somme o, & S, = Mn(R),

[ulg = (S 2) :

Cadeau 3 :

(a) Soitd € N*, a € C et
U Cd[X} — Cd[X]
P— (X —a)P.

Déterminer les éléments propres de u.

(b) En déduire I’ensemble des polynémes de C[X| divisibles par leur dérivée.

Réponse du cadeau 3 :

(a) On au(k) =0=0 x k avec k € C. De méme, on remarque que,
Vk € [1,d], u((X —a)*) = k(X —a)F ' (X —a) =k x (X — a)".

Ainsi, (X — a)® € Ker(kid —u). L’endomorphisme u posséde d + 1 valeurs propres
distinctes deux a deux. Or, dim C4[X ] = d+1, donc u est diagonalisable. Et, V& € [0, d],
Ker(kid —u) = Vect [(X — a)*]. Donc Sp(u) = [0, d].

AUTRE soLuTION : la base B = (X — a)?, (X —a)!,..., (X — a)?) est adaptée. En
effet, dans cette base

d

(b)  — AnALYSE. Soit P un polynéme de degré d > 1, tel que P’ | P. Alors, P =
(X —a) x P'. D'oti, w(P) = (X — a)P' = dP.

— SYNTHESE. OK.
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Cadeaux du 15/12/22

Centrale PC 2016, X ESPCI PC 2013 & X ESPCI PC 2014, 2015

Cadeau 1 :
Soit By, I'espace des matrices diagonales et D = diag(d1, . .., dy). Montrer que (I, D, ..., D"~ 1)
est une base de @, si, et seulement si les réels d; sont distincts deux a deux.

Réponse du cadeau 1 :

(In,D,...,D" 1) est une base de D,
<~ V(ao,...,an-1), aolp +a1D+ - +an1D" ' =0 = ap=a1 = =an_1
a0+ald1+"‘+an—ld71171 =0
<= V(ao,..-,an-1), L= ag=-+-=apn—1 =0

ao+ardn + - +apn_1d*1 =0
1 d ... dgb*l ag
<~ V(ao,...,an-1), : =0 = aqp="--

1 dp ... d»71) \an-1

an—1 =

<= les réels d; sont distincts deux a deux.

car on reconnait le déterminant de VANDERMONDE.

Cadeau 2 :
Soit X € Jly,,1(R) non nul.

(a) Montrer que V.= {M € Mn,(R) | M - X = 0} est un sous-espace vectoriel de M (R),
et déterminer la dimension.

(b) Montrer que I’ensemble W des matrices de JMn(RR) dont X est un vecteur propre, est
un sous-espace vectoriel de My (R) et que dim W =?.

Réponse du cadeau 2 :

(a) Soit M = 04, (r) la matrice nulle. Ona M -X = 0, donc 04, (r) € V. Soient M, N € V
et A, p €ER.Ona (AM +puN) - X =AM - X +uN-X =0, donc AM + uN € V. On en
déduit que V' est un sous-espace vectoriel de Jl,(R).

On se place dans une base adaptée B = (X, X2,...,X,) ol on a complété la famille
X par des vecteurs Xa, ..., Xp. Soit f ’endomorphisme représenté, dans une base, par
M. Ainsi,

MeV < M-X=0
<= f(z) =0 o X est la matrice de  dans la méme base
© % oo0

<= 3P e GLy(R), P~ -M-P=

Ainsi,

dimV =n? — n.
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(b) Soit M = 04, (r) la matrice nulle. On a M - X =04, (r)y = Or - X, donc Oy, (r) € W.
Soient M, N € W et A\, u € R. Soit « la valeur propre associée au vecteur propre X
pour la matrice M. Soit S la valeur propre associée au vecteur propre X pour la matrice
N. Ainsi, AM + uN) - X =AM - X + pN - X = XaX + pBX = (Aa+ pfB) - X. On en
déduit que AM + puN € W. Ainsi, W est un sous-espace vectoriel de /M, (R).

De méme, dans la méme base adaptée

* * *
MeW «=3PeCL,(R), P~'-a.P=|°
0 x *

D’ou,

dimW =n? —n+1.
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Cadeau du 10/01,/23

Cadeau : )
Déterminer le rayon de convergence de la série entiere 3 z(""),

Réponse du cadeau :
On pose (un) le terme général de la série. Son rayon de convergence vaut 1. En effet, si z = 1,
la série Y 1 diverge, d’ou R < 1. De plus, si |z| < 1, alors Vn € IN, |up| < |z|™. Or, la série
>~ |x|™ converge, donc > |up| aussi, d’'ou R > 1 et donc R = 1.
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Cadeau du 13/01,/23

Cadeau :
Soient F' et G deux espaces d’un espace préhjlbertienEI Montrer que, si F &G = FE et F1G,
alors G=F' et F=G".

1. il n’y a donc aucune hypothéses sur la dimension de E.
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Cadeau du 18/01,/23

Cadeau :
Soient Y anz™ une série entiére, et R son rayon de convergence. On considére la série entiére

> an™ 2™ de rayon de convergence R’.
1. Montrer que,
(a) si R > 1, alors R’ = +00;
(b) si R < 1, alors R’ = 0.
2. Que se passe-t-il si R=17

Réponse du cadeau :

1. (a) Soitz€]—R,R[.Ona R >1,dou ), |a,|1™ converge, d’ou a, —=0 Ainsi,
n oo

a partir d’un certain rang, |apz| < A, ou 0 < XA < 1 et donc |apz|™ < A™. Or, la
série > A" converge, d’oul Y anz™ converge. On en déduit R = +oo.

(b)
2. On considére la série géométrique Y x™ : on pose an, = 1 pour tout n € IN. Le rayon
de convergence de cette série est R = 1. Mais, Y a,"z™ = > z™, et donc R’ = 1.
On considére la série > % On pose, pour n € N*, a,, = % Soit z € R. On pose
Up = |an™a™| pour n € IN. Pour tout entier n € IN*,

n
Un+1

a 1
S Janta] J2l

Un n

n \" 1
= . || 0
n+1 n+1 n—-+oo

D’ou > uy converge, et donc R’ = +o0.
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Cadeau du 18/01,/23

Bangue PT 2006 Maths C

Cadeau :
Trouver les solutions développables en séries entiéres de I’équation différentielle

16 (22 — 2) y" + (162 — 8)y/ —y = 0.
Indication : Il faut montrer que
= (4n +1)(4n — 1)

LT anz” est une solution <= Vn, a = —————
f nZ:O " T 8+ 1)(2n + 1)

@y

Trouver le rayon de convergence de la série, et calculer a,, en fonction de n.

Réponse du cadeau :
Soit R le rayon de convergence d’une série entiére Y anz™. Soit, pour tout = € | — R, R],
f(z) =372 ) anz™. On peut dériver terme a terme une série entiére sans changer son rayon
de convergence, d’otl

-

n

Vz €] - R, R|,

fl(z) = Z na,z" !
f(x) =

o0

=i

Z n(n —1)anz™ "2
=2

3
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oo oo o0
f est une solution <= Vx € | — R, R, n(n — anz™ "2 + (16z — 8) Z nane™ "t — Z anTt =

n:2 n=1

<= Vz €]—-R,R], Zlﬁnn—lanx ZlGnn—l)an:c
n=2 n=2

oo oo [e @)
+ Z 16nanz™ + 16xa; — Z Snanpz™ 1 — Z anz” =0
n=0

n=2

o0
<= Vze]-RR| Z 16n(n — 1)anz™ Z 16n(n + l)an+1z™
n=2

n=1
oo [e @) oo
+ Z 16nanz™ + 16xa; — Z 8(n+ antiz™ — Z ans o —
n=2 n=1 n=0
[e @)
<= Vz€]—-R,R] Z (16n(n —1Dan — 16n(n + 1)apnt1 + 16nan —8(n + 1)ant1 — an)x"
n=2

+ 16a1x — 32a2x — 16asx — a1z =0

Vn>2, (—16n(n+1)—8(n+1))ans1 — (16n(n—1)+16n —1)an =0

(par unicité du DSE) <=
15(11 = 48a2 =0

16n(n — 1) +16n — 1
16n(n+ 1)+ 8(n+ 1)

> 2, apt1 =an X
15
0/2 = &al
16n2 — 16n + 16n — 1

Vn > 2, a = @ X
<:){ P T T 602 + 160 + 8n + 8

15
az = —a
e

(4n — 1)(4n + 1)

Vn > 2, = X
2o Gntl = X g o2 4 3n 1t 1)

15
a2 = —a
2 T 1

(4n — 1)(4n + 1)

Vn > 2, = X ————°
B S et = R i+ D(2n + 1)

15

a2 = —a
2 48 1

Soit z # 0. On a

any12™ | anga o] = (4n — 1)(4n + 1) 16n? - o]
@ @™ an 8(n+1)(2n+1) "~ 16n2 n—00
Do, par le critére de D’ALEMBERT, R = 1. On a a1 = XE Va0, a0 = 2X3 41 et a3 =
, P , = 1. 1= 453 @0, A2 = 135301, B =

%az- On devine la formule
An —3) X - X9IXTX5x3x1
vn e N, an=—( n—3) ag.
A" X 2n X - X 6X 5 x4 xX3xX2

Montrons par récurrence la formule

(4n — 2)!
4n x (2n)! x 22n—1 x (2n — 1)!

Vn € N, an = —
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Cadeaux du 31/01/23

Cadeau 1 :
Soit A la matrice
-2 -V6 V6
A= 1 V6 1 3
-6 3 1

Interpréter géométriquement I'endomorphisme [ représenté par A dans la base orthonormée
(@7, k).

Cadeau 2 (Exercice 6 du TD) :
Ecrire la matrice, dans la base orthonormée directe @ 7, k) de R3, de la rotation d’angle
autour de ’axe dirigé et orienté 7'+ 7.

s
6

Réponse du cadeau 2 :

e

<L

—

jus
6

=l

u

Ficure 2 — Rotation d’angle % autour de ’axe dirigé orienté 7'+ 7.

On cherche %' = (F, @, ) une base orthonormée directe. On pose & = (i+7)/v/2, et @ = TAK.

On a
B 1/v/2 0 1/v2
T=0Ak=|1/V2|A[0|=|-1/V2
0 1 0
Soit f la rotation d’angle ¢ autour de 'axe dirigé et orienté par (v+ 7)/V/2. Ainsi,
cos T —sin% 0 \Fk
[7]=(sng ey 0 Ju=a
=|sing cosF u=A"
0 0 1 /)7

fk)  f@ @

Ainsi, par un changement de base B = (7,7, E) vers B’ = (E, i, 7). Ainsi, A’ = P~1. A. P
dou A=P-A P71 et

= O O
S
N

E TR



De plus, P~1 = PT car les bases % et %’ sont orthonormées.

Réponse du cadeau 1 :
Les colonnes de cette matrice forment une base orthonormée : (C; | C2) = (C2 | C3) =
(C3 | C1) =0, et ||C1]|2 = ||C2||? = ||C3]|? = /(4 + 6+ 6)/16 = 1. Cette base est directe car
C1 A Cy = C3 en calculant le produit vectoriel. (Ou, on peut aussi calculer det A, et on trouve
1.) Ainsi, on a A € SO3(R). C’est la matrice d’une rotation, d’o, dans une base adaptée,
I’endomorphisme est représenté par la matrice

cos —sinf O
sinf cosf® O
0 0 1
Comme la trace est un invariant de similitude, tr A = 0 = 2cos € + 1. Ainsi, cos§ = f%, donc

0= i%r [27]. On résout donc AX = 1X avec X3 :

72x7\/6y+\/6z:4:1;
A-X=1X < {Vbz+y+32=4y
bz + 3y +z =4z

<= X € Vect(7+ k)

w

G0

6
4

(7+ k)/+/2. Cherchons le signe de 0, modulo 2. Calculons f(7) = —%i’—&-
k. E

Soit
@f t, on calcule 7A f(7) :
—92 0

1 6 -z
| <2 ve ) =Buain,

1
inf@= (0] A e
0 /6 4 VB 4

| =

qui a le méme sens que w, d’ou 0 = +2?Tr.

— Si @ = —(7+ k)/v2. De la méme maniére, on a 6 = — 2
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Cadeau du 01,/02/23

Cadeau :
Soit A la matrice
1 [ 2 V6 —/6
A=-| V6 3 1
A\-v6 1 3

Interpréter géométriquement I'endomorphisme f représenté par A dans la base orthonormée
(@7, k).

Réponse du cadeau :
On remarque que,

1 0 0
B=Ax |0 0 1
0 1 0
————
S

On pose s, a et b les endomorphismes représentés par S, A et B. Ainsi b = a o s. Et, s est la
reflection par rapport au plan Vect(z, 7+ k).

Autre méthode :
On diagonalise la matrice, et on conclut. Les valeurs propres sont sympathiques.
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Cadeau du 02/02/23

Cadeau :
Soit E un espace euclidien, et soit @ € E un vecteur non-nul. Montrer que 'application

s:E—FE
#2241 ? a
llall
est une réflexion.
Réponse du cadeau :
Soit B = (€1,...,En—1,a), oit (€1,...,&,) est une base de H = [Vecta]". Ainsi, dans cette
base,
1 €1
["]99. -
1 gn—l
-1/a
A(gl) 000 A(gn_l) A(a)

Donc, s est la symétrie orthogonale par rapport a ’hyperplan H, (i.e. c’est une réflexion).

Corrigé (partiel) de ’exercice 3 du Tp 13 :

— @l =0 = sup |un| =0 = u=0g;
nelN
— Soit a € R. ||au|| = sup |aun| = |a| sup |un| = |af ||E]|;
nelN nelN

— Soient u,v € E. ||[u+ v|| = sup, e |un + vnl|. Or, Vn € N, |un + vn| < |un| + |va]
par inégalité triangulaire. Et, Vn € IN, |un| < sup,, ¢y |un| car le sup est un majorant.
De méme, Vn € N, |vn| < sup,, ¢y [vn| car le sup est un majorant. D’ow, |un + vn| <
SUp,, e |Un| + sup, e |vn| qui est un majorant. Or, sup,, c |un + vn| est le plus petit
majorant. On a donc sup,, ¢ |tun + vn| < sup, ey |tn| + sup, e |vn| donc |Ju + v|| <
lal + 1ol
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Cadeau du 03/02/23

Suite du cadeau du 02/02/2023

Cadeau :
Soient 4 et ¥ deux vecteurs distincts et de méme norme. Montrer qu’il existe une unique

réflexion 5 telle que 4(@) = U.

Réponse du cadeau :

On procéde par Analyse-Synthése.

Analyse On suppose que .5 est une réflexion par rapport a un hyperplan H, et que (@) = .
Alors, (%) — & L H, démontré plus tard. En particulier, s(@) — 4 =7 —u L H, d’ou
I'unicité de H.

Synthése Soient @ = ¥ — @ et H L @. Alors »: &+ & — 2(d@ | Z) @/||@||? est une réflexion. Tl

reste & montrer que 4(@) = U :

(5 — 2@ | @)

sy =a= T=2E G g
|7 — ]|
On veut montrer que (7 — @ | @) /||7 — |2 = —%. On calcule (¥ — v | 7) = (4| w) —
(V| @). Par aillewrs, 1|7 —@|| = L (@—a|v—a) = (9> — 2(@| ) + ||@||*>) =

l[@]|* — (@ | 7). Or, par hypothése ||| = ||7]|.
Montrons que (%) — & L H. On sait que H @ H+ = E. Pour tout vecteur 7, il existe un
unique couple de vecteurs (a,b) € H x H- tel que & = @+ b. Ainsi, &%) = 4(@) +.o(b) = @— b.
Et, donc 4(%) —F=d—b—ad—b=—2be HL.
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Cadeau du 03/03,/23

Cadeau de Corentin en khélle avec JJ. MALLET

Cadeau :
On considére sur E = R[X] les normes Ny et Ny ainsi que I'application ¢ définie par

WPEE, Ni(P)= suwp [P(t)l No= sup [P(t)  @(P)=P(0).
te[0,1] te(1,2]

1. Montrer que ¢ définit une application de (E, N1) vers R, mais discontinue de (F, N2)
vers R. (On pourra utiliser la suite définie par P, (t) = (1 —t/2)™.)

2. Monter que Ker ¢ est fermé dans (E, N1). L’est-il dans (E, N2) ?

Réponse du cadeau :

1. L’application ¢ est linéaire. Montrons qu’il existe M € R* tel que, pour tout polynéme

P, [¢(P)| < M Ni(P). On a [p(P)| = |P(0)] < supyejo 1) [P(t)] = Ni(P), car c'est un
majorant. D’ou, |¢(P)| < Ni(P) pour tout polynéme P.
On pose la suite de polyndémes définie comme P, (t) = (1 —¢/2)™. On a Na(Pp) =
Supye(r o) [(1 —t/2)" = (1/2)" car la fonction ¢ — (1 —t/2)" est décroissante et
positive. Et, |p(Py)| = 1. Par I’absurde, supposons qu’il existe K € R tel que, pour
tout polynéome P, |p(P)| < K - Na(P). Ainsi, pour tout n € IN, 1 < K(%)n Les
inégalités larges passent & la limite, d’ou 1 < 0, ce qui est absurde.

2. L’ensemble {0} est un fermé, ¢ est continue sur (F, N1), et, par définition de Ker,
»~1({0}) = Kerp. Ainsi, Kerp est un fermé (I’image réciproque d’un fermé est un
fermé).

On a ¢(P,) = 1, donc P, € E\ Kerp. Or, No(Pp) = 2% — 0, quand n — oo. Et,
0 € Kerp car ¢ est linéaire. Ainsi, E \ Ker ¢ n’est pas un fermé. On en déduit que
Ker ¢ n’est pas un ouvert pour Na.
Posons Qn = Pr—1 et alors (Qn) = 0. Ona No(Qn+1) = No(Py) = (%)n — 0 quand
n — oo. Donc, @, — —1. Donc, pour tout n € N, Q, € Ker ¢ mais lim,,—oc Qn &
Ker ¢. Par caractérisation séquentielle d’un fermé, on en déduit que Ker ¢ n’est pas un

fermé.
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Cadeau du 27/03/23

Cadeau :
On considére la matrice A définie comme

3 1 -1
A=12 2 -1
2 2 0

1. Déterminer le polynéme minimal p4 de la matrice A.
2. En déduire, pour tout entier n € IN, A" en fonction de I3, A et A2.

3. Calculer exp A.

Réponse du cadeau :

1. On calcule le polynoéme caractéristique x 4, et on trouve x4 = (X —1)- (X —2)2. (Véri-

fication : pour un polynéme scindé, tr A = Z)\GSpA my - A, et det A = HAeSpA ATAL)
Le polynéme minimal, p 4, divise tous les polynémes annulateurs de A. En particulier,
il divise x 4, d’aprés le théoréme de Cayley & Hamilton. En plus, le spectre de A est
I’ensemble des racines de x4, mais c’est aussi I’ensemble des racines de p4. On peut
donc calculer (A — I3) - (A — 2I3), qui n’est pas nul. D’ot, x4 = pa.
Autre méthode : on trouve dim SEP(2) = 1, d’ou A n’est pas diagonalisable, elle ne
posséde donc pas de polyndme annulateur scindé a racines simples. Ainsi, 4 n’est pas
scindé a racines simples. On en déduit donc que pa = xa-
Autre autre méthode : la famille (I3, A, A?) est libre, il n’existe donc pas de polynome
annulateur de degré inférieur ou égal a 2.
. On réalise la division euclidienne X™ <+ 114 (X)), pour obtenir un quotient Q,(X) et
un reste Ry, (X). Ainsi, X" = pa(X) - Qn(X) + Rn(X), et deg Ry, < deg pua. Et donc,
A™ = Ryp(A). Or, Ry (X) = anX24+by, X +cp. Iy a3 inconnues, on cherche 3 équations.
On a 1™ =0 x Qn(l) + Rn(1) = an + bn + cn. De plus, 2" = 0 X Qn(2) + Ra(2) =
4an + 2bn + cn. Finalement, en dérivant, on trouve nX" =1 + p/y - Qn +pa - Q) + Rl
et donc, pour X = 2, on trouve n2" ! = 0-Qn(2) +0- Q},(2) + R}, (2) = 4an + bp. On
résout donc le systéme

an +bn+cn=1

4an + 2by, + ¢ = 2™

4day + by, = n27 1

On trouve donc que a, = n2n—1 _on 4 1, b, = —3n - on=1 4 ont2 _ 4 et ¢, =
n2"™ —3-2" +4. On en déduit que A™ = a, A% + b, A + ¢, [3. Vérification : pour n = 0,
on a (an,bn,cn) = (0,0,1); pour n =1, on a (an,bn,cn) = (0,1,0); pour n = 2, on a
(@0 by @) = (1L, @, @)

. Enfin, on calcule

20 A X anA2 + bp A+ cnls
expA=3 —r =3 ) =aA’ 4+ BA+ 7l
n=0 n=0

On calcule v, et on procédera de méme pour les autres coefficients.

M

Cn _in2n—3.2"+4
1 n!

n=0 """ n=0
oo n (o] n o
ng 2 1
:E —= —3 E —+4§ —
1 ! !
= n! —n! —n!
=262 —3e?+4e

En effet, 230 | nz"~1/n! = zde®”/dz = ze®, car on peut dériver terme a terme une
série entiére sans changer son rayon de convergence.
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Cadeau du 28/03/23

Comment utiliser la trigonalisation pour calculer ’exponentielle d’une matrice ?

Cadeau :
La matrice B est-elle diagonalisable et calculer exp B, ou B est la matrice 2 X 2 définie comme

(1)

Réponse du cadeau :

1. Non. En effet, son unique valeur propre sont 1, et, si B serait diagonalisable, alors B
serait semblable & I, ce qui est absurde car B # Is.
(1 4

2. On remarque que B? = 01

). On peut montrer par récurrence que

1 2n
n _
B = (0 ’ ) .
Ainsi, pour calculer exp B, on procéde pour chaque coefficient de la matrice. En effet,
B _ meol/nt 302 o2n/nl\ _ (e 2e
(oo}
0 g 1/n! 0 e

[e’s]

>\ 2n
7;)” Z nfl)' = 2e.

car

Autre réponse du cadeau :
On remarque que B = I + (8 (2)) = I> + A. Et, comme I3 et A commutent, alors

oo n OOAn oo ”
B — ol :Zi szzj (In+A)=e-B
=0 =0 " )

car la matrice A est nilpotente : A2 est la matrice nulle.
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Cadeau du 29/03,/23

Cadeau :
Soit A € Mp,n(R).

1. Montrer que A est antisymétrique si, et seulement si, VX € Mn,1(R), X' - A- X = 0.

2. Que peut-on dire de e si A est antisymétrique ?

Réponse du cadeau :

1. Le sens direct a déja été démontré. Montrons la réciproque. On suppose VX € Jl, 1(R),
XTAX = 0. Soient X et Y deux vecteurs colonnes de Mp.1(R). On a
0=(X+Y)TAX+Y)
=XTAX +YTAY + XTAY + YT AX
=XTAY + YT AY
=XTAY +X"ATY car XTA'Y €R
=X"(A+ ANy

Ainsi, en notant M = A+ AT, (X | MY) = X" - (MY) = 0, pour tout X. D’ou,
MY =0, et ce, quel que soit Y. D’oti, M = 0. La matrice A est donc antisymétrique :
A=—AT.

2. On sait que (exp A)" = exp(AT) = exp(—A) = (exp A)~ !, d’out e? € O, (R). De plus,
det(exp A) = exp(tr A) = 1 et donc e? € SO, (R).

Autre réponse du cadeau :

1. On suppose que, pour tout X € M, 1(R), X' AX = 0 € R. Donc X" AT X = 0, par
application de la transposée. Do, VX € My, 1(R), X (A+AT)X = 0et donc A+ AT €
Sn(R). D’aprés le théoréme spectral, il existe P € O, (R) tel que PT (A + AT)P = D,
ou D est diagonale. Ainsi, pour tout vecteur X, X' PDPT = (PTX)" D(PT X) = 0.
D’ou, par changement de base, pour tout vecteur U, U' DU = 0. Ainsi, D = 0 et donc
A+ AT = 0. On en déduit que AT = —A, la matrice A est antisymétrique.
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Cadeau du 30/03,/23

polynémes interpolateurs de LAGRANGE.

Cadeau :
Soit p € IN. Pour tout entier non nul n € IN*, notons P,, I'unique polynéme de R, [X] vérifiant,
pour tout i € [0,p], Pn(é) = (—1)"/(n + 7). Montrer que la série de “vecteurs” 3=, Pn est
convergente.

Réponse du cadeau :
Posons, pour tout ¢ € [1,p], L;(X) le i-éme polynéme interpolateur de LAGRANGE :

P .
X =7
Li(x)=[]=—
j=0 ‘7
J#i
Ainsi, pour tout entier n, P (X) = Y-¥_| (=1)"L;(X)/(n+4). Or, les polynomes interpolateurs

de LAGRANGE forment une base de R, [X]. Ainsi, B = (Lo,...,Lp) est une base de R,[X].
Or, Rp[X] est de dimension finie. Et, dans un espace vectoriel normé de dimension finie,
une série de vecteurs converge si, et seulement si, les sommes partielles de chaque coefficients
convergent. Pour tout i € [1,p], la série > (—1)*/(k 4+ 1) converge. On en déduit que la série
de polynomes Y P, converge.
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Cadeau du 31/03/23

(Kholle 21 ¢)

Cadeau A :
Soit, pour tout réel x € ]0, +oo, pour tout entier n € N*, fn(z) = 1/(n + n?z).

1.
2
2,5.
3.
4.

Montrer que la série de fonctions Y | fn converge simplement sur 0, +oo|.

Soit, pour x € |0, +oo[, f(x) =>7° | fn(x). Montrer que f est continue sur ]0, +ocol.
Montrer que la convergence de la série Y, fy, n’est pas normale.

La convergence de la série de fonctions ) fn est-elle uniforme sur )0, 4oco[ 7

Déterminer un équivalent de f(z) quand x tend vers +oo.

Cadeau B :
Soient « et B deux scalaires d’un espace vectoriel IK de dimension finie. Soient f, u et v trois
endomorphismes de K tels que

1,
2.

f=ou+ o,

f2 = a2y L 62177

3 = aBu+ B3v.
Déterminer un polynéme annulateur de f.

Montrer que f est diagonalisable.

—_—— D

Cadeau C :
Soit z € C tel que |z| < 1. Montrer que

9 2n—1 €9

k
Z 1iz2n71 :leZWe'

=1l k=1

Réponse du cadeau A :

1.

2,5.

Soit @ € ]0,4+oc[ : 1/(n + n?z) ~ 1/n’z, qui ne change pas de signe. Or, la série
numérique > 1/n%x = (1/x) . 1/n? converge par le critére de RieMANN. D’oil, la série
de fonctions Y f, converge simplement sur |0, +ool.

Soit a > 0. Pour tout entier n € IN*, pour tout réel z € [a, 00,

1 1
)= — << —
[fn(@)] n+n2z  n2a’
et 3 1/n?a converge par critére de RIEMANN. Ainsi, la série de fonctions > f,, converge
normalement sur [a,+oo[, donc uniformément sur [a,+oo[. Chaque fonction f;, est
continue sur [a, +oo], la fonction f est donc continue sur [a, +-o0o[. Ceci étant vrai pour
tout a, et la continuité étant une propriété locale, on en déduit que la fonction f est
continue sur ]0, +o0|.
Pour tout entier n € N, sup,¢jo, yoo[ |fn(2)] = 1/n. Or, la série numérique >°1/n
diverge, donc la série de fonctions ) f,, ne converge pas normalement sur |0, +oo].
Supposons, par 'absurde, que la série de fonctions ) f,, converge uniformément sur
10, +o0[. Pour tout n € N*, f,(z) — 1/n quand & — 0. D’aprés le théoréme de la
double limite, on en déduit que la série > 1/n converge, ce qui est absurde. D’ou, Y fn
ne converge pas uniformément sur |0, +oo|.
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4. Soit n € IN*, et & > 1. On encadre fyn(z) :
1 1 1

———— < )= —7F" < 5.
n2(z + 1) fn(@) n+n?z  n2z
D’ou, par somme, pour tout entier N € IN*,
N N N
1 1 1 1
— &£ z) < = .
(:1:+1)7;n2 ;fn() 1712::1”2
Or, les inégalités larges passent a la limite, d’ou
2 o) 2
T s
——— < o= f(z) < —.
6(x+1) Z: fn(@) = (@) 6z
n=1
D’ou, en divisant par = + 1,
L 6x (@) <1
< —f(z) < 1.
z+1 w2

D’aprés le théoréme des gendarmes, on en déduit que %f(z) — 1 quand z — oo car
z/(x+1) = 1. D’ot, f(z) ~z—oo m2/6x.

Réponse du cadeau B :

1. On calcule
(a+B)f? = Pu+ v+ a®Bu+ af®v = f° + aff.
On en déduit que le polynéme p(X) = X3 — (a + 8)X2 + afX annule f.
2. On procéde par disjonction de cas.
(a) Sia #0,8 # 0et o # B, alors p est un polyndéme scindé a racines simples
annulateur de f. L’endomorphisme f est donc diagonalisable.
(b) Sia=0et =0, alors f =0 qui est diagonal.
(c) Sia=0cet B #0,alors f = v et f2 = B%v. Ainsi, f2 — Bf = 0 et donc
X2 — BX = X(X — f3) est un polynéme scindé & racines simple annulateur de f.
D’ou, f est diagonalisable.
(d) Sia#0etB=0,on procéde comme le cas (c).
() Sia#0,B#0, et a=p, alors f =a(u+v) et f2=a?(u+v). Do, f2 = af.
Ainsi, X2 — aX = X(X — a) est un polynéme annulateur de f, il est scindé a
racines simples et donc f est diagonalisable.

Réponse (partielle) du cadeau C :

oo 2n—1 0 0
Z - z o = Z Z2n71(2(22n71)k:) car [22"71| = 2271 < 1
n=1 n=1 k=0
o0 oo
_ Z (Z ,2n—1 (Zanl)k>
n=1 k=0
o o
_ Z (Z ZQn—l(ZQn—l)k) aF (Q?)
k=0 n=1
o0 oo
_ Z Z(z2n—l)k+l
k=0n=1

I
8
]38
R
el
+
\15
L

(V) : la série converge absolument, c’est donc une famille sommable et on applique le théoréme
de Fubini.
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Cadeau du 01/30423

(Cadeau ultime)

Cadeau :
On considére I'ensemble § défini comme 8§ = {(z,y,2) € R® | vz + /¥ + vz = 1}
1. Déterminer trois plans de symétries de la surface . Déterminer une rotation par laquelle
§ est stable.

2. Montrer que, pour tout (z,y,2) € S, z +y + 2 < 1. En déduire que la surface S est
incluse dans un tétraédre.

Réponse au cadeau :
Rotation de 27 /3 autour de ’axe orienté par @ = (1,1, 1), d’ou les plans de symétries. Comme
0<z<1,0<y<1let0<2z<1doncz <z, y <, /yetz <4z Dou, par somme,
z +y+ z < 1. Ainsi, pour tout vecteur (z,y,2) €S, 2>0,y>0,z>0etz+y+2<1. On
en déduit que § est incluse dans un tétraédre.
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