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1 Suites récurrentes de complexité
(a) On considère la suite u0 = 1 et un = un−1 + a pour a > 0. Montrons que un = Θ(n).
(b) On considère la suite u0 = 1 et un = un−1 + an pour a > 0.
(c) On considère la suite u0 = 1 et un = aun−1 + b pour a > 2 et b ∈ R?

+.

un = aun−1 + b

= a(aun−2 + b) + b

= a2un−2 + ab + b

= a3un−3 + a2b + ab + b

...

= an +
n−1∑
k=0

akb

= an + b
1− an

1− a

= an ·
Å

1−
b

1− a

ã
+

b

1− a

= Θ(an)

(d) On considère la suite u0 = 1 et un = un/2 + b avec b > 0. Soit (vp)p∈N la suite dé�nie
par vp = u2p . Donc

vp = u2p = u2p/2 + b = u2p−1/2 + 2b = · · · = v0 + bp = 1 + (p + 1)b.

La suite (un)n∈N est croissante donc, pour n ∈ N, Alors,
vblog2 nc 6 un 6 vdlog2 ne d’où b(blog2 nc+ 1) + 1 6 un 6 b

d’où b log2 n + 1 6 un 6 b(log2 n + 2) + 1

On en déduit que un = Θ(log2 n).
(e) On considère la suite u0 = 1 et un = un/2 + bn avec b > 0. On pose (vp)p∈N la suite

dé�nie par vp = u2p .
vp = vp−1 + 2pb

= vp−2 + 2p−1b + 2pb

= b

p∑
k=1

2k + v0

= b

p∑
k=0

2k + u1

= b

p∑
k=0

2k + 1 + b

= b

p∑
k=0

2k + 1

= b(2p+1 − 1) + 1.

D’où, par croissance de la suite (un)n∈N,
b(2log2 n − 1) + 1 6 un 6 b(2log2 n+2 − 1) + 1 d’où bn− b + 1 6 un 6 4bn− b + 1.

Ainsi, un = Θ(n).
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2 Multiplication d’entiers par algorithme de Karatsuba
1. On peut éventuellement rajouter des zéros à gauche jusqu’à avoir la même taille pour

les deux nombres.
2. L’algorithme a une complexité en O(n2).
3. On a u = ua + 2p · ub, où p = |u|/2. De même, v = va + 2p · vb. On remarque que

prod(u, b) = prod(ua, va) + 2p
(
prod(ua, vb) + prod(ub, va)

)
+ 22p · prod(ub, vb).

Avec |u| = 2p, on note la complexité Cp. On a Cp = 4Cp−1 + K = 4(4Cp−2 + K) + K =
4pC0 + K

∑p−1
i=0 4i. On en déduit que Co = Θ(4p). Or, p = log2 |u|, d’où 4log2 |u| = n2.

L’algorithme est en O(n2).
4. On remarque que uava+ubvb−(ua−ub)(va−vb) = uava+ubvb. Ainsi, Cp = 3Cp−1+K,

d’où Cp = Θ(3p). On en déduit que l’algorithme est en O(nlog2 3).
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