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1 Probléemes de partitions

1. On définit les quatre problemes comme
Entrée :neN, (wi,...,wn) E N"et W € N
Sortie : Existe-t-il une partie I € p([1,n]) telle que Zl crwi =W?
Entrée :ncNet(wi,...,w,) €N
Sortie : Existe-t-il I € p([1, n]) telle que Zie[ w; = Zie[l,n]]\l w; ?
Entrée :neN, (z1,...,z,) € N?, (vi,v2,...,0,) EN* PeNet K € N
Sortie : Existe-t-il I € p([1,n]) telle que Ziel z; < Pet Ziel v; > K?
Entrée :neN, (t1,...,tn) EN?, CeNet K € N
Sortie : Existe-t-il k € Net (I1,...,11) € p([1,n])* k parties de [1, n]
telles que Uie[[l,k]] L =[L,n],Yi#j, ;NI =0, k< Ket
Vi € [1, k], Ejeli t; < C?

2. (a) Soit (2, W) une entrée de SuBserSum. On fabrique I'entrée (£2, 2, W, W) du pro-
bleme Knapsack. On pose 2 = (w1,...,wy) eton a

SUBSETSUM : {
ParTITION : {

KNAPSACK : {

BinPackiING :

(22, W) € SubsetSum™ <= 34 € p(12), Z w=W

weA
(:>E|A€p(9),2w>Wet ZMSW
wEA weEA

= (2,92, W,W) € KNapsack .

Cette réduction est polynomiale.
(b) Soit {2 une entrée de PartitTion. On pose 2 = (w1, ..., wy). Fabriquons I'entrée

(£2,5/2) du probleme SuBserSum, ou S = Z;;l w;. On suppose S =0 [2].On a

2 € ParmiTioNn <> 3I C [1,n], Zwi = Z w;

il ie[1,n]\I
S
< 31 C [1,n], Zwi =3
1<y

< (£2,5/2) € SuserSum™

2 Optimisation linéaire en nombres entiers

1. Montrons SysLin <, SysLiNINEG. Soient n, m, A et b les entrées du probleme SysLin.
Fabriquons, en temps polynomial, les entrées n’, m’, A’, b’ du probléme SysLiNINEG : on
choisit n’ = 2n, m’ =m, A’ = (f‘A) etd = (fb). Ainsi,

(n',m’, A" b') € SysLinInecT <= 3X, A’X < b
— 3X, AX <bet — AX < —b
— 3X, AX =b
< (n,m, A,b) € SysLin"

3 CLIQUE, STABLE et COUV.SOMMETS

1. Soit G = (S, A) un graphe. On pose G’ = (S, A") o A’ = {{z,y} € 62(5)|{z,y} ¢ A}.0
Prouvons la réduction de CLiquUE a StaBLE. Soit (G, K) une entrée du probleme CLIQUE.
Fabriquons I'entrée (G’, K') de StaBLE, comme défini précédemment. Montrons que (G, K) €

1. On note €, (E) 'ensemble des parties de E de cardinal p.



CLique’ <= (G',K) € StaBrLe™. On a
(G,K) € Cuque™ <= 351 C Sy avec |S1| > K, Vo #y € S1, {z,y} € A
<= 351 C Sy avec |S1| > K, Vo # vy, {z,y} ¢ A’
<= (G',K) € StaBLE ™.
La réduction est calculable en temps polynémiale. On a donc CLIQUE <, STABLE.

La réduction de StaBLE & CLIQUE est la méme. Elle est également en temps polynémiale.

2. Montrons la réduction de CouvSommeTs & CrLiQuE. Soit (G, K) une entrée du probléme
CouvSomumeTs. Fabriquons (G’,n — K) une entrée du probleme StaBLg, ou G’ = (S, A’)
comme défini & la question précédente, et n = |S|. On a

(G, K) € CouvSommers™
<= 35; C Savec|S1| < K, V{z,y} € A, x € S;ouzx € S
<= 38 C Savec|Si1|<K,Vz#y€cS\S1, {z,y} ¢ A
<= 351 C Savec|S\ S1|<|S| - K,Vz#y € S\ S, {z,y} € A
< 39, C S avec |So| > |S| — K, Vo £y € Sz, {z,y} € A’
<= (G',|S| — K) € StaBLe™.

3. On représente le graphe G pour l'entrée {z Vz Vy,—zV -y V -y, zVyVy}

Ficure 1 — Représentation du graphe G pour l'entrée {« V2V y,—zV -y V -y, zVyVy}

4. Montrons la réduction de 3sar a Crique. Soit H = {ci,...,cm } une instance de 3sat.
Construisons le graphe G comme proposé dans I’énoncé. On construit alors 'entrée de
CriquE (G, m). Soit (G,m) € CLique™. C’est donc qu’il existe une clique de G de taille
m ; nommons la C. Deux sommets (7, ) et (j,_) ne sont pas reliés dans G si ¢ = j. Ainsi,

Vi€ [1,m], 35 € [0,2], (i,5) € C
Soient p et —p deux littéraux. Sip € C, alors -p ¢ C. Si —-p € C, alors p ¢ C. On
construit alors I’environnement propositionnel

p:@—B

{V sipe C

p .

F sinon.

Pour i € [1,m], soit 5 € [0, 2], tel que (¢,j) € C, on a donc [¢; ;]” = V. On en déduit

que Vi € [1,m], [¢;]° = V. On en déduit que [H]” = V,i.e. H € 3sat™.

Réciproquement, supposons H € 3sart. Alors, soit p € B® tel que [H]” = V.On a
Vi€ [1,m], 35 € [0,2], [4;]° =V.

Notons ¢(¢) un tel j. On fabrique alors I'ensemble de m sommets C' = {(¢,¢(i)) | i €
[1,m]}. Soient (7, p(2)) et (4, p(j)) deux éléments de C. Sii # j, alors {(z, ¢(2)), (4, p(4))} €
A, car [€; ,»)]” =V et [¢; ,;)]” = V. On en déduit que C est une clique de taille m.

Ainsi, (G, m) € Cuique™.



5. Comme Crique est NP-difficile, alors StaBLE et CouvSommETs sont NP-difficile. Mon-
trons que CrLiQuk est un probleme NP. Le programme CLIQUE est vérifiable en temps
polynémiale : ...
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