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1 Exercice 1: Vérification d’égalité polynomiale

1

Etant donnés deux tableaux représentant deux polynémes, on peut calculer leurs pro-
duit en concaténant ce tableau. La complexité du produit de polynémes avec cet algo-
rithme est en O(nm) ol n est le degré du ler polynéme, et m est le degré du second.
En effet, dans le pire des cas, tous les polyndomes représentant les deux polynémes sont
des monomes, or, la concaténation étant en 6(nm) (pour un tableau de taille n et un de
taille m). D’ou la complexité en 6(nm).

. Afin d’évaluer ces polynoémes, on utilise 'algorithme de HorNER, qui est en O(n), donc

en temps linéaire.

. En développant ces polynémes, la complexité serait en 6(n?). En effet, la multiplication

de deux polynémes de degrés n a une complexité en O(n?). D’oi1 la complexité en 6(n3)
pour la multiplication de deux polynémes ayant chacun un degré n.

. Un polynéme de degré n a, au plus, n racines. D’ou, le polynome P — @, a au plus n

racines (o n = max(deg P, deg Q)). Ainsi, s'il a n + 1 racines, c’est alors le polynome
nul, et donc P = Q.

Algorithme 1 Algorithme déterministe pout tester 'égalité polynomiale en 6(n?)

Entrée : P = (P;);c[1,m] et @ = (Q;);e[1,p) deux polynémes
n < deg P
pour i € [0,n] faire

I

si P(i) # Q(i) alors > Avec l'algorithme de HoRNER, évaluation en O(n)
| retourner Nox

retourner Our

5.

Algorithme 2 Algorithme probabiliste pout tester ’égalité polynomiale en 6(n)

Entrée P = (Pi)ic[1,n] €t Q = (Qj);je[1,n] deux polynémes, et £ € IN un entier

1:x

— U([1,k x n])

2: si P(z) # Q(x) alors
3: | retourner Non
4: retourner Our

Soit X la variable aléatoire de U([[1, %k x n]). L’événement “P # @ mais l'algorithme
retourne Our” arrivesi X € {j € [1,kn] | P(j) = Q(j)} = A.Or|A| < n,et A C [1, kn].
Ainsi, I'événement a une probabilité de +.

2 Test de primalité probabiliste

2.1

1

2

Résultats mathématiques

— Elément neutre : soit = € Gp,douz-1=1xzxmodn =xmodn,etdoncl € Gy,
est ’élément neutre de G,,.

— Associativité : par associativité de x, et par le fait que “mod” soit une congruence,
on en conclut que - est associative.

— Soient z,y € Gp. Ainsi, z-y =z Xymodn.Or,z xyAn = 1,etdoncz-yAn = 1.

— Soit z € G, donc z A n = 1. D’ou, d’apres le théoreme de Bizour, il existe u et
v € Z deux entierstelsque u X r+vxn =1.Dot 1l modn = u Xz +v Xn modn
et donc 1 = u x & mod n. Ainsi =1 = u € Gy, car u # 0.

. Onsaitque 1 € E,.Soity € B, douy™ !t =1 [n],ie.yx (y?2) =1 [n],doncy™ 2 €

E,, est l'inverse de y. Soient z et y € E,.Ona (z-y~ )"l =27~ 1.y"~1 [n] =1 [n].
Doux -y~ ! € E,. Ainsi, B, est un sous-groupe de (G, -).

. Soit n composé. Il existe a € [1,n — 1] tel que a®~1 # 1 [n], et donc E, C Gy. Or, le

=

cardinal d’'un sous-groupe divise le cardinal du groupe, et donc |E,,| | |G| < n—1, donc
[Bnl < 251,



2.2 Algorithme
4.

Algorithme 8 Algorithme MonTEe-CaRLO testant la primalité d'un nombre en 6(k (In k)3

Entrée n € IN et kK € IN deux entiers.
1: pour j € [1, k] faire

] \; a<+ U([L,n—1])

2
3 si a1 mod n # 1 alors
4: | retourner Non

5: retourner Our

En effet, si |E,| < ”Tfl, donc sia ~ U([1,n — 1]), dou P(a € E,) <
1
5

%. La probabilité
que l'algorithme échoue est inférieure a
2.3 Implémentation

Indications Pour calculer a® mod ¢, on décompose b en base 2 : b = Zf:l b; 2%, et

donc
p

a’ mod ¢ = (Habﬂi) mod ¢ = H (abi2i mod c) .

i=1 i=0

Et, p ~ logy(n).

3 Exercice 3 : Echantillonnage

Q.1

Algorithme 4 Echantillonnage naif

Entrée T un tableau a n éléments, et k € IN avec k < n
1: T < Mélanger(T)

2: R+ TI0..k]

3: retourner R

Q.2 Un invariant de boucle est « Vp € [0, — 1], P(T[p] € Res) = % et Vp € [I,n], T[p] ¢
Res »

Q. 3 Notons I et Res l’état des variables avant un tour de boucle; et, I et Res l’état des
variables aprés un tour de boucle.

— Pourk=1,0ona
1. Vp € [0,k — 1], P(T[p] € Res) = 1,
2. Vp € [k,n —1], T[p] & Res,
3. I <n.
— Supposons I, et Res vérifiant 'invariant et la condition de boucle. Alors, on a
1. Vp € [0, —1], P(T[p] € Res) = %,
2. Vp e [I,n—1], T[p] & Res,
3. I < n, la condition de boucle.
Soit j € [0,1I].Onal=1+1.
Cas 1 j < k, et donc Res(j) = T[I], et V£ # j, Res[] = Res[/].
Cas 2 j >k, et donc V¢, Res[(] = Res|[/].



1. Soit p € [0, I]. Montrons P(T'[p] ¢ Res) = % Sip < I, alors

P(T[p] € Res) = P(T[p] € ResN j # p)
I

X

~il I~
I~
_|_
—=

Si P = I, alors d’apres 2. T'[p] € Res, donc P(T'[p] € Res) = P(j < k) = ﬁkl



	Exercice 1 : Vérification d'égalité polynomiale
	Test de primalité probabiliste
	Résultats mathématiques
	Algorithme
	Implémentation

	Exercice 3 : Échantillonnage

