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1 Listes, listes, listes!

1. OnaVle 2, Q([],0) =4;Vl1,L € 2, Q(::(z, £1),£) = ::(z,Q({1,0)).

2. On fait une induction. Comme dans I’énoncé, on passe le ‘Q’ en infixe. Notons P, : “/ @
=0
Montrons P : on sait que [] @ [] = [] par définition de Q.
On suppose I est vraie pour une certaine liste £ € &£. Montrons que, Vz € IN, P..(, o
vrai. Soit z € IN.

(:(z,0) @[] Y (@, @][])

2 i(x, £).

3. Notons Py, : “Vla,l3 € £, ({1 Q £3) QL3 = {1 Q ({2 Q (3)”, ol £1 € £ est une liste.
Soient 49,03 € £ deux listes. On a, par définition de @, ([] @ £3) @Q ¢3 = ¢> Q {3 et
[]@ (b2 @ L3) = by @ L3.

Soit /1 € & une liste telle que Py, . Soient /2, /> € & deux listes. Soit z € IN. Montrons
que P(::(z,01)) :
(::(x,fl) Q 42) Q V3 = ::(z, 01 QL) Q13
=:(z, ({1 @ L) @ £3)

H
(z) ::(J},El Q (L2 @ 83))

=:u(z,01) Q (L2 @ 13).

4. Notons Py, : “Vlz € 2, rev({1 Q l2) = rev(f2) @ rev({y). Soit {2 € £.
On arev([] @ ¢y) = rev(ly) = rev(fz) Q rev([]).
On suppose Py, vraie pour une certaine liste /1 € &£. Soit € IN.
rev(:x,l1) Qly) = rev(::(z, {1 Q ¢2)

=rev({; Q{y) @ ::(z,[])
= (rev(f2) @rev(f1)) Q ::(x,[])
=rev({2) @ (rev({1) Q ::(z,[]))
= rev(ly) @ rev(::(z, (1))

5. Notons, pour toute liste £ € &£, P; : “rev(rev({)) = £7.
Montrons que P | est vraie : rev(rev([])) = rev([]) = [].
Soit une liste £ € £ telle que P soit vraie. Soit n € IN. Montrons que P, ¢ vraie :

rev(rev(::(z,0))) = rev(rev({) Q ::(z,[]))
rev(:(z,[]) Q::(z,f) QL

=[]Q:(z,[]) @
=u(z,[]) @’
= ::(z, ).

2 Ensembles définis inductivement

La correction est disponible sur cahier-de-prepa.



3 Arbres, Arbres, Arbres!

1. Onpose R = {\ { O, N}% } Ainsi, par induction nommée, on crée 'ensemble o des arbres.

2. On pose
h:d— NU{-1}
Vi— —1
N (=, f1, f2) — 1+ max (h(f1), h(f2))
et
t:d — IN
Vi—0

N(z, f1, f2) — 1+ t(f1) + t(f2)

. On rappelle les relations taille/hauteur (vues 'année derniére) :
h(a) + 1 < t(a) < 2D+ _ 1,

Soit, pour tout arbre a € d, P, la propriété ci-dessus. Montrons que P, est vraie pour
tout arbre a € o par induction.
Montrons que Py vraie:onah(V)+1=1-1=0,tV)=0et2"(V)+1 _1=1-1=0
dou h(V) +1 < (V) < 2R+ 1,
Supposons P, vraie et P; vraie pour deux arbres g,d € d. Soit z € IN. Montrons que
Py (z,g,q) st vraie :
h(N(z,g,d)) —1 =1+ max (h(g), h(d)) + 1

< max(t(g) — 1,6(d) — 1) + 2

< max (t(g),t(d)) + 1

<t(g) +t(d) +1

= t(A\'(z, g, d))

et
t(N(J},g, d)) =t(g) +t(d) +1
gh(g)+1 | oh(d)+1 _ 4
9 x gmax(ale) A(D)+1 _ |

(h(9)h(d)+2 _ ¢

(V)
B
o
a

NN IN N

Qh( N(z,g,d))+1 _ 1.

4. Je pense qu’il y a une erreur d’énoncé : les arbres crées sont de la forme

O

O

/\
A
)

ou [] représente un neeud. I1 ne sont pas de la forme “peigne.”



4 Ordre sur powerset

1.

3.

Soient A et B deux parties d'un ensemble ordonné (S,<). Si A = B, alors A < B et
donc A et B sont comparables. Si A # B, alors A A B # &, et donc A /A B admet un
plus petit élément m. Par définition de A\, on a m € A (et donc A = B) ou m € B (et
donc A < B). On en déduit que A et B sont comparables. La relation < est donc totale.

Ona
o X {2} 3 {1} £ {1,2} X {0} 2 {0,2} < {0,1} X {0,1,2}.

Non, lordre (p(5), <) n’est pas forcément bien fondé. Par exemple, on pose (5,<) =
(N, €). Toute partie non vide de IN admet bien un plus petit élément. Mais, la suite
(un)nenwy = ({n})nen est strictement décroissante : en effet, pour n € N, on a u, A
Up+1 = {n,n + 1} qui admet pour élément minimal n € A, d’ott upn = Un+1.

5 Ordres bien fondés en vrac

1.

Non, I'ensemble (IN,C) n’est pas un ensemble ordonné. En effet, en posant n = 4 et
m =38,onaViec N, 2% (mod 2) =0, et Vi € IN, 2ﬂl (mod 2) = 0. Ainsi, on an C m, et
m C n, mais comme n # m, la relation “C” n’est pas anti-symétrique, ce n’est donc pas
une relation d’ordre (et donc encore moins un ordre bien fondé).

Non, 'ensemble (X*, C) n’est pas un ensemble ordonné. En effet, en posant X = {a, b},
et u = aa et v = ab deux mots de X, on a |u| = |v| et donc u C v et v J v mais comme
u # v, la relation “C” n’est pas anti-symétrique, ce n’est donc pas une relation d’ordre

(et donc encore moins un ordre bien fondé).

. Oui, 'ensemble (X*, C) est un ensemble ordonné, et cet ordre est total. En effet, soit v,

v et w trois mots. On a bien u C u (avec ¢ = id[[o"u|,1]]). Egalement, siu Cvetv C u,
alors |u| = |v|, et par stricte croissance de ¢, on a bien v = v. Aussi, siu C vetv C w,
alors soit ¢ 'extractrice de la suite v de u, et soit ¢ I'extractrice de la suite w de v. Alors,
la fonction ¢ o ¢ est strictement croissante, et Vi € [|u| — 1], u; = vgi) = We(p(i)), et
donc v C w. Ainsi, la relation “C” est une relation d’ordre.

Montrons a présent que l'ordre est bien fondé. Soit L une partie non vide de X*. Soit
x € L.Sie € L,alors x J e.

Non, I'ensemble (p(FE), C) n’est pas un ensemble ordonné. En effet, on pose E = IN. Soit
A une partie finie de E. On sait que son plus grand élément existe, et on le note m. Par
définition du maximum, Vy € A, y < m. Et donc A Z A. La relation “C” n’est donc pas
une relation d’ordre (et donc encore moins un ordre bien fondé).

6 Définition inductive des mots et ordre préfixe

1.

2.

On pose X = {e}, et pour n € N,
Xn+1 :XnU(U{a-w\weXn}).
acX

Ainsi, on définit par induction 'ensemble des mots X*.
Soient u et v deux mots. Montrons u <1 v <= u <2 v.

“=—” Supposons u <1 v. Soit w € X* tel que v = uw. Par définition de <2, on a bien

€ <2 w. On décompose u en u = uj - uz - ... - uy - € (avec la définition de mot de
la question précédente). D’ou, toujours par définition de <2, on a u, - € <2 up - w,
PUiS Up—1 * Up - € X2 Un—1 - Uy - w. En itérant ce procédé, on obtient

v

P —
UL U2 e Up " EI2UL U2 ... Up " W.

u u

Et donc u <2 v.

Supposons & présent que u <2 v. On pose u = ujuUz ... Up, €6 V = VIV ... V.
Par définition de <2, on a uy - (u2...un) <2 u1 - (v2...vm). Puis, toujours par
définition de <2, 0na uy-uz-(u3...un) < ui-uz-(v3...v,). Enitérant ce procédé,
onau-e < u-(vp...vm).Onposew = vy, ...vm,etonabien v = uw. Dot v =1 w.



7 N

1. On définit par induction la fonction suivante

DN — N
(S(x),y) — &(z, S(y))
(0,z) —> z.

2. Soit (z,y) € ¥2.
— Si f(z) =0, alors ®(z,y) = y et donc f(D(z,y)) = f(y) = f(z) + f(y)-
— Si f(z) > 1, alors « = S(z) avec z € WN. Ainsi, &(z,y) = &(z,S8(y)). Or, f(z) =
f(xz) =1 < f(z). Et donc, par définition de @ puis par hypothése d’induction, on
a f(®(z,y) = f(&(2,8()) = f(2) + f(S(y)). On en déduit que f(S(z,y)) =
f@) =1+ f) +1=f(=)+ fy)-
Par induction, on a bien V(z,y) € #2, f(D(z,y)) = f(z) + f(y).

3. On définit par induction la fonction suivante
Q:N2 — W

(8(z),y) — & (v, ®(z,9))
(0,y) — 0.

4. Soit (z,y) € N2
— Si f(z) =0, alors ®(z,y) = 0, et donc f(R(z,y)) = 0= f(z) x f(y).
— Si f(z) > 1, alors x = S(z) avec z € V. Ainsi, par définition de ®, on a ®(z,y)
D(y, ®(z,y)). Or, par hypothese d’induction, f(®(z,y)) = f(z) x f(y) (car f(z
f(z)), et done f(®(z,y)) = f(y) + f(®(2,9)) = f(y) + f(2) x fy) = f(y) x (1
f(2) = f(y) x f(=).
Par induction, on a bien V(z,y) € #2, f(®(z,y)) = f(z) x f(y).

5. On définit par induction la fonction suivante

<
.

O N — N
0+— S(0)
S(z) — ®(S(a¢),@(z))

6. Soitz € N.
— Si f(z) =0, alors (O(z) = S(0) par définition, et donc f((D(z)) =1 =0! = f(z)!.
— Si f(z) > 1, alors z = S(z) avec z € V. Ainsi, par définition de (), on a (O(x)
®(z, O(2)), et donc, par hypothése de récurrence, f((D(z)) = f(z) x f(O(z))
}‘Em;'x (f(2)!). Or,comme f(z) = f(z)—1,onadonc f(D(x)) = f(z)x (f(z)—1)!
ap)i o
Par induction, on a bien Vz € N, f(D(z)) = f(z)!.

8 Résultats manquants du cours
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