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—1
ORDRES ET INDUCTION
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—1.1 Motivation

1 | let rec fact n =
2 if n = O then 1
3 else n * (fact (n-1));;

CopeE —1.1 — Calcul de factorielle

@E PROGRAMME calcule la factorielle d'un nombre ? En développant, 'expression de fact 3, on
&J a

(fact 3) =3 x (fact 2)
=3x(2x(1x1))

On en déduit que ce programme calcule la factorielle car ce développement s’arréte a un certain
point. Comment en étre str ? En effet, avec n = —1, on obtient une Stack Overflow Error;on
n’a plus de mémoire. Pour en étre sir, il faut définir un invariant.

A faire : Ajouter 28 exemple

Un autre exemple :

1 [let mystere2 n m =

2 let rec aux ¢ b =

g if ¢ = 0 and b = m then 0

4 else if ¢ = 0 then aux (b * m) (b + 1)
else 1 + aux (c - 1) b

—-3-



-1.2 Ordres et induction MPI*

6 in aux n 0;; I

Cope —1.2 — Un programme mystere (2)

Ce programme a beaucoup plus de variables : les variables augmentent dans certains cas,
puis diminuent... On peut représenter ’état des variables b et c dans une figure :

A faire : Figure a faire

Ficure —1.1 — Etat des variables b et ¢

On en conclut que ce programme calcule la valeur de

m? X (m—1)

n+m+2m+-~~+m2:n+ 2

Cherchons un variant. On peut penser & b — m mais il ne diminue pas a chaque étape. Nous
verrons quel est ce variant plus tard dans le chapitre.

Nouvel exemple : retourner une liste. Essayons de distinguer les différents cas possibles : si
la liste est vide, on la renvoie ; sinon, on extrait un élément x et on note le reste de la liste xs,
on retourne xs puis on concaténe a droite x. On peut donc écrire

let rec rev 1 =
match 1 with
I ->1

| x :: xs -> (rev xs) @ [x];;

s w o -

Cope —1.3 — Inverser une liste

Cependant, le @ est une opération lente en OCamL. En effet ce programme a une complexité
en 0(n?), ot1 n est la taille de la liste. Cette complexité est douteuse pour une opération aussi
simple. On peut également se demander si cette opération se termine. Cela parait tres simple :
la taille de la liste diminue mais nous n’avons pas le coté mathématique d’une liste. En effet,
qu’est ce qu’une liste et la taille de cette liste ? On doit formaliser I’explication de pourquoi cet
algorithme se termine.

Continuons avec un autre exemple :

let rec mystere3 m n =
if m = 0 then n + 1
else if n = 1 then mystere (n - 1) 1
else mystere (m - 1) (mystere m (n-1));;

[CR

)

Cope —1.4 — Un programme mystere (3)

Il s’agit de la fonction AcKERMANN. Sa complexité est trés importante mais ce n’est pas le sujet
de cette introduction. En effet, on a

AOJn =n+1
Am,o=An-1,1

Amn = Am—1,A,,, ..
Malgré ce que I'on peut penser, cette fonction se termine mais comment le prouver ?
A faire : Exemple arbres binaires

On en conclut que, avec les outils de 'année passée, il est difficile de prouver que ces algo-
rithmes se terminent rigoureusement.

—1.2 Ordre
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Définition (Elements minimaux) : Lorsque (E, <) est un espace ordonné, et A C E
(“inclut ou égal”) est une partie de F, on appelle élément minimal de A un élément z € A
tel que

YVyeAysex — y=ux.

ExeEmpLE :

La figure ci-dessous est un diagramme de Hassk : c’est un diagramme ou les points re-
présente les éléments de 'ensemble E et ou les segments représentent une comparaison
entre les deux éléments connectés : ’élément inférieur est représenté plus bas. Dans
Pexemple ci-dessous, les éléments minimaux de A sont les points b et f.

L)
e

Ficure —1.2 — Diagramme de Hasse

Définition (Ordre bien fondé) : Un ordre est bien fondé s’il n’existe pas de suite infi-
niment strictement croissante.

ExeEmPLE :
Our \ Non
(N, <) (%,%)
(R, <)

(R, <) (1/2m)
(E,C) (si E est fini) | (F,C) (en général)

TaBLe —1.1 — Exemples et non-exemples d’ordres bien fondés

Propriété : Une relation d'ordre < sur un ensemble E bien fondé si et seulement si
toute partie non vide de £ admet un élément minimal.

Preuve ¥ <= " Supposons que toute partie non vide de £ admet un élément minimal. Supposons, de plus,
qu'il existe une suite (z, ), cn infiniment strictement décroissante. Soit alors A = {u,, | n € IN}
qui admet un élément minimal ; soit ng son indice. Or, z,,,+1 < @5, ce qui est absurde.

“=—-7" Supposons que (E, <) est un ensemble bien fondé. Supposons également qu’il existe un sous-
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ensemble A de E non vide nadmettant pas d’élément minimal. Comme A est non vide, on pose
alors ¢ € A. Et, comme A n’admet pas d’élément minimal, donc il existe z € A tel que z <X xo.
Notons un tel z, 2. En itérant ce procédé, on crée la suite (z;);cn qui est infiniment strictement
décroissante ; ce qui est absurde.

O

Théoreme (Induction bien fondée) : Soit (E, <) un ensemble ordonné et bien fondé.
Soit P une propriété sur les éléments de £. Siz € F,onnote ES* = {y € E | y < «}. Si
Vz € E, (Vy € ES®, P(y)) => P(x), alors Vo € E, P(z).

REMARQUE :
Si (B, =) = (N, <), alors le théoréme précédent se traduit par :

sivn € N, (Vp <n, P(p)) = P(n), alors Vn € N, P(n).
Ce résultat correspond a la “récurrence forte.” Décomposons ce “v” : on extrait le cas ou

=20
si P(0) et Vn € N*, (Vp < n, P(p)) = P(n), alors Vn € IN, P(n).

On peut donc utiliser le principe de la récurrence pour tout ensemble ordonné bien fondé.

Preuve :
Soit A = {x € E | P(x) n'est pas vrai}.

Cas1l A = @, alors OK.

Cas2 A # @. Soit alors z € A un élément minimal de A (c.f. proposition d’avant). On a que Vy €
E, y X x, P(y) est vrai donc P(xz) est vrai par hypothese. Ce qui est absurde.

—1.2.1 Ordre produit

Définition : Soit (A, <4) et (B, <) deux ensembles ordonnés on définit alors <« sur
A x B par

Y(a,b), (', b') € Ax B, (a,b) <x (a,b") <% (a <4 o’ etb <5 V).

Propriété : <x est une relation d’ordre. O

La proposition précédente est facilement vérifiée comme <4 et <p sont, elles aussi, des
relations d’ordre.

REMARQUE (A\) :
Si <4 et < sont des ordres totaux, < x ne 'est pas forcément.

Propriété : Soient (A, <4) et (B, <p) bien fondés, alors (A x B, <x) l'est aussi.
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Preuve :
Supposons alors que (A X B, < x ) ne soit pas bien fondée. Nous avons donc une suite infiniment strictement
décroissante

(ao,bo) =x (a1,b1) =x (az,b2) =x +--
Onadoncag =4 a1 =4 as = ---.0r, (A, <4a) estbien fondée donc il existe ng € N tel que Vi > ng, a; =
an,.Onadonc Vi > ng, bi <p b;—1. Considérons (b;);>,, est infiniment strictement décroissante dans
(B, <B), ce qui est absurde. O

REMARQUE :
On a défini une relation “produit,” on peut se demander si ces résultats s’appliquent aussi
si la relation est “somme.” Ce n’est pas le cas : soit <4 définie comme

def,
(a,b) <+ (@/,b') €5 a<ad oub<pb.

On peut démontrer que ce n’est pas une relation d’ordre.

REMARQUE :
Si (A, < 4) est une relation d’ordre alors (A™, <« ) a les méme propriétés.

REMARQUE :
Sur AN, on définit (un)nen <x (vn)nen Si et seulement si

Vi, u; <A ;-
L’ensemble ordonné (AN, <) est il bien fondé? La réponse est non.

Voici un contre-exemple : on pose A = {0,1}.

Uz
. . . o -
1 . . . . . . . . R
Uo
[ ] [ ] [ ]
ofe ‘
0 1 "D '3 4 '5 '6 7 '8 9

Ficure —1.3 — Contre exemple : (AN, <) est il bien fondé?

On considere la suite Uy qui a pour tout n € IN la valeur de 1. Puis, on consideére la
suite Uy qui a, pour n = 0, la valeur de 0 puis pour les autres valeurs de n, la valeur de
1. Ensuite, on considere la suite Us qui, pour n = 0, 1, la valeur de 0 puis, pour les autres
valeurs de n, la valeur de 1. En itérant ce procédé, on crée une suite de suite (Up)nen
infiniment strictement décroissante :

Uo =x U1 =x Uz =x -+ .

On considére le programme suivant :
T 1
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let rec pgcd a b =
if a = b then a
else if a > b then pgcd (a-b) b
else pgcd a (b-a);;

A @ o e

CopeE —1.5 — Calcul du PGCD

Etudions ce programme. Ce programme se termine si et seulement sia = 0 etb = O ottsia > 0
et b > 0. Prouvons-le rigoureusement. On choisit comme variant (a, b) vivant dans 'ensemble
ordonné (IN* x IN*, <) ol <« est la relation d’ordre produit. A faire : Recopier une partie du
cours ici. On a donc bien une décroissance stricte de la valeur de I'expression (a,b) ) valeurs
dans un espace bien fondé. D’ou terminaison.

Démontrons maintenant la correction, c’est-a-dire, démontrons que
V(a,b) € N* x N*, (pgcda b) =a Ab.
Pour cela, on procede par induction sur ((lN*)Q, <x ) pour démontrer la proposition
P(a,b) = (pgecdab) = a Ab.
— Soit (a,b) = (1,1). On a
(pgcdab) = a=aAb.
(code)

— Soit (a,b) # (1,1) € (IN*)2 tel que pour tout (c,d) € (IN*)? tel que (c,d) <x (a,b) on
ait P(c, d). Montrons donc P(a, b).

— Sia=b:
(pgcdad) = a=aAb.

(code)
— Sia>b:
(pged a b) = (pged (a —b) b)
(code)
=(a—b)Ab
(hypothese)

=aAb.
(maths)

—1.2.2 Ordre lexicographique

Définition : Soit (A, <4) et (B,<p) deux ensembles ordonnés, on définit alors sur
A x B Tlordre
(a,b) <e (@',b') L5 (4 <4 a') ou (a = a’ et b <5 V).
EXEMPLE :
Dans (IN?, <« ), on cherche les éléments (z,y) € IN? tels que (z,y) <¢ (3,4) :
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’

*(3,4)

Ficure —1.4 — Ordre lexicographique sur IN?

Propriété : <, est une relation d’équivalence.

Preuve :
A faire

Propriété : Si <4 est totale et <, est totale alors <, est totale.

Preuve :
Soit (a,b) et (¢, d) € (A X B).

— Sia <4 ¢, alors (a,b) <¢ (¢, d).
— Sia=c¢,

— sib <p dalors (a,b) ¢ (c,d).

— sinon (b =5 d) alors (a,b) >, (c,d).
— sia >4 calors (¢, d) <¢ (a,b).

Propriété : Si(A,<4) et (B,<p) sont bien fondés, alors (A x B, <) 'est aussi.

Preuve 3
A rédiger.

REMARQUE :
On peut généraliser a un ensemble (A™, ;).

Par exemple, avec n = 3, on a

(a,b,¢) 5 (a', b, ) & a<pad ou(a=detb<pbou(a=da etb=">betc<cc).

Méme question quavec I'ordre produit, 'ensemble (AN, <) est-il bien fondé? De méme, la

_9_



-1.2 Ordres et induction MPI*

réponse est non, la méme suite de suite est un contre-exemple.

Uz

° ° ° o -

+ ° ° ° ° ° ° ° o/
1 ° ° ° ° . B
Up

° ° °
+eo °
Ol e

Ficure —1.5 — Contre exemple : (AN, 5,) est il bien fondé?

L'ordre lexicographique est, comme son nom l'indique, I'ordre utilisé dans le dictionnaire. La
seule différence est que 'on peut comparer des mots de longueurs différentes.

RapPEL :

Si A est un ensemble, alors A* = Un . A™, I'ensemble A* contient toutes les suites
finies d’éléments de A.

Par exemple, avec A = {0,1},on a

A* 2 {(),(1),(0),(0,1),(1,0),(1,1),(0,0), (1,1,0),(0,0,0),... }.

Définition : Si (A, <4) est un ensemble ordonné, on définit sur A* :

. 3 € [1, min(n,m) + 1],
(up)peing <¢ (Wp)peqr,m] = (Vi € [1,i—1], u; = v;)
et (i=n+1ouu; <4 v;).

Propriété : C’est une relation d’ordre. Elle est totale si < 4 est totale. O

Méme question avec cette nouvelle définition de I'ordre lexicographique, 'ensemble ((A* W< ‘)
est-il bien fondé ? De méme, la réponse est non. Voici un contre-exemple : on considére la suite

de suite Uy = (1), U1 = (0, 1), U2 = (0,0, 1). On crée une suite infiniment strictement décrois-
sante.

—10-—
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l/‘(z
i . Ui
Ug
[ ] [ ] [ ]
0. ‘
} } } }
0 1 2 3

Ficure —1.6 — Contre exemple : ((A*)N, <, ) est il bien fondé? (2)

let rec mystere3 m n =

if m = 0 then n + 1

else if n = 1 then mystere (n - 1) 1
else mystere (m - 1) (mystere m (n-1));;

s ow oo e

CopeE —1.6 — La fonction ACKERMANN

La fonction AckerMANN utilise 'ordre lexicographique ; dans ce cas ci, 'ensemble ordonné est
bien fondé. C’est comme cela que I'on a la terminaison de cette fonction.

Prenons un autre exemple :

let rec mystere n m p =
if m > 0 then 1 + mystere n (m - 1) p
else if m = 0 && n > O then 1 + mystere (n-1) p (p+1)
else 0

A w0 e

Cope —1.7 — Une fonction mysteére (5)

A faire :
— g’assurer de la terminaison (comme celle du PGCD)
— démontrer (par induction) que
1
Y(m,n,p) € N?, (mystere n m p) = % + pn + m.

Les preuves de correction et de terminaison sont basées sur la supposition qu'un entier en
OCamL est identique & un entier mathématique.

—1.3 Induction nommée

Définition (Reégle de Construction nommée) : On appelle régle de construction nommée
la donnée de

— un symbole S,
— un entier r € IN,

— un ensemble non vide C.

— 11—



-1.3 Ordres et induction MPI*

On écrira alors cette regle

s
s 8| ¥ ou encore “S(y,0,0,...,0) poury € C.”
C ———

T

REMARQUE :
On a parfois besoin d’'un ensemble C' trivial (de taille 1 et contenant un objet inutile), on

note alors la regle S T.

ExEmPLE :
Les symboles sont écrits en rouge afin de les différencier.

0
0| S
0 1
il i
0 2
4 S
Définition : — On appelle régle de base une regle de la forme S }OC

— On appelle régle d’induction une regle de la forme S |Z,

régle d’induction

_ =
Définition : KEtant donné un ensemble fini de régles R = B WU I avec B # &, on
regle de base

définit alors
Ty = {(s,a) ‘ S|t etac c}

puis, pour tout n € IN,

Xni1 :Xnu{(S,a,tl,tg,...,tr) a€C,t1 € Xn, t2 € Xn, ..., tr eXn}.

e e
C

On appelle alors Un €N X, 'ensemble défini par induction nommée a partir des regles
de R.

Remarque (Notation) :
On note un n-uplet ayant pour premier élément un symbole S puis n — 1 éléments
(a1,...,an—1). Aulieude (5, a1,...,an—1), on note S(ai,...,an—1).

EXEMPLE :
On pose

R= {A|]?\I,B|1,C%O’1}}.

A faire : A finir

—-12—
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REMARQUE :
Pour I'ensemble A défini par induction a partir de R = {0|0, S| ! }, on dira plutot

“Soit A I'ensemble défini par induction tel que 0 € AetVa € A, S(a) € A.”

Définition : Soit R un ensemble fini de regles et A 'ensemble défini par induction a
partir de ces régles. Sur A, on définit la relation binaire ¢ par

def.
T oy = y=5(..,z,...)avec S

o € &
On définit alors

def.
=<y £ dp e N, I(a,...,ap) € AP,z o a1 etar o azet...eta, o youz =y.

Définition (hauteur) : Soit R un ensemble fini de régles d’'induction nommée définis-
sant un ensemble A = Un o X,,. On définit alors

h:A— N
z+—min{n € N |z € X,}.

REMARQUE :
Siz € aq, il existe alors ng € IN tel que z € X,,, donc {n € N | z € X,,} # & donc le
minimum existe.

— 13—
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Ficure —1.7 — Structure des ensembles X1, ..., X,

Propriété : Siz ¢ y, alors h(z) < h(y).

Preuve :
Soit z ¢ y. Alors, y € A. Soit ng = h(y) # 0,onadoncy € X, .
— Siy € X,,_1 ce qui est absurde par définition de h.
— Siye {S(a‘fl‘ et ‘ S|7, € Retae Cetts € Xpy_1et...ett, € Xn, 1}, Or, soit io
tel que = t;, donc z € X,,,_1 et donc h(z) < no — 1.

m|
Corollaire : Sin <y, alors h(z) = h(y) <= z=yeth(z) < h(y) <= =z <.
Corollaire : La relation < est antisymétrique.

REMARQUE :
La relation < est trivialement transitive et reflective. Elle est donc d’ordre.

EXEMPLE :
On prend R = {A}O, B|0} et Xo = {A, B}, X1 = Xy, ... Lensemble S défini par

—14 —
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induction sur R est {A, B}. On en déduit que < n’est pas totale.

ExeEmPLE :
Onprend R = {0|0, s{l},xo = {0}, X1 = {0, S(0)} (ona0 < S(0)), Xz = {0, S(0), S(S(O))}
(ona 0 < S(0) < S(5(0))). L'ensemble obtenu est

Ficure —1.8 — Ensemble obtenu avec les regles S et 0

EXEMPLE :
On pose R = {::ﬁW []}0} et Xo = {[1} X1 = {00, 1), [ 1,::(1, [ ], ::(2, [}, et Xo =
{[], =(0,[]), :(1,::(0,[]))}. Lensemble obtenu est

(0, [1) =(1, D)
88(©@; 2@, 1)) 38(@, 883, 1)) 2a((1L, 8@, [1D)) 88y sy 1))

Ficure —1.9 — Ensemble obtenu avec les regles :: et [ |

Propriété : La relation < est bien fondée.

Preuve :
Soit (z,)nen une suite telle que 2o > x1 > x2 > - > z,, > - - - alors
h(zo) > h(z1) > -+ > h(xp) > ---.
€(N,<)
Or, (NN, <) est bien fondé, c’est donc absurde. O

— 15—
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REMARQUE :
On peut faire des preuves par induction bien fondée.

ExemprLe :  — Soit 'ensemble trivial défini par {A}O, B|0 }, le théoréme est trivial.
— Soit N défini par N = {()}0, S|1 } Le théoreme donne :

si P(0) vraiet Vn € IN, (Vp € N, p < n—1, P(S(S(---(S(0)---)))) = P(S(S(--- E
p n

alors
Vn € N, P(S(S(---(S(0)---))))-
———

n

— Soit & défini par £ = {[ ]}0, ::m}. Si P([]), et V£ € £,Vn € N,P({) —
P(::(n,0)) alors V¢ € 2, P(¢).

Propriété : Etant donné,
— un ensemble A défini par induction a partir d'un ensemble de régles nommé R,
— un ensemble T,
— une fonction f7 : C' x I" — I pour chaque regle 7' = S{g ER,

on défini de maniére unique une fonction f : A — I telle que, pour toutz = S(a,t1,...,tr) &
A, soit T = S|7, € Ralors f(z) = fr(a, f(t1),. .., f(tr)).

ExEMPLE :
Sur & défini par { []{0, ::};\I }, on choisit T = IN et
—~—

Ry Ro

cInutile x N0
—~~

fR1 : (—7—) — 0
fRz : (\t/ﬂ') e 2
N

On définit alors la fonction

[ —N

i(ar, (ag, o i(an, []) 1) — Zai.
i=1

—16 —
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—1.4 Synthese du chapitre

ORDRE

Ordre bien fondé

Un ordre est bien fondé s’il n’existe pas
de suite infiniment strictement décrois-
sante, i.e. toute partie non vide de E ad-
met un élément minimal.

Ordre produit

On définit l'ordre produit < » de (A,<4)
et (B,<p) comme

Le théoreme de I'induction bien fondée
nous autorise a faire une récurrence
forte sur un ensemble ayant un ordre
bien fondé.

INDUCTION NOMMEE

def, e Y
a,b) <x (/b)) =a<sad etb<pl.
(a,8) <x ( ) A P Une régle de construction nommée est de
Cet ordre préserve le caractére bien la forme
fondé de < 4 et <, mais pas le caractere E r S(s.0 -
1 A P> ou sy ey
total de la relation. On etgnd cet ordre & c Y )
I'ensemble (A™,<x), en itérant l'ordre T
produit. . s
¢ ) ou S est un symbole, r € IN est l'arité
de S, et C est un ensemble non vide. On
omettra parfois I'ensemble C' s1l est tri-
Ordre lexicographique vial (le de taille 1) Une régle de base
est de la forme S|g ; une régle d’induc-
On définit Pordre lexicographique <, de tion est de la forme S IZ
(A,<4) et (B,<p) comme - J
def. (a =A a/)
(a,b) ¢ (a’,b) <> |ou
(a=ad etbxp ).
Cet ordre conserve le caractére bien
fondé de <4 et <p, ainsi que le carac- ( o h
tere total. On peut également étendre On définit la hauteur h comme
cet ordre & un ensemble (A", <,). On
étend également cet ordre & ’'ensemble h: U Xn — N
(A*, <¢) comme neN
i N 2K Jro
) 3 e [1,n +1], z+—— min{n € N |z € X, }
;é = ;é — (W <, uj =u;) et On définit la relation < bien fondée telle
A" gntm (i=mn+1louu; <4 vi). que = < y si x est défini & partir de y. Si
N J z < y, alors h(z) < h(y).
\ J
N
Un ensemble UnelN X, est dit défint par induction nommée a partir des regles R, si
Xo = {S(a) | Sg €R,acC} et
Xnt1=XnU{S(a,t1,...,t) | SG € R, a € C,(t1,...,tr) € (Xn)"}.
J

—17 -
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0.1 Motivation

@ONSIDERONS la grille de Sudoku 2 x 2 ci-dessous.

3 2

4 1

Ficure 0.1 — Grille de Sudoku 2 x 2

On modélise ce probleme : on considére P; ;; une variable booléenne, c’est a dire un
élément de {V, F'}, définie telle que

Pk “m(i,j) = k” avec (i, j, k) € [1,4]3 ..

—19-—
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On peut définir des contraintes logiques (des expressions logiques) pour résoudre le Sudoku.
Les opérateurs ci-dessous seront définis plus tard.
Pri3
APy
ANP2oy
ANP23

APia1— (mPi22A—-P123A-P124)

Pour résoudre le Sudoku, on peut essayer chaque cas possible. Mais, ces possibilités sont tres
nombreuses.

En mathématiques, on utilise une certaine logique. Il en existe d’autre, certaines ou tout est
vrai, certaines ou il est plus facile de montrer des théorémes, etc. On va définir une logique
ayant le moins d’opérateurs possibles.

0.2 Syntaxe

Définition : On suppose donné un ensemble & de variables propositionnelles.

Définition : On définit alors 'ensemble des formules de la logique propositionnelle
par induction nommée avec les regles :

— % — =% — 1%
— A% — o)
—\/2; —TO; —Vg,.

On nomme I’ensemble des formules %.

EXEMPLE :

VA= (V(P), T(), (L)), V(= (T, T()), V(7).
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Ficure 0.2 — Arbre syntaxique d’une expression logique

Pour simplifier la syntaxe, on écrit plutot

(p=THA=L)V((T+ T)vr).

Définition (taille d’'une formule) : On définit, par induction, la taille notée “taille”
comme

taille : & — IN
peEP—1
Tr—1
1l—1
-G — 1 + taille(GQ)
G — H —— 1+ taille(G) + taille(H)
G <+ H — 1 + taille(G) + taille(H)
G A H — 1+ taille(G) + taille(H)
GV H — 1+ taille(G) + taille(H).

Définition (Ensemble des variables propositionnelles) : On définit inductivement

vars : F — p(P) U

p € P — {p}
T, Ll+—o
=G — vars(G)
G ® H — vars(G) U vars(H)

ou ® correspond a U, N, — ou <.

Définition : On appelle substitution une fonction de % dans F qui est I'identité partout

1. Le p(E) représente ici 'ensemble des parties de E.
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sauf sur un ensemble fini de variables. On la note alors
(p1 — Hi, p2 — Ha,...,pn — Hy)
qui est la substitution

P —F

- H; sip=p;
P sinon.

EXEMPLE :
La fonction
o=(p—=pVegr—=pAT)

est une substitution. On a o(p) = pV q, o(r) = pA T, o(q) = q et, pour toute autre
variable logique a, o(a) = a.

Définition (Application d’une substitution & une formule) : Etant donné une formule
G € F et une substitution o, on définit inductivement G[o] par

Tlo]=T
dlo] =L
plo] = o(p)

(=G)[o] = =(Glo])
(G H)lo] = (G[s]) © H[o]

ou ® correspond a U, N, — ou <.

EXEMPLE :
AvecG =pA(qVT)eto=(p—p,g—7rAT),ona

Glo]l=qA((rAT)VL).

Définition : On appelle parfois clés d'une substitution de o, 'ensemble des variables
propositionnelles sur lequel elle n’est pas l'identité.

Définition : On définit la composée de deux substitutions o et o’ par
o0 P —F

p— (plol)o]-

ExEmPLE :
Aveco = (p—q)eto=(g—r),ona

o o=(prr,qg—r).
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En effet,
r siz=p
o o(@)={r siz=gq
z  sinon.
EXEMPLE :

Aveco = (pr—>qAT),0' =(¢g— L, 7+ p),ona

LAT siz=p

1 siz =

o o(z) = . !
p silx=r
T sinon

=p—LAT, g~ L, r—p).

REMARQUE :
L'opération - est associative.

Propriété : Soient o et o’ deux substitutions, on a, pour toute formule H € %,

(H[o))[o'] = H[o" - 7).

Preuve :
Notons P la propriété “(Glo)D[o’] = Glo’ - a]”
Montrons que, pour toute formule G € &, Pg est vraie par induction :
— (Tlo])lo"] = T = Tlo"]
— (plol)le] = plo” - o]
— a faire a la maison : le cas — et un cas A.

Définition : On appelle relation sous-formule, la relation ¢ définie dans la section 3
du chapitre —1.

0.3 Sémantique

0.3.1 Algebre de BooLE

Définition : On note B = {V, F'} l'ensemble des booléens.

Définition : Sur B, on définit les opérateurs
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TaBLe 0.2 — Opération + sur les booléens

< M| e
N <| s

TasLe 0.3 — Opération [ sur les booléens

REMARQUE :
Nom . +
Commutativité a-b="b-a atb=b+a
Neutre V-a=a F+a=a
Absorbant F.a=F V.a=V
Associativité (a-b)-c=a-(b-c) a+(b+c)=(a+b)+c
Idempotence a-a=a at+a=a
Distributivité a-(b+c)=a-bt+a-c | a+(b-c)=(a+b): (a+c)
Complémentaire a-a=F at+a=V
Morcan a-b=a+b at+b=a-b

TasLe 0.4 — Regles dans B

0.3.2 Fonctions booléennes

Définition (Environnement propositionnel) : On appelle environnement proposition-
nel une fonction de % dans B.

Définition : On appelle fonction booléenne une fonction de B? dans B. On note I'en-
semble des fonctions booléennes IF.

REMARQUE :
Si |2| = n, alors |[B?| = 2" et donc |F| = 22".
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EXEMPLE :
La fonction
(p— F,q— F)— F
| p—F,q— V)=V
i (p—V,q—F)—V
p—V,qg— V)=V

el

est une fonction booléenne.

0.3.3 Interprétation d’une formule comme une fonction booléenne

Définition (Interprétation) : Etant donné une formule G € F et un environnement
propositionnel p € B?, on définit I'interprétation de G dans I'environnement p par

— [Mrr=v;

— [L]? =F;

— [p]” = p(p) o p € P;
— [-G]” =[G]’;

— [G A H]P = [G]° - [H];
— [G v H]? = [G]* + [H]*;
— [G¢ - HI? = [G]° + [H]*;
— [G + H]? = ([GT? + [H]?) - (TH]” + [G1°).

EXEMPLE :
Avecp=(p—V,q—~ F),et G=(pAT)V(gAL),ona
[GIP =[(eAT)V(anL)]”
=[pAT]? +[gAL]?
= [pl” - [T1° + [q]” - [L]?
=p(p) -V +p(q) - F
=V+F
=V.

Définition (Fonction booléenne associée 4 une formule) : Etant donné une formule G,
on note

F>[G]:B” — B
p— [G]”.

EXEMPLE :
La fonction booléenne associée a p V q est

(p— F,q— F)— F

| = F,q— V)=V
f: (p—V,qg—F)—V
p—V,qg—V)=>V

eF.
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La fonction booléenne associée a p VV (¢ A T) est aussi f; tout comme (pV L)V (g A T).

0.3.4 Liens sémantiques

Définition : On dit que G et H sont équivalents si et seulement si [G] = [H]. On note
alors G = H.

Définition (Conséquence sémantique) : On dit que H est conséquence sémantique de
G des lors que
vpeB?, ([G]" =V) = ([H]” =V).

On le note G = H.

Propriété : Ona
G=H < (GEHetHEQG).

Preuve ¥ = > On suppose G = H. Soit p € B”. On suppose [G]? = V alors [H]* = V car [G] =
[H]. On suppose maintenant [H[? = V, et alors [G]” = V car [G] = [H].

“<=" Onsuppose G |= Het H = G. Soit p € B”. On suppose [G]? = V alors [H]* = V car
H |= H et donc [G] = [H]. On suppose maintenant [H[|* = V alors [G]” = V car G |= H.
Par contraposée, si [G]]” = F, alors [H]” = F.On en déduit que [G] = [H].

REMARQUE :
= n’est pas une relation d’ordre.

REMARQUE :
La relation = est une relation d’équivalence. De plus, si G = G’ et H = H’, alors

— GANH=G'ANH'; — G H=G - H; — -G =G
— GVH=G' Vv H; — G H=G < H;

Une telle relation est parfois appelée une congruence.

Définition : On dit d’'une formule H € F qu’elle est
— valide ou tautologique dés lors que Vp € B”, [H]” = V;
— satisfiable dés lors qu’il existe p € B?, [H]? = V;
— insatisfiable dés lors qu’il n’est pas satisfiable.
On dit de p € B? tel que [H]” = V que p est un modéle de H.

ExempLE : — pV —p est une tautologie. En effet, soit p € 37, on a

[pV—pl” = [p]” + [p]” = V.
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— p est satisfiable mais non valide. En effet,
[[pﬂ(pHV) -V et [[p]](pHF) — F.
— p A —p est insatisfiable. En effet, soit p € B?, on a

[p A -pl” = [p)* - [P’ = F.

Définition : Si I" est un ensemble de formules, on écrit I" = H pour dire que

VYpeB?, (VG €T, [G]P =V) = [H]? =V.

REMARQUE :
Si I" est fini, alors on a

rEH < (/\G)|:H.

Gero’

On doit faire la preuve, pour n > 1,

{Gl,Gz,...,Gn}':H < (~~-((G1/\G2)/\G3)~-~/\Gn) ):H

0.4 Le probleme SAT - Le probleme Validité

On définit le probléeme SaT comme ayant pour donnée une formule H et pour question “H
est-elle satisfiable?” et le probleme Valide comme ayant pour donnée une formule H et pour
question “H est-elle valide?”

0.4.1 Résolution par tables de vérité

(=

—bV e (a/\b)—)(ﬁbVﬂc)

N

SRR RIS
SHR<S<HNSe
SHmNR<AEN <>
< <mR < <AL

e IV S e I VI N IS

S <mAE<<AAEd

S<<wm<<<
SS<SS<< <M+

TaBLe 0.5 — Table de vérité de (a A b) — (=bV —c)

EXEMPLE :

Le probleme Sar lit la colonne résultat, on cherche un V. Le probleme Valide lit la colonne
résultat et vérifie qu’il n’y a que des V.
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REMARQUE :
Deux formules sont équivalent si et seulement si elles ont la méme colonne résultat.

On essaie d’énumérer toutes les possibilités : si || = n € IN, alors le nombre de classes
d’équivalences pour = est au plus 22" . On cherche donc un meilleur algorithme.

0.5 Représentation des fonction booléennes

0.5.1 Par des formules?

<

DY I I T
SIS IS S T IS I

S<<S<HRTN oS
S<HRS<TN R

TaBLe 0.6 — Table de vérité d’'une formule inconnue

On regarde les cas ot la sortie est V' et on crée une formule permettant de tester cette combi-
naison de p, g et » uniquement. On unie toutes ces formules par des V. Dans I'exemple ci-dessus,
on obtient

(=P A=g A=r)V (=pA=g AT)V (PA=gA=T) V(P AGA-T).

Théoreme : Soit f : B — B une fonction booléenne avec & fini. Il existe une formule
H € 7 telle que [H] = f.

Avant de prouver ce théoréme, on démontre d’abord les deux lemme suivants et on définit
lit,.

Définition : Soit p € B?. On définit

. P sip(p) = V;
lit (p) = {—\p sino(n)

Lemme : ,
VpeB?, 3G € F, (Vo' € B, [G]” =V <= p=/)).

On prouve ce lemme :

Preuve :
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P est fini. Notons donc % = {p1, ..., p, } ses variables. Soit alors p € B?, on définit

n
H, = /\ lit, (pi)-
i=1

Montrons que [H,]” =V <= p=p’.Soit p’ € B?.
— Sip=p,alors

[H,]7 = ﬂ/\mp(pi)]] 4

= o [lit,(p:)]"

i=1

V ; sinon si p(p;) = F, alors p’(p;) = F, or, lit,(p;) = —p; et donc
ity (p)]” = [=p:l” = [p:]” = p'(pi) =F = V.
et comme ceci étant vrai pour tout i € [1,n], on a

o [lit,(p:)]” = V.

=1

lit, (pi) = =pi et [lit,(p:)]” = [-pi]” = [p:]” =V = F.
On en déduit donc que

[H,]” = o [it,(p))]” =F
j=1

car il existe i € [1,n] tel que [lit,(p:)]” = F.

On peut donc maintenant prouver le théoréeme :

Lemme : Considérons alors la formule

H= \/ H,.

peB?
fp)=V

Ona [H] = f.

Preuve : — Soit p € B” tel que f(p) V/, on a donc

H”H”*( \/ 1/,,“”.

H, apparait donc dans cette disjonction. Or, [H,]] = V et donc [H]” = V.

—-929

Soiti € [1,n]. Sip(p:) = V alors p’ (p;) = V, or, lit,(p;) = pi et done [lit, (p:)]* = [p:]” =

— Sinon (p # p’), soit donc p; € P tel que p(p;) # p’(pi). Si p(p;) = V alors p’(p;) = F et
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Si f(p) = F, alors on a vu que Vp' tel que f(p’) = V, alors p’ # p et donc [H, ] = F et donc
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Finalement [H] = f.

Le théoreme est prouvé directement a ’'aide des deux lemmes précédents.

On connait donc la réponse a la question du nom de ce paragraphe, a savoir “peut-on repré-
senter les fonctions booléennes par des formules ?” Oui.

0.5.2 Par des formules sous formes normales ?

Définition : On dit d’'une formule de la forme
— pou —p avec p € P, que c’est un littéral ;
— /\?:1 ¢; ou les ¢; sont des littéraux que c’est une clause conjonctive;;
— \/?:1 £; ou les ¢; sont des littéraux que c’est une clause disjonctive ;
— /\TL D; oules D; qui sont des clauses disjonctives est appelée une forme normale
i=1 A
conjonctive ;

n N . o o .
— \/i:1 C; ou les C; qui sont des clauses conjonctives est appelée une forme normale
disjonctive.

REMARQUE :
On prend, comme convention, que /\?:1 G, =Tet \/?:1 G;= L.

EXEMPLE :
clause conjonctive  clause conjonctive

Laformule (pA-q) V (rAp) est donc une clause normale disjonctive.

REMARQUE :
On écrit FmMD pour une forme normale disjonctive et FNc pour une forme normale conjonc-
tive.

ExEMPLE :
La formule p A g A —r est une clause conjonctive donc une FNc mais c’est aussi une FND.

ExXEMPLE :
La formule T est une clause conjonctive de taille 0, donc c’est une ¥np. Mais, c’est aussi
une clause conjonctive de taille 0, donc c’est une Fnc. De méme, la formule | est une rFnc
et une FND.

Théoréeme : Toute formule est équivalente a une formule sous FND et & une formule
SOus FNC.

Preuve :

Soit G € F une formule. Soit [G] la fonction booléenne associée a G. Alors, par le théoreme précédent, il
existe une formule H telle que [H] = [G] (i.e. H = G) avec H construit dans la preuve précédente sous
forme normale disjonctive. O
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ExeEmPLE :
La formule G = p A (—q V p) a pour table de vérité la table suivante.

TaBLe 0.7 — Table de vérité de p A (—g V p)

La forme normale disjonctive équivalente & G est (p A =q) V (p A q).

Nous n’avons pas encore prouvé la deuxieéme partie du théoréeme mais, on essaie de trouver
une formule sous FNC :

EXEMPLE :
On reprend 'exemple de la table de vérité d'une fonction inconnue.

3
<~

IR I e T
SE<FmR S <N S

SSS<HRTN oS
S<HgS<TE R
e I I Il

TaBLe 0.8 — Table de vérité d’'une formule inconnue (2)

On analyse la formule f au lieu de f. Grace a la premiere partie du théoreme (et de la
méthode pour générer cette FnD), on a

F=(EpA=gAT)V(=pAGA-T)V (DA=gAT)V (DAGAT).
Et, a 'aide des lois de DE Moracan, on a
f=®@VaVv-r)AV=gVr)A(=pVqV-r)A(=pV gV ),
ce qui est une FNc.

A Taide de cet algorithme, on prouve facilement la 229¢ partie du théoréme.

REMARQUE :
Il est en fait possible de transformer une formule en FND en appliquant les regles sui-
vantes a toutes les sous-formules jusqu’a obtention d’un point fixe.

— ——H ~ H; —(G\/H)/\IW(G/\[)V(H/\I);
— (GANH)~ GV H;
— ~(GVH)~GAH; — IA(GVH)~(IAG)VIAH);
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— HAT ~ H; — =T ~ 1 — TVH~~T,;
— TAH~ H; — L AH~1; — HVT ~T.
— HV .1~ H; — HANL~~ 1,

— LVH~ H,; — Ll ~T;

Propriété : Soitn > 2 et Hy, la formule H, = (a1 Vb1) A (a2 Vb2) A--- A (an V brn)
avec 9, = {a1,b1,a2,b2,...,an,by}. Alors, par application de l'algorithme précédent

on obtient
n
Vo (AT
b; sinon ’

Pep([1,n]) =1

A faire :

Preuve (par récurrence) :

REMARQUE :
Qu’en est-il du probleme Sar? Le probléme est-il simplifié pour les FnD ou les Fnc ?

Oui, pour les FnD, le probleme se simplifie. On considére, par exemple, la formule

(511 VAP /\---/\el’nl)
\Y% (£21 Adlog N\ -+ /\fg,nz)

Vo B Al lmong,)-

On procede en suivant algorithme suivant : (A faire : Mettre I’algorithme a part) Pour i
fixé, je lis la ligne 4, puis je fabrique un environnement p.

Par exemple, pour (p A=g AT A=p)V (AT A—=q)V (pAT),onap=(p+— V,r— V).

On en conclut que Sar peut étre résolu en temps linéaire dans le cas d’'une forme nor-
male disjonctive. Le probleme est de construire cette FnD.

REMARQUE :
Apres s'étre intéressé au probléme Sar, on s’intéresse au probleme Valide.

Par exemple, on considere la formule (p VgV —rV -p)A (pV -rVpVr)A(gVr).On
peut construire p = (¢ — F,r — F) est tel que [H]” = F.

Si on ne peut pas construire un tel environnement propositionnel, la formule vérifie le
probleme Valide.

On en conclut que Valide peut étre résolu en temps linéaire dans le cas d’'une forme
normale conjonctive. Le probleme est de construire cette Fnc.

0.6 Algorithme de QUINE

L'objectif de cet algorithme est de résoudre le probléeme Sar. On commence par poser quelques
lemmes, puis on donne 'algorithme.
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REMARQUE :
Une forme normale peut étre vue comme un ensemble d’ensembles de littéraux (c’est la
représentation que nous allons utiliser en OCamL).

ExEMPLE :

L'ensemble {{p, q}, {p,r}, 2 }, a pour for- L’ensemble @ a pour formule sous Fnc as-
mule sous FNc associée (pV—q)A(gVr)A L. sociée T.

L'ensemble {{p,—q},{q,7},2} a pour L’ensemble & a pour formule sous FND as-
formule sous FND associée (p A =q) V (¢ A sociée L.
r)VvT.

Lemme : Pour toute formule H, pour tout variable propositionnelle p et pour tout
environnement propositionnel p, tel que p(p) = V, alors

[#1p - T1]” = 1117

Preuve (par induction sur les formules) : — Si H = p,avec p € P, alors
H[f[[) — T]ﬂ” =[T]* =V = [H]".

— SiH =T,alors Hlp+— T] = H.
— SiH = —H, tel que HUl [p T]ﬂ " = [H.]?, alors,
[[]][p s T]ﬂ” _ [Hm [~ T])ﬂ”
M~ .  _T°
- HHI lp— T]ﬂ
= [H.]”
= [-H:1]”
= [H]”.
— Si H = H; N Hy avec Hy et Ho vérifiant I’hypothése d’induction, alors

P

[H[p — T]H/y = [[(Hl [p— T]) A (Hz[p — T])H

P

= [[HI [p— TH
= [H.]? - [H:]”
= [Hy A H3]".

[[Hg[p s T]ﬂ"

REMARQUE :
Le résultat reste vrai en remplacant V par F et T par L.

Lemme : Pour toute formule H, et pour toute variable propositionnelle p, H est satis-
fiable si, et seulement si H[p — T] est satisfiable ou H[p — L] est satisfiable.
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Preuve ¥ =" Soit H € ¥ une formule satisfiable. Il existe donc un environnement propositionnel p
défini sur vars(H) tel que [H[” = V.

— Sip(p) =V, alors [[H[p — T]ﬂ Y= V, d’apres le lemme précédent. Donc, H[p — T] est
satisfiable.

— Sinon, p(p) = F et donc, d’apres le lemme précédent, [[H[p — L]ﬂ ? = V. La formule
H[p — L] est satisfiable.

“<«<=7” Supposons H[p — T] satisfiable. Il existe donc un environnement propositionnel ; défini sur
vars(H[p — T]) tel que [H[p — T]|]* = V. Or, vars(H[p — T]) = vars(H) \ {p}. On peut
donc étendre p en

p:vars(H) — B
oo [p@) siz#p
\% sinon.
Ainsi, [H]* = [H[p — T|]? = [H]” car p & vars(H[p — T)).
O
Lemme : Une formule sans variables est
— satisfiable si et seulement si elle est équivalente a T ;
— insatisfiable si et seulement si elle est équivalente a | ;
Preuve :

Soit H une telle formule.

Si H est satisfiable, il existe un environnement propositionnel p € B? tel que [H]” =

H=T <= VpeB?

= 1m0 = 710

conclut que H = T. De méme si H est insatisfiable.

» [H]? = [T]°

type formule
Bot

Top |
Var
Not
And
Or
Imply
Equiv

of
of
of
of
of
of

string
formule
formule *
formule *
formule *
formule =*

let substitution (f: fo
(code déja fait en Tp)

exception Found of string (* arret de la boucle x)

let get_var (f: formule
let rec aux (f: formu
match f with

Imply (f1, £2)

| Top | Bot ->
| Var (y) ->
| Not(f1) ->
| And(f1, £2)

| Or(f1, £2)

|

|

in try

aux f;
None

with

Found (

y)

Equiv(f1, f2) ->

-> Some (y)

let rec test_equiv (f:
match f with
-> None

Var (_)

formule
formule
formule
formule

rmule) (x: string) (g:

): string option =
le): unit =

O
raise (Found (y))
aux f1

(aux f1; aux £2)

formule): bool option
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33 | Top -> Some (true)
34 | Bot -> Some(false)
35 | Not(h) ->
36 begin
37 match test_equiv h with
38 | None -> None
39 | Some(b) -> Some(not b)
10 end
4 | And(hl, h2) ->
42 begin
43 match test_equiv hl, test_equiv h2 with
44 | Some(false), _ | _, Some(false) -> Some(false)
5 | Some(true), Some(true) -> Some (true)
16 | _ -> None
47 end
48 | Or(hi, h2) ->
49 begin
50 match test_equiv hl, test_equiv h2 with
51 | Some(true), _ | _, Some(true) -> Some(true)
52 | Some(false), Some(false) -> Some (true)
53 | _ -> None
54 end
55 | Imply(hl, h2) ->
56 begin
57 match test_equiv hl, test_equiv h2 with
58 | Some(false),
59 | Some(true), Some(true) -> Some (true)
60 | Some(true), Some(false) -> Some (false)
61 | _ -> None
62 end
63 | Equiv(h1l, h2) ->
64 begin
65 match test_equiv hl, test_equiv h2 with
66 | Some(true), Some(true)
67 | Some(false), Some(false) -> Some (true)
68 | Some(true), Some(false)
69 | Some(false), Some(true) -> Some (false)
70 | _ -> None
end
let rec quine (f: formule): bool =
74 match get_var f, test_equiv f with
75 | _, Some(b) -> b
76 | None, _ -> failswith "casgimpossible"
7 | Some(p), None -> 7

Cope 0.1 — Algorithme de QUINE version zéro

REMARQUE :

Dans la suite, on s’intéresse aux formules sous forme cnr. Une cNF (ou méme une DNF)
peut étre représentée au moyen d’'un ensemble d’ensemble de littéraux. Ces ensembles

sont finis. Par exemple, la formule (p V —¢q) A (r V p V p) est représenté par

{{p,—a}, {r,n}}.

Algorithme 0.1 Algorithme Assume

Entrée G une cnF, p une variable propositionnelle, et b € IB.
Sortie Une cnF équivalente a G[p — b].
1: Soit £y le littéral p si b = V, —p sinon.
2: Soit £ le littéral —p si b = V, p sinon.
3: pour C € G faire

3 si/y € C alors
| On retire C de G.
sinon
L si/r € C alors

| On retire ¢ de C.

0 3 O Ok
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On peut donc donner l'algorithme de QuUINE final :

Algorithme 0.2 Algorithme de QUINE

Entrée Une cNr G

1: si G = @ alors

2: | retourner Our

3: sinon

4 si @ € G alors

5: | retourner Nox

6: | sinon si 3{¢} € G alors

i si ¢ = p, avec p € vars(G) alors

8 | Quine(Assume(G,p,V))

9: sinon si £ = —p, avec p € vars(G) alors
10: | Quine(Assume(G, p, F))

11: sinon

12: p < h(G)

13: L On essaie QUINE(Assume(G,p, V)
14: | On essaie QUINE(Assume(G, p, F))
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0.7 Synthese du chapitre

ForMULES

On définit 'ensemble des formules & par
induction nommé avec les régles

— % — o
— A% — T
— v[% — A%
— =% — Vlg

~

Un environnement propositionnel est
une fonction de % dans B. Une fonction
booléenne est une fonction de B” dans
BB. L'ensemble I est ’ensemble des fonc-
tions booléennes.

On définit inductivement taille(F'), pour
F € 7, la taille de cette formule, i.e. le
nombre d’opérateurs dans cette formule.
On définit également 'ensemble des va-
riables vars(F') d’'une formule F € #F.

On définit inductivement l'interprétation
d’'une formule FF € % dans un envi-
ronment p. On note ce booléen [F]*.
On note également [F] l'application
p— [F]*.

LIENS SEMANTIQUES

-

Une substitution est une fonction de %
dans %, ou elle est l'identité partout,
sauf en nombre fini de variables, alors
nommés clés de cette substitution. On
note F'[o] l'application d’une substitu-
tion o a une formule F' € %. On définit
la composée de deux substitutions o - o/,
comme o - o’ : p — (p[o])[o’], cela ne
correspond pas a la définition mathéma-
tique d’'une composition de fonctions.

J
~
.
-
J
~

On note G = H si, et seulement si [G] =
[H]. On note G = H des lors que, pour
p € B?, si [G]? = V, alors [H]? = V.
On étend cette définition pour un en-
semble I" de formules G. On a G = H
si, et seulement si G |= H et H |= G.

FONCTIONS BOOLEENNES

&

Une formule valide ou tautologique est
une formule dont l'interprétation vaut
toujours V, peu importe l’environne-
ment propositionnel. Une formule satis-
fiable est une formule dont l'interpréta-
tion vaut V/, pour un certain environne-
ment propositionnel. Si p € BY vérifie
[F]? = V, on dit que p est un modéle de
F.
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1.1 Motivation

1.1.1 1% motivation

@Z@L v A une grande différence entre les mathématiques et 'informatique : 1a gestion de 'infini.
$4¢ On n’a pas de mémoire infinie sur un ordinateur. Par exemple, pour représenter = ou v/2,
on ne peut pas stocker un nombre infini de décimales. Ce n’est pas une question de base, ces
nombres ont aussi des décimales infinies dans une base 2.

Par exemple, si on ne veut utiliser /2 seulement pour plus tard le mettre au carré. On peut
définir une structure en C comme celle qui suit

typedef struct {
int carre;
bool sign;

Cope 1.1 — /2 sous forme de structure

On a pu décrire v/2 comme cela car il y a une certaine régularité dans ce nombre.

On définit des relations entre ces objets. Dans ce chapitre, on va commencer par étudier autre
chose : les mots. Les mots sont utilisés, tout d’abord, pour entrer une liste de lettres mais aussi
le programme lui-méme. En effet, il y a une liste infinie de code possibles en C.

1.1.2 2nde potivation

Les ordinateurs sont complexes ; il peut étre dans une multitude d’états. On représente une
succession de taches (le symbole @ représente une tache) :

Ficure 1.1 — Etats d’'un ordinateur

Par exemple, pour une boucle infinie, on a un cycle dans le graphe ci-dessus. Ou, s’il atteint un
certain neeud, on a un bug.

Mais, pour résoudre ce probléme, on peut forcer le nombre d’état d’'un ordinateur ; par exemple,
dire qu’un ordinateur a 17 états.

On décide donc de représenter mathématiquement un ordinateur afin de pouvoir faire des
preuves avec. Et, c’est I'objet de ce chapitre.
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1.2 Mots et langages, rappels

Définition : On appelle alphabet un ensemble fini, d’éléments qu’on appelle lettres.

Définition : On appelle une mot sur X' (ou X' est un alphabet) une suite finie de lettres
de X.

La longueur d'un mot est le nombre de lettres, comptées avec leurs multiplicité. On la
note |w| pour un mot w. Si |w| = n € IN*, on indexe les lettres de w pour (w;);c[1,n] et
on écrit alors

W = WIW2W3 . .. Wn,.

11 existe un unique mot de longueur 0 appelé mot vide, on le note e.

Définition : Si Y est un alphabet, on note
— XY™ les mots de longueur n;
— X* les mots de longueurs positives ou nulle;

— X7 les mots de longueurs strictement positives.

REMARQUE :

2*=U2“ 2+=U2”.

nelN nelN*

Définition : Soit X' un alphabet. Soit = et y deux mots de X*. Notons

T = T1T2T3...Tn

Y =Y1y2Y3...Yn-

On définit alors concaténation notée x - y 'opération définie comme

Ty =T1T2T3...TpY1Y2 .. -Yn-

REMARQUE : — - est une opération interne;
— ¢ est neutre pour - : VneX* e.x=x-¢=u.

— - est associatif.

(On dit que c’est un monoide.)

REMARQUE :
L'opération - n’est pas commutative.
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Définition : Soit z et y deux mots sur alphabet Y. On dit que

— x est un préfixe de y si Fve X y=z-v;

— x est un suffixe de y si Jve X y=v-x;

— x est un facteur de y si (v, w) € (E*)2, Yy=v-z-w.
ExempLE : — a est facteur de aa;

— ¢ est un facteur de a.

Définition : On dit que x est un sous-mot de y si x est une suite extraite de y. Par
exemple
a ¢ aa ¢ a — aaaa.

Définition : Un langage est un ensemble de mots. C’est donc un élément de p(3X*).

REMARQUE (A\) :
& # {e}.

1.3 Langage régulier

1.3.1 Opérations sur les langages

REMARQUE :
Les langages sont des ensembles. On peut donc leurs appliquer des opérations ensem-
blistes.

Définition : Soient Li,Ls € p(X*) deux langages. On définit la concaténation de
deux langages, notée L - Lo :

Ly-Ly={{u-v|ué€Li,veE La}.

RemArRQUE : — Lopération - (langages) a {¢} pour neutre.

— L'opération - (langages) a & pour élément absorbant :
VLe p(X*),L-o =2 -L=2.
— L'opération - est distributive : soient K, L, M trois langages; on a

K- (LUM)= (K -L)U (K- M);
(LUM) K =(L-K)U(M-K).
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Définition : Etant donné un langage L, on définit par récurrence :
— L% ={e};
— P = P o b = o LR

On note alors
L*:UL" et L+=UL”.

nelN nelN

REMARQUE :
On a X* = ¥*. On notera donc X* dans tous les cas.

REMARQUE :
Sie € L,alors L* = LT. Eneffet, L* = Lt U {e}.

REMARQUE :
On nomme l'application L — L* I’étoile de KLEENE.

REMARQUE :
Avec L et K deux alphabets, on a

|L- K| <|L||K|.

En effet, avec K = {a,aa}, on a K? = {aa, aaa, aaaa}.

EXEMPLE :
Avec L = {a,ab}, on a
— L' =1L;
— L2 = {aa, aab, aba abab} ;
— L* D {e, a, ab, aa,...,aaqaaqaa. . .}.

Définition : Soit X un alphabet. On appelle ensemble des langages réguliers, noté LR.
Le plus petit ensemble tel que

— O CLR;

— Sia € XY, alorsa € LR;

— SiLy e LRet Ly € LR,ona L ULy € LR;
— SiLy € LRet Ly € LR,ona Ly -Ly € LR;
— Si L € LR, alors L* € LR.

ExeEMPLE : Soit ¥ = {t,0}. Est-ce que {toto} € LR? On sait déja que {¢} et {o}
sont déja des langages réguliers. Or,

{toto} = {t} - {o} - {t} - {o}-

1. La deuxieme égalité est assurée par 'associativité de 'opération -.
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Et donc {toto} € LR.
— Ona{e} =9* € LR.

— Ona
{ zu @D coo @iy
21 22 cee T2 no
Tgodl  Tgp®  ocoo  Bapgpgy ) © LR
car {z;1,%42,...,%in,; } €LR etceststable par union finie.

— Avec ¥ = {a,b},on a

€LR
AN\ *
L = {¢, a, aa, aaa,...} = ({a}> .
——
€LR
— XY* € LR.
— Contre-exemple : {a" | a premier } ¢ LR.
1.3.2 Expressions régulieres
On représente & I'ensemble vide, _|_'union de deux expressions réguliéres, _ - _ la concaté-

nation de deux expression réguliéres, et, _* ’étoile de KLEIN pour les expressions réguliéres.

On cherche a représenter informatiquement ces expressions a ’aide d’'une regle de construc-
tion nommeée.

Définition : Etant donné un alphabet ¥, on définit Reg(X) défini par induction nom-
mée a partir des regles :

0 1
— I ; —*’;
2 1
—\‘; — L
2

— P .

Ces regles peuvent étre définies en OCamL (douteux) de la fagon suivante :

type regex =
| o

| | of regex * regex

| of regex * regex

| + of regex

| L of char

| &

Cope 1.2 — Regles des expressions régulieres en OCamL

On peut donc écrire

(@) [(a-b) — |(x(20), (L(a), L())).

A-t-on [(L(a), L(b)) =7 |(L(b), L(a))? Non, sinon on risque d’avoir une boucle infinie au mo-
ment de I’évaluation de cette expression.

On peut simplifier la notation : au lieu d’écrire |(x(2()), -(L(a), L(b))), on note &* | (a - b).
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Définition : On définit

& : Reg(X) — p(X7)
D —
av+— {a}
e— {e}
e1-ex — ZL(e1) - L(e2)
el | e2 —> S(el) Ug(GQ)
e — ZL(e)*

ExEMPLE :

Deux expressions réguliéres peuvent donner le méme langage : on a £(2) = & mais
également L(@ | @) = £(2) U%(@) = UL = &. De méme, L(a | (b-b%)) =
{a,b,bb,bbb, ...} = L((bb*) | a).

Définition : On définit sur Reg(X) la fonction “vars” définie comme

vars : Reg(X) — p(X)
DD
E— I
a€ X — {a}
e1 - eg — vars(ey) U vars(e2)
e1 | ex — vars(e1) U vars(e2)
e* — vars(e).

2

Propriété : Un langage L est régulier si et seulement s'il existe e € Reg(X) telle que
Z(e) = L.

Preuve ¥ <= " Montrons que, pour toute expression réguliere ¢ € Reg(X), P. : “le langage £(e) est
régulier.” On proceéde par induction.
— Py :%2(@) =0 € LR;
— P.:%(e) ={e} = 2" € LR;
— Soit a € X. Montrons P, : £(a) = {a} € LR;
— Soient e; et e; deux expressions régulieres telles que P, et P., soient vrais. Montrons
Pei.c, :2(e1-e2) =2L(e1) - L(e2) € LR
€ELR  €LR
— Soient e; et e; deux expressions régulieres telles que P, et P., soient vrais. Montrons
P, |c, :2L(e1 | e2) = Z(e1) UL (e2) € LR
ELR E€LR

»

“ =" Montrons que, pour tout langage régulier L, il existe une expression réguliére e de I'alphabet >

telle que £(e) = L. Soit X I'ensemble des langages L tels qu’il existent une expression réguliére
e de I'alphabet X telle que #£(e) = L.On a
X D {@}tu{{a}|ae =}
| Il

£(2) %(a)
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De plus, si deux langages L1 et Lo sont dans X, alors il existent e; et ex deux expressions régu-
lieres de X telle que £(e1) = L1 et £(e2) = L2. Or, £(e1 | e2) = L(e1) UZ(e2) = L1 U Ly et
donc Ly U L.

De méme pour L; - Lo.

Si un langage L est dans X, alors il existe une expression réguliére e d'un alphabet X telle que
Z(e) = L,alors £(e*) = L* € X.

X contient les langages @ et {a} (avec a € X) et X est stable par U, - et x. Or, LR est défini
comme le plus petit ensemble vérifiant les propriétés et donc LR C X.

O

RemarqQue (Notation) :
Les notations Reg(X') et Regexp(X) sont équivalentes.

1.4 Automates finis (sans e-transitions)

On consideére 'automate représenté par les états suivants. L'entrée est représentée par la
fleche sans neeud de départ et la sortie par celle sans neeud d’arrivée.

b b

Ficure 1.2 — Exemple d’automate

On représente une séquence d’état par un mot comme aaba (qui correspond & une séquence
valide) ou bbab (qui n’est pas valide).

1.4.1 Définitions

Définition : Un automate fini (sans e-transition) est un quintuplet (Q, X, I, F, §) ou
— (@ est un ensemble d’états;
— X est son alphabet de travail ;
— I C Q est 'ensemble des états initiaux;
— F C Q est 'ensemble des états finaux.
— ICQXxXYXQ.
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Ficure 1.3 — Exemple d’automate (2)

ExEmPLE :
L’automate ci-dessus est donc représenté mathématiquement par

({0,1,2},{a,b}, {0,2}, {1},{(0,0,1),(0,5,2), (1,4,0), (2,0, 1), (2,5,2)} ).
—_—— —— —— —~

Q b I F 5
Définition : On dit d’'une suite (qo,q1,q2;-.-,qn) € Q"1 quelle est une suite de
transitions de Uautomate 9 = (Q, X, I, F,§) des lors qu’il existe (a1,as,...,an) € X"

tels que, pourouti € [1,n], (¢i—1,a:,¢:) € 6. On note parfois une telle suite de transition
par

al ag as QAn
g —q1L —>q2 —>q3 = = qn — 1 —>qn.

ExeEMPLE :
a b b . .. .
1 — 0 — 2 — 2 est une suite de transitions de 'automate ci-avant.

Définition : On dit qu'une suite (qo, q1, . - - , gn) est une exécution dans 'automate o =
(Q, X, 1, F,0) si c’est une suite de transition de A telle que go € I. On dit également
qu’elle est acceptante si g, € F.

al az an 5 . s
Lorsque qo — ¢1 — ¢2 — -+ = qn—1 — ¢n est une suite de transitions d’'un
automate o, on dit que le mot ajaz ... a, est 'étiquette de cette transition.

Définition (Langage reconnu par un automate) : On dit qu'un mot w € X* est reconnu
par un automate o = (Q, X, I, F, §) s’il est I'étiquette d'une exécution acceptante de .
On note alors £ (d) I'ensemble des mots reconnus par I'automate <.

Définition : On dit d’'un langage L qu’il est reconnaissable s’il existe un automate o
tel que £() = L. On note Rec(X') 'ensemble des mots reconnaissables.
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ExEmPLE :
Avec X = {a, b}, on cherche o tel que
— Z(d)=X*
— 2() = (22"
a
b b
(a) Automate minimal pour % (s4) = ((bz);ék)litomate minimal pour £ (sf) =
2*
a
a
;Q > a
\ \ \
\8 N 4 /‘ 7
4 7
b b
(d) Automate minimal pour £ (d) =
(c) Automate minimal pour £ () =  X* - {a}
{a}* U {b}”

Ficure 1.4 — Automates minimaux pour différentes valeurs de & (o)

Définition (Automate déterministe) : On dit d’'un automate d = (Q, X, I, F, §) qu’il
est déterministe si

1. |I|=1;
2. V(q,q1,q2) € @3, Va € X, (q,a,q1) € et (q,a,q2) €5 = q1 = q2;

REMARQUE :
(2) est équivalent a

V(g,a) €Qx %, |[{d' € Q| (g,a,q") € 6} < 1.

Définition (Automate complet) : On dit d'un automate o = (Q, X, I, F,¢) qu’il est
complet si
¥(g,0) €Q X X, 3¢ €Q, (g,a,¢') €.

EXEMPLE :
Les automates ci-avant sont

(a) complet et déterministe;
(b) complet et déterministe;
(¢) non complet et non déterministe;

(d) non complet et non déterministe.
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1.4.2 Transformations en automates équivalents

On peut représenter le langage utilisé par 'automate ci-dessous avec une expression régu-
liere : a* - (a | bab). L'arbre ci-dessous n’est pas déterministe. On cherche a le rendre détermi-

niste : pour cela, on trace un arbre contenant les nceuds accédés en fonctions de 'expression
lue.

g a/

Ficure 1.5 — Automate non déterministe ayant pour expression réguliere a* - (a | bab)

{0,3} "

{0,3}

a %
/ v
{0}
baa %)
b @
ﬁ" {3}

e
{1}
k

%)

=

b

%z

Ficure 1.6 — Nceuds possibles par rapport a ’expression lue

A Taide de cet arbre, on peut trouver un automate déterministe équivalent a Pautomate
précédent.
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Figure 1.7 — Automate déterministe ayant pour expression réguliere a* - (a | bab)

Définition : On dit de deux automates o et o’ qu’ils sont équivalents si £ () = L (d’).

Théoreme : Pour tout automate o, il existe un automate déterministe o’ tel que
L(d) =2(d).

Preuve :
Soitdl = (@, X, I, F, §) un automate. Onpose ¥’ = ¥, Q' = p(Q), I’ = {I}, F ={Q € p(Q) | QNF #
2} et

5 = {(Q,a.Q’) €' xXxe |Q ={¢d €a|Iqeq, (¢.a,q") ea}}‘

On pose alors I'automate o1’ = (@', X', I’, F’, §"). Montrons que £(s’) = £(s). On procéde par double-
inclusion.
“C” Soit w € Z(d). Il existe donc une exécution acceptante I > qo 25 q 22, q2 — - —
qn—1 Ly Gn € F telle que w = wyws ... w,.On pose Qo = I, et, pour tout entier i € [1,n],

i={d €@|3q€Qi_1, (qg,wi,q") € 5}.

Remarquons que, pour tout entier i € [1,n],ona (Q;—1,w;,Q;) € §’.Onadonc I 3 Qo el

Q1 = - = Qn_1 — Q. est une exécution de sI’. Montrons que, pour tout i € [0,n], on a
q; € Q; par récurrence finie.
— qo € I = Qo.

— Soit p < ntel que g, € Q, alors g, est tel que (gp, Wpt1, gp+1) € d et gp41 est tel qu’il
existe g € Qp tel que (¢, wp11,gp4+1) € 5. Onen déduit gp11 € Qpt1.

On adonc ¢, € Qn et g, € Fdonc @, NF # Jetdonc Q, € F’'.Lexécution Qo BN Q1 —

w,,

<= Qn-1 — Q, est donc acceptante dans 9’ et donc w = w; ... w, € L(d’).

“2” Soit w € £(st'). Soit donc I’ 5 Qo —+ Q1 = <+ — Qu_1 —> Q, € F’ une exécution
acceptante de w dans d’. Q, N F # @. Soit donc ¢, € Q, N F. Soit g,—1 € Qn_1 tel que
(@n—1,Wn,qn) € & (par définition de (Qy—1,wn,,Q,) € &'). “De proche en proche,” il existe
q0,q1s- - - qn—2 tels que, pour tout i € [1,n], (gi—1,w;,q;) € Setq; € Q;.0r,q0 € Qo € I' =
{I} donc Qy = I et donc gy € I.On rappelle que g, € F. On en déduit donc que qo BN Q1 —
e = Q1 RS gn une exécution acceptante da ns o et donc w € L(d”).

O

Pour comprendre la construction de 'automate dans la preuve, on fait un exemple. On consi-
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deére ’'automate non-déterministe ci-dessous.

a

Ficure 1.8 — Automate non déterministe

On construit la table de transition :

a b
1%} 1%} 1%}
{0} | {0,1} | {2}
{1}

TasLe 1.1 — Table de transition de 'automate ci-avant

A faire : Finir la table de transition

REMARQUE :
L’automate ¢’ construit dans le théoréme précédent est complet mais son nombre de
neceud suit une exponentielle.

Propriété : Soit 9 un automate fini & n états. Il existe un automate o’ ayant n + 1
états tel que L(d) = L(d4’) avec of’ complet.

Preuve :
Soit d = (@, X, I, F, §) un automate a n états. Soit P ¢ @. On pose ¥’ = ¥, Q' = QU {P},I' = I,
F'=Fet

s =su {(qﬁé: P)e@ x I x {P}|vq €@, (¢,6,q) ¢ 5}‘

Montrons que £ (s1) = £(s1’). A faire : Preuve 2 faire

Définition : Soit of = (Q, X, I, F, §) un automate. On dit d'un état g € @ qu’il est
— accessible 8’1l existe une exécution I > qg Bt q1 — - = Qn-1 Yn, qn = q.

. . . . .. w1 w
— co-accessibles’il existe une suite de transitions ¢ — q1 — -+ = qn_1 —= qn €
F.

Dans 'automate ci-dessous, I’état 0 n’est pas accessible et 'état 2 n’est pas co-accessible.
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Ficure 1.9 — Non-exemples d’états accessibles et co-accessibles

Définition : On dit d'un automate o qu’il est émondé dés lors que chaque état est
accessible et co-accessible.

Propriété : Soit o un automate. Il existe s’ un automate émondé tel que &£ (') =
().

Preuve :
Soit o = (@, ¥, I, F,5). Onpose ' = 5,0’ = {q € @ | q accessible ou co-accessible }, I’ = I N R/,
F'=FNR et

§={(a,.0,¢) €@ x 2 xQ" |(q,¢,q") €)=, 2 a)ns.

Montrons que Z () = Z(s1’). On procede par double inclusion. On vérifie aisément que £(A") C £ (d).
On montre maintenant % (1) C %(s’). Soit w € Z(st’). Soit qo, . . ., qn tels que go —5 q1 — -+ —

qn—1 BN qn est une exécution acceptante. Or, pour tout i € [0, n], ¢; est accessible et co-accessible donc
g; € @'. De plus, gy € I’ et g, € F'. De plus, pour tout i € [0,n — 1], (gi, wi+1,gi+1) € &’ Done,

w w,, L
qo —> q1 — -+ — Gn_1 —= g, est une exécution acceptante de s’. O

Parfois, on veut pouvoir “sauter” d’'un état a un autre dans un automate. On utilise pour cela
’
des e-transitions.

1.5 Automates finis avec s-transitions

Définition : On dit d'un automate sur I'alphabet X U {¢} que c’est un automate avec
e-transition.

ExXEMPLE :
L’automate ci-dessous est un automate avec e-transitions.

&)

Ficure 1.10 — Exemple d’automate avec e-transition
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Définition : Soitw € (2 U {5})*. On définit alors w le mot obtenu en supprimant les
occurrences de ¢ dans w.

ExEmPLE :
Avec X = {a, b} et w = abeaacea, on a w = abaaa.

On a également & = ¢ ; pour deux mots w; et wo, on a wy - wa = W7 -2 ; on a également
a=apoura € Y et =c.

Définition : Soit o/ un automate avec e-transition. On pose 2 (sf) est le langage de
Pautomate sur 'alphabet X'\ {c}. On appelle langage de s, 'ensemble A faire : retrouver
la formule.

ExEmPLE :
On peut trouver un automate reconnaissant la concaténation des langages des deux au-
tomates ci-dessous.

Ficure 1.11 — Automate reconnaissant le langage (ba)* - (¢ | a(ba)*)

b

Ficure 1.12 — Automate reconnaissant le langage (a | baa)(bbaa)* | (b | abb)(aabb)*
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Ficure 1.13 — Automate reconnaissant la concaténation des deux précédents

1.5.1 Cloture par concaténation

Propriété : Soient o = (X,Q, I, F,0) et A’ = (X/,Q',I', F’, ') deux automates avec
QNQ = o. Alors £(d) - £(d4”) est un langage reconnaissable. Il est d’ailleurs reconnu
par lautomate d* = (X", Q", I, F",6") définiavec X" = YUY/, Q' QUQ',I' =1,F = F’
et

& ={(g5,09) g€ F, ¢ eI’}

Preuve :
Montrons que £(d') = £(dl) - £(”). On procéde par double inclusion.

“C” Soit w € L(d") et soit
Q2I=T3q S ¢ g =1 —geF =F CQ

une exécution acceptante de o' telle que @ = w. On pose ic = min{s € [1,n] | ¢ € Q}.
On a alors, Vi € [1,i9 — 1], ¢; € Q. Montrons que Vi € [io,n], ¢ € Q' par récurrence
finie. On a ¢;, € Q'. De plus, si ¢; € Q et (gi, wiy1,qi+1) € 6 donc g;1 € Q'. Inspectons
(Q 2 qig—1,uiy.qi, € Q) € &§. On sait que (gi,—1, Uiy, qi,) € 6 car g;, € Q'; de méme,
(Qig—1>Wig> @iy) ¢ 6 car g1 € Q donc (giy—1,wiy> i,) € {(¢,6,4') | g € Fng' € I'}.On a
donc que ¢;,—1 € F et q;, € I. Ainsi

17! I
uy S e > uy §
ISg—q1i— - =g Gy —>>-—>qn €EF

est une exfzcution acceptante de of d’étiquette  est une exécution acceptante de o’ d’étiquette
Uy .. Ugy—1. Wig41 -+ - Un.

done @[y 5,17 € L(sh) et U [,y 11,] € L(H).

W= U= Uj[1,i0—1] * Wio " Y|[ig+1,n]

= U|[1,i0+1] * Y|[io+1,n]

“D” Montrons que £ () - (') C L(A*). Soit w € L(d) - L (o), il existe donc

ISq g = =g, €F

une exécution acceptante dans o d’étiquette uy . . . u,,. Il existe également

Upt2
I' S qni1 — g1 — - — qm € F

une exécution acceptante dans ¢’ d’étiquette wp1o ... um. Or, 6 C § et 8 C § donc Vi €
[1,n], (gi-1,ui,qi) € & et Vi € [n+2,m], (gi—1,ui;q;) € §.0r,q, € Fetgni1 € I’
donc (gn, €, gnt1) € 6 . Finalement A faire : recopier.

O
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1.5.2 Cloture par étoile
Propriété : Soit 4 = (X, Q, I, F,0) un automate fini. Alors £(d)* est un automate

reconnaissable, il est de plus reconnu par automate o, = (X, Q«, Ix, F,dx) défini
avec X, = X, Q. = QU {V}ouV ¢ Q. A faire : recopier ici...

ExEmPLE :

Ficure 1.14 — Automate reconnaissant & (s1)*

1.5.3 Cloture par union

Propriété : Soit o = (X,Q,I,F,§) et od' = (X/,Q',I', F’, ") deux automates avec
QNQ = @. Alors, Z(d) UZ(d") est un langage reconnaissable. I est, de plus, reconnu
parsi = (5Y,QY, IV, FY, §Y) avec ZY = YUY, Q" = QUQ', IV = [UI', FY = FUF'
etV =5U¢".

Preuve :
Montrons que £ (s1”) C £ (sd) U £(s1’). Supposons, sans perte de généralité que les automates s et o’
sont sans e-transitions. Soit w € £ (s4"). Il existe une exécution acceptante

I° 5 g0 ~5 g1 — -+ = Gne1 —= gy € F°

avec w = wg . .. Wy

_55—



1.5 Langages réguliers et Automates MPI*

Montrons que, en supposant go € I sans perte de généralité, Vi € [1,n], ¢; € Q de proche en proche.

On adonc g, € Q N FX = F et on a alors, pour tout i € [1,n], (gi—1,wi,q;) € 6°.0r, ¢;i—1 € Q et
(gi—1,wi, qi) € &' donc (g;—1,wi, q;) € 6.

Finalement, qo BN q1 — -+ — qn est un exécution acceptante de of donc w € £ (o). O

REMARQUE :
Pour tout a € X, {a} est reconnaissable : par exemple,

—@ @

Ficure 1.15 — Automate reconnaissant {a} aveca € ¥

REMARQUE :
& est reconnaissable : par exemple,

—@ @—

Ficure 1.16 — Automate reconnaissant &

Propriété : De ce qui précede, on en déduit que 'ensemble des langages reconnais-
sables par automates avec e-transition est au moins 'ensemble des langages réguliers.

Théoréme : Si o est un automate avec e-transitions, alors il existe un automate o’
sans e-transition tel que £ (o) = ZL(d’).

EXEMPLE :

Ficure 1.17 — Automate avec e-transition

L’automate avec e-transition ci-dessus peut étre transformé en automate sans e-transition
comme celui ci-dessous.
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Ficure 1.18 — Automate sans e-transition

Propriété : Soit d = (X,Q, I, F,§) un automate avec e-transitions. Soit ¢, € Q un
état de Pautomate. Alors, I'automate of’ = (X/,Q’, I, F’,§') défini par X/ = X, Q' = Q,
I =1,

r—pyllacel(aea) s} sigrer
(%] sinon,

8 =06\ {(q,¢,qr) €6 | g€ @Q})
U{(g,2,9") | (¢:¢,9r) € et(qr,a,q") € deta € 3}
U{(g,&,4") | (g,€,9r) € d et (qr,e,q") €d et qr # ¢ €@},

est tel que
— il n’y a pas d’e-transitions entrant en g, ;
— L(d') =L(d);

— siq € @ n’a pas d’s-transition entrante dans o, il n’en a pas dans o’.

Algorithme 1.1 Suppression des e-transitions

Entrée un automate of = (X,Q, I, F, )
Sortie un automate équivalent a o sans e-transitions

1: 6" <6

2: F' + F

3: Q'+ @

4: tant que il existe ¢ € Q' avec une e-transition entrante dans ¢’ faire

5: | (X,Q',I'/F' &) + résultat de la proposition précédente avec qr = ¢
6

: retourner (X/,Q', I’ F' ¢§)

On a donc démontré que tout langage régulier peut étre reconnu par un automate.

EXEMPLE :
On veut, par exemple, reconnaitre le langage (a-b)* - (a | b). A faire : Faire les automates

1.6 Théoréme de KLEENE

On s’intéresse & un autre ensemble de langages, les langages locaux.
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1.6.1 Langages locaux

Définitions, propriétés

Définition (lettre préfixe, lettre suffixe, facteur de taille 2, non facteur) : Soit L un
langage. On note I'ensemble P(L) des lettres préfixes défini comme

PL={(eX|Fwel,Fve T w=1~L v}
={¢ex, {¢} - 2*nL =g}

On note 'ensemble S(L) des lettres suffixes défini comme
S(L)={wy lwel}={£cX |2 -{{}nL#a}.
On note 'ensemble F'(L) des facteurs de taille 2 défini comme
F(L)= {142 € % | Z* . {#1,42} - Z* N L # &}
On note 'ensemble N (L) des non-facteurs défini comme
N(L) = 2\ F(L).
On défini également 'ensemble

A(L) = Ln {e}.

Définition : Soit L un langage. On définit le langage local engendré par L comme étant

p(L) = A(L)U (P(L) . I3 S(L)> \ Z*N(L)Z*.

ExEMPLE :
Avec L = {aab,e}, on a P(L) = {a}, S(L) = {b}, F(L) = {aa,ab}, N(L) = {ba, bb},
A(L) = {e}. Et donc, on en déduit que

p(L) ={e}U{ab} U{aab} U --{e}U{a" - b|n € N*}.

Définition : Un langage est dit local sil est son propre langage engendréi.e. p(L) = L.

Propriété : Soit L un langage. Alors, p(L) O L.

Preuve :
Soit w € L. Montrons que w € p(L).
— Siw =¢,alors A(L) = LN {e} = {e} doncw € p(L).
— Sinon, notons w = wjws...wy,. On doit montrer que w, € P(L), w, € S(L), et Vi €
[1,n — 1], w;w;41 € F(L). Par définition de ces ensembles, c’est vrai.

O
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Propriété : Soit L de la forme
AU (PX* N X*S)\ (Z*NZ¥)

avec A C {e},PC X,SC X,et N C X2 Alors p(L) = L.

Preuve :
Ona L C p(L). Montrons donc p(L) C L.

— Montrons que A(L) C L.
— Si A(L) = o, alors ok.
— Sinon, A(L) = {e} = LN {e} donce € L et donc e € A parce que ce n’est possible.

— Montrons que P(L) C P.Soit £ € P(L). Soient v € X*, et w € L tels que w = ¢v. On a donc
w ¢ A,doncw € (PXY* N X*S)etdonec v =w € PX* etdonc? € P.

— Deméme, S(L) C L
— A faire 2 lamaison: N C N(L) (ou F(L) C F)

m]
Corollaire : Onap? = p.
A faire : Figure ensembles langages locaux, réguliers, ...
Preuve :
p(D) =Detp(X*) = X", O
REMARQUE :

Un langage L est local si et seulement s’il existe S C X, P C X, N C X2 tel que

L\ {e} = (PX* N £*S)\ Z*NZ*.

ExeEmPLE :
Le langage L = {a} est local avec S = {a}, P = {a}, F =@ et A = @.

Le langage L = {a, ab} est local avec S = {b,a}, P = {a}, F = {ab} et A = @.

Le langage L = (ab)* est local avec S = {b}, P = {a}, F' = {ab,ba}. Soit w € p(L). Si
w = &, alors ok. Sinon, w = abw; et w1 € p(L). Par récurrence, on montre que le langage
est local.

Le langage L = a - (ab)* n’est pas local.

Stabilité

Intersection

Propriété : Si L et Lo sont deux langages locaux, alors L1 N L2 est un langage local.

Preuve :
Soit Ly = A1 U (PLX* N X*S1) \ (Z*N1Z*), et Ly = Ax U (P2X* N X*S5) \ (2* N2X*). On pose
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F; = 22\ Ny et F;, = X%\ Ny. On pose alors Aq, = Ay N Ag; P = Py N Py; Sn = S N Sa;
Fn=F NFy; No =52\ Fr.0Ona
LiNLy =AqU (PRE" N X*Sh) \ Z" N, Z*.
En effet,
Ly N Ly = (A N Ap)

N (A1 N (P2 N X*S3) \ Z* N X)

N(((PLZ* NXZ*S1)\ Z"N1X7) N Az)

N((PLZ NI S)\Z N1 Z) N (P2 X" N (P2 X" N X*Sz) \ Z*NoX¥)

= (A1 NA)((PLNP)Z* N X*(S1 N S2)) \ Z*(Ny N N2)E*

Union

CONTRE-EXEMPLE :

Avec L1 = abet Lo = ba,ona Ay = Ay = @, P; = {a}, Py = {b}, S1 = {b}, Sy = {b},
Iy = {ab} et F» = {ba}. Le langage L1 U Ly = {ab, ba} n’est pas local : en effet, on a
A=, P ={a,b}, S={a,b}, et F = ab,ba. Le mot aba est donc dans le langage local
engendré.

On doit donc ajouter une contrainte afin d’éviter ce type de contre-exemples. L'intersection
des alphabets est vide.

Propriété : Soient L; un langage local sur un alphabet 3y et Lo un langage local sur
un alphabet Y5 avec X1 N Yy = @. Alors L1 U Lo est local.

Preuve :

Soient A1, S1, P1, N1, F1 tels que Ly soit défini par (Aq, S1, P1, N1, F1). De méme, soient Ay, Sa, Ps,
No, F» tels que Ly soit défini par (Az, S2, P2, N2, F»). Construisons alors Ay, = A; UAs, Py = Py U Py,
Su=81USs, FyL=FiUF,et Ny = (Z; U X5)2 \ Fu.Onnote ¥ = ¥; U ¥5. Montrons alors que

L1 ULy = Ay U (PuE* N EZ*Sy) \ (ZFNuZ™).

Ly

On procede par double-inclusion.
“C” Soitw € Ly U L.
Casl w=¢,alors A; = {e}ou Ay = {e} donc Ly U Ly = {e} etdoncw € L.

Cas2 w # e.0n pose w = wj ...w,. Sans perte de généralité, on suppose w € L; et w & Lo.
Dot wy; € Py et w, € S1. Et, pouri € [1,n — 1], w,w;y1 € Fy donc wy; € Py U Ps,
w, €S USyetVi € [1,n — 1], wyw;+1 € F1 U Fp. Do w € L.

“D” Casl w=cealorsw € Ay, = L; ULy doncw € Aj ouw € Az doncw € Ly ouw € Lo.

Cas2 w # e.Onpose w = wyws ... w, avecw; € Pu,w, € SyetVi € [1,n — 1], wjw;+1 €
F,. Alors, sans perte de généralité, on suppose w; € X;. Montrons par récurrence que
Vp € [1,n], wp, € 2.

— On sait que wy € X5 par hypothese.

— On suppose que w, € X; avec p < n. Alors, wywp41 € Fyu = F1 U Fs. Or,
Fy C (22)2 etw, € Xy avec X1 N Xy = Fdoncwyy1 € Y.

On conclut par récurrence que Vi € [1,n], w; € ¥;.0r,w,, € S;USz et SoNX; =&
donc w,, € Sy.De plus, pour i € [1,n — 1], w;w;+1 € Fy U F> donc w;w; 1 € Fy et
donc w € L.

O

Concaténation
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CONTRE-EXEMPLE :
Avec L1 = {ab} et Lo = {ab}, deux langages locaux, alors L - Ly = {abba} n’est pas
local. En effet, P = {a}, S = {a}, F' = {ab, bb, ba}; or aba & L1 - Lo.

Propriété : Soient L; un langage local sur un alphabet 3; et Lo un langage local sur
un alphabet Y5, avec X1 N X9 = &. Alors L - Lo est un langage local.

Preuve :
Soient Ay, Sy, P1, N1, F; définissant L; et soient A, S, Py, No, F> définissant L. Construisons A, =
A1 NAg, Pe = Py UA; - Py, Sqg =S2UA3-8S1,Fg = F; UF;USy - Py, ¥ =X, UX5. Montrons que

Ly Ly = A U(PeZ* N Z*S,)\ Z*No5* .

L

On procede par double inclusion.
“C” Soitw € Ly - Lo.
— Siw=-c¢,alorse € Lyete € Lydoncw =¢ € Ay C L°®.
— Sinon, w = u - v avecu € Ly et v € L. On sait que |u| > 0ou |v| > 0.
— Siwu # g, alors u = uy...up avec p > 1. On sait que u; € Pi, u, € Si et, pour
i€ [1,p— 1], urui+1 € Fi.
Sous-cas 1 Siv = ¢, alors A; = {¢},etdoncS; C S,.0r, P, C P, et F; C F,.Onen
déduit que w = u € L°®.
Sous-cas 2 v # g, alors v = vy ...vq avec v1 € P2, vy € Sz et, pour i € [1,ng — 1],
V;Vi+1 € Fo.Or,upvy € S1 - Pretdoncw =u-v € L°.
— Siu = ¢, on procéde de la méme maniére.
“D” Soitw € L®.
— Siw =-¢,alorse € A, etdonce € Ly ete € Ly. Dote € Ly - Lo.
— Sinon, on pose w = Wy ... Wy.
Sous-cas1 Si {i € [1,n] | w; € Y3} = @,onadoncVi € [1,n], w; € X;. De plus,
wy € Po, wn, € Se et,pouri € [1,n — 1], w;w;4+1 € F,.0r, P, N X1 = P,
SeNXy = S1, A = {e}etVi € [1,n—1] wijw;41 € Fi. On en déduit que
W=wy... Wy €E Ly Lo.
Sous-cas 2 SiM = {i € [1,n] | w; € X2} # @. Soit i9 = min(M). D’ou

W= W1 Wi =1 - Wiy e Wiy s
— T
€Xy €Xy

Si, 41,02 € Fo,et¢; € X5, alors > € 35. De proche en proche, on en déduit que
Vi € Hig,n]] , w; € Yo

— Siip = 1,alors w1 € X2, w1 € P, w1 € Pa, w1 € P2, Ay = {e}, et
wy, € SeNXa,etw, € S2.Deplus,pour: € [1,n — 1], w;wit1 € F.H(Ez)z
donc w;w; 41 € Fo.Dotw =& -wq...w, € Ly - La.

— Siig > l,alors w; € Y1 N P®* = P, w, € Y2NS8®* = Ss,etVi €
[1,i0 — 2], wiwit1 € F* N (Z1)? = Fy. Dot wy,—1w;, € F* N 15, =
S1P> donc w;,—1 € Sy et w;, € P donc wy ... w;,—1 € Li. Finalement,
Vi € [io,n — 1], wiw;, eF,n(5)? donc A faire : Finir la preuve.

m]
Etoile
Propriété : Soit L un langage local, alors L* est un langage local.
Preuve :
Soient A, P, S, F et N définissant L. Alors A, = {e}, P, = P, S, = SetF, = FUS - P. A faire :
preuve a faire a la maison. O
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ExEmPLE :
Avec L = {a, b}, un langage local, on a A, = {e}, P. = S, = {a,b} (car P = {a,b} = 9),
et S, = {ab,ba,aa,bb}.

1.6.2 Expressions régulieres linéaires

Définition : Un expression réguliére est dite linéaire si chacune de ses lettres apparait
une fois au plus dans 'expression.

ExeEmPLE :

Our | Nown
a aa
alb | alba

TasLe 1.2 — Exemples et non-exemples d’expressions réguliéres linéaires

ExEmPLE :
On définit une fonction booléenne permettant de vérifier si une expression réguliere est
linéaire :

g = T
e = T
linéaire : cEZ =T o o
e1-ex +— (vars(er) Nvars(ez) = @) et linéaire(e; ) et linéaire(es)
e1|ea +— (vars(er) Nvars(ez) = @) et linéaire(e) et linéaire(ez)
e1* +— linéaire(e;)

Propriété : Le langage d’'une expression réguliere est local.

Preuve :
Il nous suffit de montrer le résultat sur le cas de base.

< (D) : & quicorresponda A =,S =0, P =0, F = 2.
Z(e) = {e} quicorresponda A = {e}et S =P =F = @.

Z(a) = {a} quicorresponda A = &, S = {a}, P = {a} et F = @. O

REMARQUE :
Les grandeurs A, P, S et F sont de plus définies individuellement par la table suivante.
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e A P S K
%) %} 1% 1%} 1%
€ {e} & & %
a 2] {a} {a} [z
er* {E} P(el) 5(61) F(el)US( 1)~P(61)
e1 - e A(el)ﬂ/l(el) P(el)UA(62)~P(62) S(BQ)UA(QQ)'S(el) F(el)UF(eg)L S(el)~P(62)
el | e A(el)UA(eg) P(el)up(eg) S(el)US(EQ) F(el)UF(CQ)

TaBLE 1.3 — Construction de A, P, S et F' dans différents cas

RemarQuUE (Notation) :

Si X1 et Y5 sont deux alphabets et ¢ : 31 — Y9, alors on note ¢ 'extension de ¢ aux

mots de X7 :

et, de plus, on note

REMARQUE :
Ona@(LUM)=¢@(LUM)=¢@LU@M).

Propriété :

Preuve :

w e @(L -

p(wr ... wn) = p(w1) ... p(wn)

(L) = {p(w) | w € L}.

(L M) =

‘G:

(L) - #(M)

M) <= 3Jue L -M, w=¢(u)
= 3(v,t) €L X M, w=¢(v-t)
<= 3J(v,t) € Lx M, w=@(v) - @(t)

— w e @(L) - p(M).

Définition :

comme étant

Do =2
Ep =€

ap, = p(a)sia € 3

(e1-e2)p = (e1)e - (e2)y

Soient e € Reg(X1), ¢ : X1 — X5. On définit alors inductivement e,

(e1]e2)e = (e1)y | (e2)e

(e’{)s@ = ((el)w)*-

Propriété :

Sip: X — XYy ete € Reg(X1), alors

ZL(ep) = ¢(ZL(e))-
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Preuve (par incuction sur e € Reg(X1)) : cas @ ¥£(D,) = %(2) = @ = ¢(2) = ¢(£(9))
case L(e,) = £(e) = {e} = #( A faire : recopier ici

ase; - ez Z((e1-e2)p) =2L((e1)y - (e2)y)) = ZL((e1)y) - L((e2)e) = G(L(e1)) - P(L(e2)) = B(L(e1) -
Z(e2)) = ¢(ZL(e1 - e2)).

autres cas

O

Propriété : Soit e € Reg(X1). Il existe f € Reg(X) et ¢ : ¥ — X tel que f est
linéaire et e = f,.

Preuve :
11 suffit de numéroter les lettres (c.f. exemple ci-dessous). O

ExEmPLE :
Avece=c*((a-a)|e)-((a]cle)*))*-b-a-a*,ona

f=cil(a1-az)|e)- (bi((az | c2 [€)*)* b2 a4 as

et
al = a
as = a
as = a
a4 = a
%) as — a
b1 = b
bQ = b
@il = @
() = @

1.6.3 Automates locaux

Définition (automate local, local standard) : Un automate d = (X, Q, I, F, §) est dit
local deés lors que pour out V(q1,¢2,4,93,q4) €EQ X Q X ¥ X Q X Q,

(q1,€,g3) €0 et (g2,4,qa) €6 = q3 = qa.

L'automate o est dit, de plus, standard lorsque Card(l) = 1 et qu’il n’existe pas de
transitions entrante en I'unique état initial qo.

Propriété : Un langage est local si et seulement s’il est reconnu par un automate local
standard.

EXEMPLE :
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b
a
a

Ficure 1.19 — Automate local reconnaissant le langage (ab)*

Preuve ¥ = ” Soit L un langage local. Soit (A, S, P, F, N) tels que
L=AU(PZ*NnI")\ (Z*NZ*).
Soit alors l'automate @ = X' W {e}, I = {e}, Fu = SU A, et
5= {(¢,4,d)e@x X xQ|qq € Fetq =20}
U{(e,4,q) € x X xQ|L=qetqge P}.

On pose 9 = (X,Q, I, Fy, §). Montrons que £ (s1) = L.
“C” Soit w € £ (). Soit donc

@ g2 > = Gne1 — 4
une exécution acceptante dans of. Montrons que w; ... w, € L.
Casl w=cetn=0.Ainsiqo =g, =cet FNI=0.0r Fy = SUA,etdonc A = {e},
doue € L.

Cas2 w # e. On sait que w1 € P;eneffet, (¢, w1, q1) € § donc wy = g1 € P. De méme,
(qn-1,wn, qn) € §,d0u S 3 w, = g,.Deplus,Vi € [1,n — 1], (gi—1,ws,q;) € S
et (gi,wit1,q:i+1) € 6. Ainsi, w; = ¢; et wi41 = g¢iy1 avec ¢;qi41 € F, dou
w;w;+1 € F.Doncw € L.

“D” Soitw =w; ... w, € L.

Cas1l w =¢e.0na A = {e}, et donc ¢ est final (ou initial). On en déduit que ¢ € £ ().
Cas 2 w # . Montrons, par récurrence finie sur p < n, qu’il existe une exécution

w,

wy P
o —>q1 = S qn-1—>Gp

dans 9.

o w
— Avecp = 1,onaw; € P donc (¢, w;,w;) € §. Ainsi, e —+ w; est une
exécution dans dl.

wy,

. w
— Supposons construite —» ¢1 — - -+ —> g, = wy, avec p < n. Or, wpwy, 1 €

F donc (wp, Wp+1, Wpt1) € 6. Ainsi,

w, w, Wy i1
E—=>q1 — " —>(qp — 7 Wpt1

est une exécution acceptante de 4.
De proche en proche, on a

wy Wy,
€—>q1— " 7 (dn-1— Wn

une exécution dans 9. Or, w,, € S = F, et donc I'exécution est acceptante dans o,
et w € L(dA).

“<=7 Soitd = (X,Q, I, Fy,d) un automate localement standard. Montrons que & (s1) est local. Il suffit
de montrer que p(£(d)) = £L(d). Or L(s4) C p(£(d)). On montre donc p(£L (o)) C L ().
Soit w € p(£L(d)). Ainsi,
w € AZ() U (PE@)Z* N S*sE@)) \ (Z*N@@6)s*).
Montrons que w € £(d).
— Siw € A(Z(d)), alors w = &. Or, A(Z(d)) = L(d) N {e}. Ainsi w € L(d).

— Sinon, w = w; ... w, avec w; € P(£(d)), donc il existe v € X* tel que wy - u € L(A).
11 existe donc une exécution acceptante

w @
I>q —q—— —qs € Fa.
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. L w
11 existe donc une exécution g — q1.

Supposons construit g; BN q — - =B, qp avec p < n. Or, wywy, 1 € F(ZL(d4)), donc
il existe w € X" ety € X" tels que x - wy, - wp41 -y € L(d). Il existe donc une exécution
acceptante

z w, W1 v
) = = v Bl = B =1 kil = = = (o
Or, par localité de 'automate, g, = . Il existe donc g, 11 (= 7p41) tel que (gp, Wp41, gpt1) €
4. On a donc une exécution
@i Wp+t1
qo —>q1 —> " > qp — qQpt1-
De proche en proche, il existe une exécution

d0 5 qi = = .
Or, w, € S(£(d)), il existe donc v € X* tel que v - w, € Z(d), donc il existe un exécution
acceptante
v
ISrg—— =151 2 r, € Fy.

Par localité, rs = q, € Fy.
Donc p(£(d)) C Z(d) et donc p(ZL(d)) = £(oA). On en déduit que £ (s1) est local.

ExEmPLE :
Dans le langage local (ab)* | ¢c*,ona A = {e}, S = {c,b}, P = {a,c} et F' = {ab, ba, cc}.
L’automate local reconnaissant ce langage est celui ci-dessous.

Ficure 1.20 — Automate local reconnaissant (ab)* | c*

Propriété : Soitd = (X,Q, I, F,)) un automate et ¢ : ¥ — X;. On pose
&' = {(a,¢(9),4") | (¢,¢,¢') € 8}.

Onpose d’ = (X,Q,1,F,§).Ona2(d') = p(ZL(dA)).

ExERrcicE :
Montrons que LR C p(X*) i.e. il existe des langages non reconnaissables.

R n’est pas dénombrable. On écrit un nombre réel comme une suite infinie
0,10110010101...1010110...

On pose X = {a}, on crée le langage L, associé au nombre ci-dessus comme I’ensemble
contenant a, aaa, aaaa,. ..

RemarQUE (Notation) :
On note A, lautomate (¢(E), @, 1, F,8') ot &' = {(¢,(6),¢) | (a.4,¢') € 6.
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1.6.4 Algorithme de BErrY-SETHI : les langages réguliers sont recon-

naissables
ExeEmPLE :
On considére l'expression réguliere aab(a | b)*. On numeérote les lettres : ajazbi (a3 |
ba)*, avec
al = a
a = a
@ : a3 — a
bl = b
bz (g b
A S 2 F
al 1%} al al %)
a %) ag ag %)
al - ag %) ag al a1as
b1 %) b1 b1 %)
aijasbi z b1 al ajaz,azby
as 1% as as 1%}
bo %) ba ba %)
as | bo 1%} as, ba as, ba 1%}
(a3 | b2)* € as, ba az, b2 azbz,b2a3,azaz, babs
arazbi(az | b2)* | @ | a3,bzab; ax asba, baasz, azas, baba, aiaz, az2bi, bias, bibe

TaBLe 1.4— A, S, P et F pour les différents mots reconnus

On crée donc 'automate ci-dessous.

al b1
az

Ficure 1.21 — Automate déduit de la table A

On applique la fonction ¢ a tous les états et transitions pour obtenir I'automate ci-
dessous. Cet algorithme reconnait le langage aab(a | b)*.
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Ficure 1.22 — Application de ¢ a 'automate de la figure 21

Théoréeme : Tout langage régulier est reconnaissable. De plus, on a un algorithme qui
calcule un automate le reconnaissant, a partir de sa représentation sous forme d’expres-
sion réguliere.

Algorithme (Berry-SetHI) : Entrée : Une expression réguliére e
Sortie : Un automate reconnaissant &£ (e)

1. On linéarise e en f avec une fonction ¢ telle que f, = e.
2. On calcule inductivement A(f), S(f), P(f), et F(f).
3. On fabrique o = (¥, Q, I, F, §) un automate reconnaissant £(f).
4. Onretourne 9.
A faire : refaire la mise en page pour les algorithmes

1.6.5 Les langages reconnaissables sont réguliers
On fait le « sens inverse » : a partir d'un automate, comment en déduire le langage reconnu
par cet automate ?

L’idée est de supprimer les états un a un. Premiérement, on rassemble les états initiaux en
les reliant a un état ., et de méme, on relie les états finaux a . Pour une suite d’états, on

concaténe les lettres reconnus sur chaque transition :

b

ab

o @ ® - PS

Ficure 1.23 — Succession d’états

De méme, lors de « branches » en paralléles, on les concaténe avec un |. En appliquant cet
algorithme a ’automate précédent, on a

(aab) - ((s | aa*) | (b| aa*b) - (b | aa*b)* (aa* | 5)).

Définition : Un automate généralisé est un quintuplet (3,Q, I, F,d) ou
— XY est un alphabet;
— @ est un ensemble fini;
— 1 CQ;
— FCQ;
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— 6 C @ x Reg(X) x @, avec

Vr € Reg(X), V(q,q") € @2, Card({(¢,7,¢') € 6}) < L.

Définition (Langage reconnu par un automate généralisé) : Soit (X, Q, I, F, §) un au-
tomate généralisé. On dit qu'un mot w est reconnu par 'automate s’il existe une suite

T1 T2 Tn
qo —>q1 —>q2 — " > qn-1 —7 qn

et (ui)ie1,n] tels que Vi € [1,n], u; € L(r;) et w =u1 -uz - ... un.

Définition : Un automate généralisé (X, Q, I, F, §) est dit « bien détouré? » si I = {i}
et F = {f}, avec i # f, tels que 7 n’a pas de transitions entrantes et f n’a pas de
transitions sortantes.

Lemme : Tout automate généralisé est équivalent a un automate généralisé « bien
détouré. » En effet, soit & = (X, Q, I, F, §) un automate généralisé. Soit i Z Q et f & Q.
Onpose X' =X, I' = {i}, F' ={f}, @' =QU {i, f} et

8 =0U{(i,e,q) g€ I} U{(q,e,f) | g€ F}.

Alors, automate o1’ = (X/,Q’, I, F’,§") est équivalent a ol et « bien détouré. »

Lemme : Soit 4 = (X,Q, I, F,J) un automate généralisé « bien détouré » tel que
|@] > 3. Alors il existe un automate généralisé « bien détouré » o’ = (X,Q',I,F,d’)
avec @' C Q et L(d) = L (A').

Preuve :
Etant donné qu’il existe au plus une transition entre chaque pair d’état (¢, ¢’) € @, il est possible de le
représenter au moyen d’une fonction de transition
T:Q x Q@ — Reg(X).
A faire : Recopier la def de T Soit g € @ \ {i, f}. Soit alors 7" défini, pour (g., q») € @ \ {g}, par

T'(qa> ) = T(qas @) | T(qasq) - T(g,9)" - T(q, qv)-

O

On consideére 'automate @’ = @ \ {g} et §’ construit & partir de 7”.

EXEMPLE :
On considere 'automate ci-dessous.

2. Cette notation n’est pas officielle.
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alb

s O
Ficure 1.24 — Automate exemple

La fonction 7" peut étre représentée dans la table ci-dessous.

0 1 2
0| @ alb e
1 %] %] %]
2 | @ %] a*

TaBLe 1.5 — Fonction T équivalente & 'automate de la figure

EXEMPLE :
On applique l'algorithme & 'automate suivant.
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d*aa|(ac|b)-(cc)*-(b|ca)§de
® —@
. d*aa | (ac|b) - (cc)* - (b] ca)(d | e)* .

Ficure 1.25 — Application de I'algorithme & un exemple

On a donc que le langage de 'automate initial est

Z(d*(aa) | (ac | b)(ce)* (b | ca)(d | €)*).

Théoreme : Un langage reconnaissable est régulier.

Preuve :
On itere le lemme précédent depuis un automate généralisé o/ jusqu’a obtention d’'un automate comme

celui ci-dessous.
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Ficure 1.26 — Automate résultat de I'application du lemme

On a alors & (o) = £(r). O

Théoreme (Kieene) : Un langage est régulier si et seulement s’il est reconnaissable.
Et, on a donné un algorithme effectuant ce calcul dans les deux sens.

1.7 La classe des langages réguliers

Ul

Ensemble de tous les langages

Langages réguliers

Langages locaux

Ficure 1.27 — Ensembles de langages

Propriété : La classe des langages réguliers/reconnaissables est stable par passage
au complémentaire.

Preuve :

Soit L € LR.Soitdl = (¥, @, I, F, §) un automate reconnaissant le langage L. Soitsl’ = (X,6’,I', F’, &)
un automate déterministe et complet équivalent & o. Soit o1’/ = (X,Q’,I’,@’ \ F’,s"). Alors (a prouver &
la maison) £ (") = X* \ £(d) = £* \ L et donc X* \ L est reconnaissable/régulier. O

Corollaire : On a la stabilité par intersection. En effet,
Lnr = (reu (L’)C)C
ou L° est le complémentaire de L.
Corollaire : SiL et L’ sont deux langages réguliers (quelconques), alors L \ L’ est un

langage régulier. En effet,
L\L =Ln (L)
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Corollaire : Si L et L’ sont deux langages réguliers. Alors L A L’'® est un langage
régulier. En effet

def
o ‘Cwor\@nr).

1.7.1 Limite de la classe/Lemme de P’étoile

Théoreme (Lemme de ’étoile) : Soit L un langage reconnu par un automate a n états.
Pour tout mot v € L de longueur supérieure ou égale a n, il existe trois mots z, y et z
tels que

u=zx-y-z, |z -yl < n, y # e, et VpeN, z-y? -z € L.

Preuve :
Soit L un langage reconnu par un automate o = (X, Q, I, F, §) a n états. Soit u un mot d’un alphabet ¥
de longueur supérieure ou égale a n (u € X>") tel que u € L. Alors, il existe un exécution acceptante

wy usy Uy,
qo —>q1 —>q2 — " 7> qdm—-1 — 7 dm

avec m > n. Par principe des tiroirs, l'ensemble {(i,5) € [0,m]? | i < jetg; = g;} est non vide. Et
donc A = {j € [0,m] | 3i € [0,5 — 1], g; = q;} est non vide. Soit alors jo = min A bien défini. Alors,
par définition de A, il existe i € [0, jo — 1] tel que ¢;, = g;, et jo < n. On pose donc

Uy Uz Wig WUig+1 Ujo Ujg+1 Um
Q0 — Q1 = = Qg = Qighl = = @, = Q41 = = Gm
L Yy z
T=UIULS .. Ujy, Y = U1 ---Ujy €6 241 ... Upm. Onadoncy # e : en effet iy < jo. Egalement, on a

z-y| =jo <netu=z-y-z Montrons alors que Vp € N, = - y” - z € L. La suite de transitions
J g q (

U,y Uig Ujo+1 U,
qo —>q1 — " —> qiy, ——> Qjo+1 — ° —> Gm

est une exécution acceptante donc x - z € L. De proche en proche, on en déduit que = - y? - 2 € L pour tout
p € N. (]

Corollaire : Ily a des langages non réguliers/reconnaissables.

Preuve :

Soit L = {a™ - b" | n € IN}. Montrons que L n’est pas régulier par 'absurde. Supposons L reconnaissable
par un automate o a n états, et soit u = a™ - b™. Alors |u| > n. D’ou, d’aprés le lemme de I'étoile, il existe
un triplet (z,y,2) € (Z*)% telquey # e, u =z -y -2, |z -y| < netx-y* 2z C L (%). Il existe donc
p € [1,n] tel que y = a”. De méme, il existe ¢ € [0,n — p] tel que z = a? et z = a™ P~ 7 - b™. Donc,
d’apres (x),z-y-y-z € Letdonca?-a? -a?-a" P~ %.b" € L,dott a™ P - b™ € L. Or, comme p # 0,
n + p # n : une contradiction. O

ExXERCICE :

On considere le langage Ly = {w € X* | |w|a = |w|y}. Le langage Lo est-il régulier?
La méme démonstration fonction en remplacant L par Ly. Mais, nous allons procéder
autrement, par I'absurde : on suppose Lo régulier. Or, on sait que, d’aprés la preuve
précédente, L = Ly Na* - b*, et a* - b* est régulier. D’ou L régulier, ce qui est absurde.

ExErcicE :
On considere le langage L = {w € X* | |w|q

|wl|p [3]}. Le langage L est-il régulier?

3. A est la différence symétrique
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Oui, 'automate de la figure suivante reconnait le langage L (les états représentent la
différence |w|, — |w|p mod 3).

Montrons a présent qu’'un automate & moins de trois états n’est pas possible : si §* (ig, a®) 3
5*(io,a¥) avec [0,2] > = < y € [0, 2], alors pour tout z € IN, §*(ig, a®+?) = §*(ip, a¥t?).
On pose z = 3 — y. Alors

8* (i, a®T37Y) = 6* (g, a®).
N m

Ficure 1.28 — Automate reconnaissant le langage {w € X* | |w|a = |w|p [3]}

ExERrcIcE :
Soit ¥ = {0,1,°C,),{’,‘},*,’}. On écrit en OCaml la fonction to_string définie telle
que si (affiche o) et (affiche 91’) donnent le méme affichage, alors of = o’.

0
Ficure 1.29 — Codage d’'un automate par une chaine de caractéres

Par exemple, on représente 'automate ci-dessus par

“({0,1,10},{0}, {10}, {(0,0, 1), (1,0,10), (10,0, 1), (1,1,0)}).”

1 | let affiche (Q,I,F,d) = I

Cope 1.3 — Fonction affiche affichant un automate

A faire : Recopier le code

ExERcICE :
Supposons que tout langage est reconnaissable. Soit L = {w € X* | 3o, w < affiche detw &
Z(sd)}. Soit B un automate tel que L = £(B). Soit w € affiche B. Si w € L, alors il
existe un automate tel que w = affiche o et w ¢ £L(d). D'ou 9l = B par injectivité et
donc w ¢ 2£(B) = L, ce qui est absurde. Sinon, si w ¢ L, alors w = affiche B avec
w ¢ L(B) et w € L, ce qui est absurde.
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Annexe 1.A Comment prouver la correction d’un programme ?

Avec ¥ = {a, b}. Comment montrer qu’'un mot a au moins un a et un nombre pair de b.

Ficure 1.30 — Automate reconnaissant les mots valides

On veut montrer que
Py, : «Yw € X*, Vq € @, (il existe une exécution par w menant & q) <= w satisfait I, »
ou
Iy, ¢ (Jwle =1 <= v) et (r = |w|, mod 2).
m Mm
B {0,1}

On le montre par récurrence sur la longueur de w :

« ”»

=5 — Pour w = ¢, alors montrons que Vq € Q, il existe un exécution menant a g étiquetée

par w (noté — q) si et seulement si w satisfait I,.
sl
— 55 (F,0) est vrai, de plus ¢ satisfait IF,0;
o ;

— sinon si g # (F,0), alors =5 g est fausse, de plus € ne satisfait pas I,.
o

— Supposons maintenant P, vrai pour tout mot w de taille n. Soit w = wy ... wpwn41
un mot de taille n+1. Notons w = wj . . . w,. Montrons que P, est vrai. Soit g € Q.
Supposons —s q.

o

— Sig = (F,0) et wyp4+1 = b. On a donc LN (F,1), et, par hypothese de récur-
o

rence, w satisfait. Donc |w|q, = 0 et |w|, =1 [2] donc |w|q, =0et |w|, =0 [2]
donc w satisfait I q).

— De méme pour les autres cas.
“ <=7 Réciproquement, supposons que w satisfait I,.
— Siw = (V,0) et wp1 = a. Alors,
— sl |w|e = 0, alors w satisfait 1 (F,0)- Par hypothese de récurrence, on a donc
% (F,0) et donc % (V,0).

— si |wlp > 1, alors w satisfait /(v o) donc % (V,0) et donc % (V,0).

— De méme pour les autres cas.

On a donc bien
Yw € X*,Vq € @, % q <= w satisfait 1.
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Finalement,
L) ={weZ*|3f €F, — f}
= fwe = | (V,0)}

= {w € X* | w satisfait I(y o)}
={we X" ||wle = 1et|w|, =0 [2]}

Annexe 1.B HORS-PROGRAMME

«»

Définition : On appelle monoide un ensemble M muni d’une loi “-” interne associative

admettant un élément neutre 1,,.

Définition : Etant donné deux monoides M et N, on appelle morphisme de monoides
une fonction p : M — N telle que

1 p(ly) =1n;
2. w(z-my) = p(@) N wuy).

ExEmPLE :
| -] :(X*,:) = (N, +) est un morphisme de monoides.

Définition : Unlangage L est dit reconnu par un monoide M, un morphisme p : X* —
M et un ensemble P C M si L = p~1(P).

EXEMPLE : 5
L’ensemble {a™" | n € IN} est reconnu par le morphisme | - | et 'ensemble P = {n? |
n € IN}.

Théoreme : Un langage est régulier si et seulement s’il est reconnu par un monoide
fini.

ExEmpPLE :
L’ensemble {a?™ | n € IN} est un langage régulier. En effet, on a M = Z/2z, P = {0} et

w: X — Z)ag,
w — |w| mod 2.
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b

Ficure 1.81 — Automate reconnaissant = (P) = L

Preuve ¥ = ” Soit L € p(X*) reconnu par un monoide M fini, un morphisme p et un ensemble P :
L =pu '(P).Posons ol = (X’,Q, I, F, §) avec

5 — & Q=M I={ly} F—p
§={(¢.4,d) €@x X xQ|q- ul)=q}

Montrons que £(sd) = L. Soit w € £(d). Il existe une exécution acceptante

I =qo —5q1— -~ q € P.
Orp(ws - ..wn) = [T wlwi) = a0 [T7, mwi) = qon(wn)- [T wwi) = ar [T nlwi) =

gn € P.

O
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2.1 Introduction

ANS CE CHAPITRE, on s’intéresse aux algorithmes probabilistes de deux types : MonTE-CARLO
I et Las-Vegas. L'idée est de donner une définition plus mathématique d'un « algorithme
probabiliste » et de I'influence de I’aléatoire.

Définition : Un algorithme déterministe est un algorithme tel que pour chaque en-
trée I de 'algorithme, 'exécution de I’algorithme produit toujours exactement la méme
suite d’états.

REMARQUE :
Un algorithme déterministe produit donc toujours les méme sorties sur les mémes en-
trées.

Définition : Un algorithme probabiliste est un algorithme opérant sur un ensemble
6, tel que la suite d’états obtenus par exécution de 'algorithme sur une entrée ¢ € € est
une variable aléatoire.

REMARQUE :
Avec cette définition, un algorithme déterministe est un algorithme probabiliste.
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ExeEmPLE :
On considere le probleme suivant :

Problome Tos - {Entree : un tableau 7" de taille n

Sortie  : T trié.

Une réponse a ce probleme est I'algorithme nommé Bozosort décrit ci-dessous. On le
nomme aussi « tri aléatoire. »

Algorithme 2.1 Bozosort

Entrée 7 un tableau
1: tant que 7 non trié faire

2: L i UL, n - 1])

3. J = U([L,n—1])
4: Echanger i et j dans le tableau T°

On étudie I'algorithme ci-dessus : il est trivialement partiellement correct (i.e. s’il est
correct). En effet, par négation de la condition de boucle, on a 7' trié.

Le temps d’exécution de 'algorithme est difficile a estimer. L’algorithme peut ne pas
terminer.

ExEMPLE :
On considére a présent le probléme ci-dessous : approximer «. ’algorithme tire des points
au hasard dans un carré unité, et regarde si le point est dans le disque unité.

Ficure 2.1 — Algorithme de MonTE-CARLO pour approximer m

On compte le nombre de points dans le disque, et ceux en dehors. Avec un grand nombre
de points, on approxime le ratio de I’aire du disque et de I'aire du carré. Puis, on calcule

4x(ﬁ)zw

Le temps d’exécution dépend uniquement des parametres de précision de ’algorithme,
pas des tirages. Par contre, la qualité de la réponse dépend des choix aléatoires.

Définition (Algorithme de type Las Vecas) : Etant donné un probléme P, un algo-
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rithme probabiliste répondant au probléme P est dit de type Las Vecas dés lors que, s’il
se termine, c’est en donnant une réponse correcte.

Définition (Algorithme de type MonTe-CaRLO) :  Etant donné un probléme P, un algo-
rithme probabiliste répondant au probleme P est dit de type MonTe-CARLO dés lors que
son temps d’exécution dépend uniquement de son entrée. L’algorithme peut cependant
répondre de maniére erronée au probleme P avec une « certaine » probabilité.

REMARQUE :
Dans le cas d’un probléme de décision (la réponse de I'algorithme est our ou Non), un
algorithme de type MonTE-CARLO est dit
— « a erreur unilatérale » s’il existe une des réponses (our ou Non) r telle que, si
P’algorithme répond r, alors il a raison (r est la réponse au probleme);
— « a erreur bilatérale » si pour chaque réponse l'algorithme se trompe avec une
probabilité non nulle.

ExEMPLE :
On considére le probleme : étant donné un tableau 7' € {0,1}" tel que T contient p fois
la valeur ‘0’, avec 0 < p < n, on cherche si, pour i € [1,n — 1], T[i] = 1.

Une réponse a ce probléme est un algorithme de type MonTeE-CAaRLO, comme celui ci-
dessous.

Algorithme 2.2 Algorithme de MonTe-CARLO pour répondre au probleme
Entrée k € IN et T un tableau

1:1+0

2: pour j € [1, k] faire

3: \; i+ UL, n—1])

si T[i| = 1 alors
| retourner i

4:
5:
6: retourner :

Mais, on peut également donner un algorithme de Las-Vecas répondant aussi au méme
probléme.

Algorithme 2.3 Algorithme de Las-VEcas pour répondre au probleme

Entrée T un tableau

1: 4+ U([1L,n—1])

: tant que 7T'[i] # 1 faire
s i+ Uo,n —1])

: retourner ¢

> W N

Etudions I'algorithme de Las-VEcas : la correction partielle est validée. Etudions la
terminaison : fixons 7" un tableau de taille n contenant p occurrences de ‘0’ avec 0 < p < n.
Notons (X;)scq la suite des variables aléatoires donnant la valeur produite par le /iéme
appel a U ([0, 1]). Remarquons que & est une variable aléatoire : en effet c’est [0, N] pour
un certain N € IN sil’algorithme se termine; sinon, on a @ = IN. Notons A, I'’événement
« lalgorithme s’arréte apres ¢ appels au générateur U([[0,n — 1]). On a donc

Ag=“T[Xo] = 0AT[X1] =0A -~ AT[Xq—2] = 0AT[Xq_1] = 1”.
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D’ou en passant aux probabilités, on a
P(Ag) = P(“T[Xo] =0AT[X1]=0A---AT[Xq—2] =0AT[Xq-1] =17")

et, par indépendance, on a donc
q—2
P(Ag) = P(T[X,—1 = 1) x ([ PTIxX;1 = 0)).
7=0

Or, Vj € [0,q — 2], P(T[X;] = 0) = Z par uniformité, et, de plus, P(T[X,—1] = 1) =
“—L par uniformité. On pose p = £, et donc P(A4) = p?~'(1—p). Notons N I'événement
« lalgorithme ne se termine pas » et calculons

P(N)=1-P(N)

~1-r(V 4

IS

=1- ) P(Ag)

geEN*

=1 Z p? (1 - p)

qeIN*

1-p
i
=0

Soit T la variable aléatoire indiquant le temps d’arrét de I’algorithme (en nombre d’ité-
rations). On calcule I'espérance de J :

[
=
=
\
b
>
S
.
i

Etudions maintenant I'algorithme de MonTe-CarLo. Il se termine trivialement, et la
probabilité d’erreur est p x --- x p. Par exemple, pour p = %, et k = 80, la probabilité
d’erreur est de 2%. ¥

k
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2.2 Algorithme de MoNTE-CARLO
On consideére le probléeme : « étant donné trois matrices A, B, C de Jl,,(%/2z), a-t-on A- B =
c?»

Un algorithme trivial serait de calculer A - B et on vérifie, point a point, que A- B = C. La
complexité cet algorithme est en ©(n?) a cause du produit matriciel.

Un algorithme de MonTe-CARLO serait le suivant.

Algorithme 2.4 Algorithme de MonTE-CarLO répondant au probleme
Entrée A, B, C trois matrices et k € IN
1: pour j € [1, k] faire
2: | 1+ U((Z/2)") >n
2

3] rn<+ B-r >n

4 ro —— A1 > n2
5 r3 ¢ C-r > n2
6: sir3 # ro alors

7 | retourner Non
8: retourner Our

Dans le pire cas, la complexité est en k x n2. On cherche la probabilité d’erreur de cet algo-
rithme. Pour cela, on utilise le lemme suivant.

Lemme : SiD #0,etr ~ U((%Z/z)"), alors P(D -r = 0) <

Preuve :
Si D € Jl,(%/2z) \ {0}, alors il existe i et j tels que D; ; #0.Si D -r =0,0na

E D;rrr =0 etdonc 7 = — g D; k7.

k=1 k=1
k#j

Donc, si r; # Z:Zl D;yry, alors P(D - r # 0) > P(rj == Z‘:/Zl D,,km)- On note E I'événement
k#j k#j

«rj=0ety iy Digri =1> et By Pévénement < r; =let » i_y D xrx = 0. » Dot
J#3 J#3
P(r, + E D,,k.”.) = P(Eo V E).
k=1
J#3

Par incompatibilité, on a P(Ey V E1) = P(Ey) + P(E,), dou

n
Va € {0,1}, P(E.) = P(r] =@ N E D;pry =1 — a,)

k=1
J#J

et, par indépendance,

n

Va € {0,1} P(E,) = P(r; =a)- P(ZD”‘J'A. =1- u.) = éP( ).

k=1
J#3

1. a faire
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P(n; # ZD,;,,W,) = %[P(Z Dijre =1) + P(ZDMW =0)]
k=1 k=1 k=1

J#3 J#J J#3

et, par incompatibilité,

P(r; # ZD,,,M) = %%P(ZDMT;C €{0,1}) = %
k=1 k=1

3#i 3#i

D’ou, l'algorithme ci-dessous est tel que sa probabilité d’échec est de 2% Or, l’algorithme a

une complexité de 6(kn?).

2.3 Algorithme de type Las-VEGas

On étudie le tri rapide. On considere les fonctions “ Partitionner,” puis “ Tri Rapide.”

Algorithme 2.5 Fonction “Partitionner” utilisée dans le tri rapide

Entrée T le tableau a trier, g, d et p trois entiers (bornes du tableau)

Sortie un entier J et le sous-tableau T[g..d] est modifié en T de sorte que T8[J] = T'[p], et
Vi€ [g,J — 1], T[i] < T[J], et Vi € [J + 1,d], T[i] > T[J], et Vi € [0,n — 1] \ [g, d],
T[i] = T[i], et T est une permutation de 7'

: ECHANGER(T, J,d)

g

I +g

: tant que I < d faire

si T[I] > T[d] alors > Cas “T'[I] > pivot”

| T T+1

sinon > Cas “T'[I] < pivot”

L Ecuancer(T, I, J)

© 0 G W N R

._
< .

J+—J+1

I < TI+1

: EcHANGER(T, J, d)
: retourner J

=
N =

REMARQUE :
On admet que 7" est une permutation de 7. On admet également que, Vi € [0,n — 1] \
lg, d], T'[i] = T'[4].

Lemme : “Partitionner” est correct.

Preuve :
On considére
Vk € [g,1I], T[k] < T[d] (1)
(F): S Vk € [J,I—1], T[k] > T|[d] (2) .
g<J<KILd (3)

— Montrons que .¥ est vrai initialement : a l'initialisation, I = g et J = g, donc les trois propriétés
(.F) sont trivialement vraies.

— Montrons que I'invariant (.¥) se propage. Notons I, J, et T" les valeurs de I, J et T avant itération

2. La notation T représente le tableau 7' apres l’algorithme, et la notation 7 représente le tableau 7" avant
lalgorithme.
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de boucle. Notons également I, .J et T les valeurs de I, .J et T" aprés cette méme itération de boucle.
Supposons que I, J et T vérifient (.¥), et la condition de boucle. Montrons que I, J et T vérifient
(). On a donc, d’apres (.F),

Vk € [g,J — 1], T[k] < T[d
Vk € [T,I-1], T[k] > T[d
9<JI<I<d.

]
|

Mais aussi, d’apres la condition de boucle, I < d. Mais également, d’apres le programme,
siT[I] > T[d],alors =1+ 1,T ,et J = J;
sinon si 7'[I] < T'[d], et donc J = J+ 1, j I+1,Yk € [on, —1]\ {I, J}, T[k] = T[k],
et T[I] = T[J], et T[J] = TlI].
Cas 1 T[I] > Tld], alors
(B) g<JIJ=J<I<I<d
(1) Soitk € [g,J — 1], onadonc k € [g,J — 1], et donc T'[k] = T'[k] < T'[d] = T'[d].
(2) Soitk e [J,I—1],
— sik € [J,I—1],alors T[k]& = T[k] > T[d] = T[d].
— sik =1 —1= I, par condition if, alors T'[I] = T[I] > T'[d] = T[d].
Cas2 T[] < Tld]
(3) OnaJ < I,doncJ+1<I+1,doug<J+1=J<I<d.
(1) Soitk € [g,J — 1], done
— sik € [g,J — 1], alors T[k] = T[k] < T[d] = T[d
— sik=J—1=J,alors T[k] = T[J] = T[] < T[d] = T[d].
(2) Soitk € [J, I — 1], alors
— sik € [J,J — 1], alors, comme J > J, et donc T[k] = T'[k] > T'[d] = T/[d].
— sik=1—1=1I,etdonc T[k] = T[I] = T[J] > T[d] = T[d].

Ainsi, (.) est un invariant, et donc, en sortie de boucle, I, J et T" sont tels que

Vk € [g.J — 1], T[k] < T[d]
Vk € [J,1—1], Tlk] > T[d] Y et I3>d,
9<JI<I<d

la négation de la condition de boucle. On a donc I = d, et donc en fin de programme,

Vk € [lg,J — 1], Tk] < T[J] et Vke [J+1,I], T[k] > T[J].

Algorithme 2.6 Tri rapide

Entrée T un tableau, g et d les bornes de ce tableau
1: sid > g alors

A3 p < CroxPivor(T), g, d)

3 J < PartiTion(T, g, d, p)

4: TriRaPIDE(T, g, J — 1)

5 TriRaPIDE(T, J + 1, d)

La fonction “Tri(T")” est donc définie comme TriRAPIDE(T,0,n — 1) si T est un tableau de
taille n.

Etudions rapidement I'influence du choix du pivot.

Cas 1 On définit “ChoixPivot(T, g,d) = ¢.” Ainsi
A faire : Figure
Ficure 2.2 — Arbre des appels récursifs de “TriRapide” avec le pivot a gauche

Ainsi, la complexité de cet algorithme, avec ce choix de pivot, esten (n — 1) + (n — 2) +
(n—3)+---+2=0(n3?).
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Cas 2 On définit maintenant le choix du pivot comme 'indice de la médiane.
A faire : Figure
Ficure 2.3 — Arbre des appels récursifs de “TriRapide” avec le pivot a la médiane
Rédigeons-le rigoureusement : soit C, = maxy tableau de taille n. C (). Posons (up)pen =
(C2p)pen. D’apres I'algorithme de “TriRapide,” on a
Upt1 = 2P — 1wy, oy

= 2P+l 1 4 2,

= (2P — 1) +2(2P — 1) + 2%up,_4

=2optl g poptl 9192y, 4

=optl 1 4 9Pt o4 22(9P—1 1 4 2y, ,)

=2Ptl 7 4 optl 94 optl_ 924 93, .

On adoncug =1etu, =p x 2P — (2P — 1). Or, la suite (¢, ),en est croissante. Or,

Vn € N, 9lloga n] <n< ollogy n]+1

Ullogy n] S On < Ulogy nf+1-

en < (|loggn| + 1) x 2Uog2nl+1 _ gllogzn]—1,

Et donc, on en déduit que c,, = O (nlogy(n)).

RemarqQue (Notations) :

On fixe un tableau 7' de taille n. De plus, on suppose dans toute la suite, que 7' € &,,.% On
note alors X g [T'] 1a variable aléatoire indiquant le nombres de comparaisons effectuées
par l'algorithme TriRaPDE(T), g, d), dés lors que T'([g,d]) C [g,d].

On note de plus, E[X g [T]] Pespérance de cette variable aléatoire.

a. T est une permutation de n éléments. Ici, S,, représente 'ensemble des permutations de [1, n].

Théoréeme : Le nombre moyen de comparaisons effectuées par I'algorithme de tri ra-
pide pour une entrée T de taille n est équivalent & 2n In n. Autrement dit,

E[X;T]] ~ 2nlnn.

Preuve : — Lorsque d < g, alors X,‘f[T =0.
— Lorsque g < d,

— dans I'éventualité d’'un choix de pivot d’indice p € [g, d], le nombre de comparaisons est
alors
cotit du 1< appel récursif
e
; T[pl—1 [g,d,p] d g,d,p
d-g-1 + X, ,T ]+ XT(p]+1 [T }
e —

col e PARTIT] T,g,d N nd N o
cotit de Parmimion(T, g, d., p) cotit du 2 appel récursif
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ot T9 4P est le tableau T apres appel a Parririon(T, g, d, p). D’out

d
Blx;m] =) Blxgm| _]-Pe=1

i=g

d
Ta- 51: +1 ZE[X‘S[T]L:J
Jj=g
d

S o T[] -1 [pg.d,d
7o T O (49— 1 B[ o]
Ji=g

4 E[Xgm+1 [Tﬂvdﬂﬂ)
d

@=g=1+ g > (B[ [0 )]

k=g

e[t 17

car T : [g,d] — [g, d] est une bijection.
Soit donc la suite (c¢¢)¢cz définie par

VeeZ , co=0
VL e N, ¢ =E[X{[id]].

On a alors

l
. 1
VeeEN", co={(—-1)+ T E (ck—1 — Co—k—1)
k=0

£—1

=({-1)+ 2 E
cyp = 71 Ck

k=1
-1

(Z+1)cg=(f+1)(£—1)+226k

k=1

Dlow, b, = £(£ — 2) + 2 Zi:zl ¢k, et donc
(L+1)cg —Legy = €% —1— 0% + 20+ 2c4_4.

On en déduit donc que
(Z + l)cg — (Z + 2)(;@_1 =2/—1

et donc
() Cco—1 20— 1
£4+2 £L4+1  (L+1)(E+2)

Soit alors (u¢)een = (ce/(£+2)), oy, et uo = 0. Alors

n n
A - 2% —1
W*Z YR TURUE 2 e (R + 2)
k=1 k=1
or (k+217’3(7k1+2) ~ Z, et Zk>1 # diverge donc up ~ Ziil 2 ~ 21In£. On en déduit donc

que cp ~ 2{1n L.
O
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Dans la preuve précédente, on a utilisé le lemme suivant.

Lemme : Soit (g,d) € IN? et soit T' € G,, une permutation telle que 7'([g, d]) C [g, d]-

E[x¢[1)] = B[x$~[id]]-

Preuve (par récurrence forte surd — g = £ € IN) : — Soient (g,d) € N? tel que d — g = 0. Soit T" €
&, telle que T'([g, d]) C [g, d]. Onabien X7[T] =0 = X 7[id].

— On remarque, par hypothese de récurrence,
k—1—g<d—g

N ) B )

° E[x{_, [T04T ]| = E[x¢~*[id)].

On a alors

E[Xy’ [T]}

d
===+ gy 7 (e e W i o] )
k=g

:(d7g71)+ﬁ2(13[x§ 1 9[id]}+E{X5’ k l[id]D'

k=g

Ceci est vrai pour tout 7' € &, telle que T'([g, d]) C [g, d], donc

E[XId] =(d—g—1)+ ﬁ Z (E[X(’)“*I*‘i[id]} o E[Xg—k,l [id]D

k=g
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Annexe 2.A HORS-PROGRAMME
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3.1 Motivation

@’INTELLIGENCE ARTIFICIELLE est vue comme un « objet magique » mais ce n’est pas le cas :
~ cest ce que nous allons étudier dans ce chapitre. Il existe plusieurs méthodes permettant
Papprentissage : descente de gradient, k-plus proches voisins, ...

N

La base de donnée la plus utilisée est mnist : elle contient 60 000 images de 28 x 28 pixels
représentant un chiffre, et le chiffre correspondant. L'idée de 'apprentissage est de « deviner »
le chiffre dessiné en connaissant 'image.

3.2 Vocabulaire

Définition : On appelle signature de données un n-uplet de paires nom, ensemble; on
le typographie
(nom; : Si,momy : Sa,...,nomy, : Sp).
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Exempre : 1. §; = (titre : string, longueur : IN, date : IN),
2. 59 = (m:]R,y:]R),
3. 83 = (R:[0,255],G : [0,255] , B : [0,255] ).

Définition : Etant donné une signature de données $ = (nomy : Si,...,nom, : Sy,),
on appelle donnée un vecteur

1_):(1)1,1)2,...,1)»,7,)651XSQX---XSH.

Exempre : 1. (“2001, a space odyssey”, 139, 1968) est une donnée/un vecteur de signa-
ture $;.

2. (7r, \/5) est une donnée/un vecteur de signature $5.

Définition : Etant donné une signature de données $, on appelle jeu de données un
ensemble fini de vecteurs de signature S.

Définition : Etant donnée une signature de données $ et un ensemble de classes €,
on appelle jeu de données classifié 1a donnée

— d’un jeu de données S,

— d’une fonction f : S — €6 de classification.

3.3 Apprentissage supervisé

L'objectif de cette section est de construire des fonctions de classification, a partir d'un jeu
de données classifié.

Définition : Etant donné une signature de données 3, et un ensemble de classes €,
on appelle fonction de classification une fonction des données de signature $ dans 6.

REMARQUE :
On discutera de la « qualité » d’'une fonction de classification en fonction de ses résultats
sur les données d’'un jeu de données et sur des exemples de tests.
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3.3.1 k plus proches voisins

© o
© ® o o °
© o 9 o
o
re) <o
@@ ®
©]
< o
o © 0O ® <
* * X X x X X
* * * X X
X X X X
******X X X
. x . X X X
* X
* X
* o
><><><><><
O *
*
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* * X
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Ficure 3.1 — Représentation de I’algorithme des k plus proches voisins

Algorithme 3.1 k-NN (k nearest neighbors)

Entrée Un jeu de données classifié (.5, ¢), un vecteur d’entrée v

1: On trie S par distance croissante de v en di, do, ..., di, dg+1, ...
: Soit D un dictionnaire de € vers N initialisé 2 0¥

: pour j € [1, k] faire

g L D[C(dj)] = D[C(d])} +1

: retourner arg max ¢ D[d]

QU B W N

REMARQUE :
On doit avoir k < n, et 'espace doit étre muni d’'une distance. Les résultats de I’algo-
rithme dépendent fortement du jeu de données, du parametre k et de la distance choisie.

Matrice de confusion

Définition : On appelle matrice de confusion d’un algorithme de prédiction ¢/ sur un
jeu de données classifié (T, c), la matrice

(Card{t ET |d(t) =ietc(t) = j}>(i,j)e<@2'

1. ou toutes les valeurs sont initialisées a 0, pas un dictionnaire vide
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Dans le cas particulier d’une classification (V/, F'), on nomme

vrai
o F \4
F vrai négatif | faux négatif °
1% faux positif | vrai positif

TasLE 3.1 — Matrice de confusion dans le cas d’une classification en V et F

Comment améliorer la performance de l'algorithme des k plus proches voisins ? En dimen-
sion 1, on peut utiliser une dichotomie. Mais, dans des dimensions plus grandes, 'ordre lexico-
graphique, et 'ordre produit ne fonctionnent pas. Mais, on peut appliquer une “dichotomie” en
changeant de dimension. Par exemple, en deux dimension, on obtient la dichotomie ci-dessous.

Ficure 3.2 — Représentation de la “dichotomie” en dimension 2

Pour représenter cette structure de données, on utilise un arbre binaire comme montré ci-
dessous. Cet arbre est appelé un arbre k-dimensionnels.

0

/1
Al

Ficure 3.3 — Arbre 2-dimensionnel représentant la “dichotomie” précédente

3.3.2 Arbres k-dimensionnels

BEMARQUE (Notations) :
Etant donné un jeu de données S, on note pour v € S,

Sgi“:{uGS\uigvi} et S22 ={ue S |u; > v}
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Algorithme 3.2 “F” : Fabrication d’un arbre k-dimensionnel

Entrée 7 un jeu de données et i € [0,n — 1], oi n est la dimension des données

1: siV = o alors

2: | retourner Vide

3: sinon

4: On cherche v € 7/ tel que v; est la médiane de {u; | u € U}

5 L retourner Noeud((v,i), F((7 \ {v})Si%,i + 1 mod n), F((7 \ {v})>i?,i+ 1 mod n))

Algorithme 3.3 “R” : Recherche du point le plus proche

Entrée Un arbre k-dimensionnel et un vecteur v
1: si T est vide alors

2: | retourner None

3: sinon

4 Neeud((u,4), G, D) < T

5: si u; < v; alors

6: W «+ R(D,v)

& si W = None alors

8 W'+ R(G,v)

9: si W’ = o alors

10: | retourner Some(u)

11: sinon

12 L Some(z) + W'

13: retourner le plus proche de v entre u et 2

14: sinon

15 Some(w) + W

16 : siv; —u; < d(w,v) alors > d(w, v) représente la distance entre w et v
17: W' + R(G,v)

18: si W’ = None alors

19: | retourner Some(plus proche de v entre u et w)
20 : sinon

21: Some(z) + w

22: L retourner Some(plus proche de v entre u, z, et w)
23: sinon

24:| | | | retourner W

25K sinon

26: | (comme le cas précédent)

3.3.3 Algorithme 1p3

L’algorithme des & plus proches voisins (sans arbres k-dimensionnels) n’a pas de phase d’ap-
prentissage : en effet, les données ne sont pas réorganisées. Mais, par exemple, pour I'utilisation
des arbres k-dimensionnels, les données sont réorganisées dans un arbre.

Ce qu'on aimerai avoir, c’est des bordures entre les différentes classes. Par exemple, dans
I’exemple précédent, on aimerai avoir les différentes zones ci-dessous.
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®® © © o ke <
o © o0
o o <
© o o ©
®© 0 © o ® o o
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X
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* 4 *ox K XX ooxx xX
*
* ok X x| x x X X x

Ficure 3.4 — Représentation de bordures entre les différentes classes

De ces zones, on peut construire un algorithme qui classifie les données, que I'on représente
sous forme d’arbre. Ce type d’arbre est un arbre de décision. Dans 'exemple précédent, on peut
donc créer I'arbre ci-dessous. 2

Ficure 3.5 — Arbre de décision pour la classification

Dans le reste de cette section, on s’intéresse uniquement a des données de B” (une liste de
n booléens) pour un certain n € IN.

On considere I'exemple dont les données ci-dessous.

Transport | Moteur | Rails | Sous-terre | > 320km/h | Train?
380 v X X v X
TGV v v X v v
Métro v v v X v

Wagonnet X v v X X

Draisine X v X X X
Tram v v X X v

Tasre 3.2 — Exemple de données

Entropie

Définition : Etant donné un variable aléatoire finie X a valeurs dans E. On note
px : E — [0, 1] sa loi de probabilité :

Vz € E, px(z)=P(X =2).

2. Dans cet arbre, si un nceud représente une condition, son fils gauche représente si cette condition est vraie,
et le fils droit sinon.
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On définit 'entropie H(X) de cette variable aléatoire comme
H(X) == px(2) In (px(@))-
zeE

On prolonge px (z) In(px (z)) par continuité a la valeur 0 lorsque px () = 0.

ExEMPLE :
On considere la variable aléatoire X a valeur dans {e, e} telle que P(X = o) = 1 et
P(X =¢)=0.0na
H(X)=—0In0—1In1=0.
ExeEMPLE :
On considére la variable aléatoire X a valeur dans {e, e} telle que P(X = o) = pet

P(X =e)=1—p,avecp € [0,1]. On a alors

H(X) = —plnp — (1 —p)In(1 - p)

Ficure 3.6 — Représentation graphique de H(X) en fonction de p

Lemme : Si (pi)ic[1,n] € J0,1]" sont tels que )" | pi = 1. Soit (¢i)ic[1,n] tels que

Vi, q; = % On a alors
n n
= E pilnp; < — E pi In(g;).
i=1 i=1

Preuve :
Ona

n n n n

E piIn(q;) — E piln(p;) = E pi ln <q—l> <In E p,,,q—] = 0.

P pi
=1 i=1 i=1 i=1
O

Propriété : Soit n = |E|. L'entropie d’une variable aléatoire a valeurs dans E est

maximale lorsque
1
Ve€ E, P(X =e) =

n
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Preuve :
On conclut, d’apres le lemme précédent. O

Définition : Etant donné un jeu de données classifiés (S,c)ouc: S — FE,on appelle
entropie de ce jeu de données I'entropie de la variable aléatoire c(Y) o Y ~ U(S). On a

donc 1({ }) 1({ })
Card ¢ ({e Card ¢ ({e
H = - 1 .
((S’ C)) Z Card S " < Card S >
ecE
Définition : Etant donné un jeu de données une partition {S;, So, ..., Sp} d’un jeu

de données classifié (S, c), Uentropie de cette partition est la moyenne (pondérée par les
cardinaux et renormalisée) :

p
Card S;
H(({S1,---,Sp},¢)) = CardSZ H((S;,¢))-
=1
Lentropie de {w,a,t,d,r,m} est H = —2In(2) — 2In(2) = In2 ~ 0,69. Mais, avec le

découpage de 'arbre de décision ci-dessous, on obtient 'entropie

2 4
L0 = UGl o e e )

2 4 1 1 3 3
==—X04+=-x{—-In{-)—-In| -
6 6 4 4 4 4

moteur?

4320
Wagonnet Tram

Draisine  Métro
TGV

Ficure 3.7 — Arbre de décision possible se basant sur le moteur

Avec un autre arbre (comme celui ci-dessous), on obtient une entropie différente :

1 5
H= EH({G}) + EH({w, d,t,r,m})

=Sl

~ 0,56.

rails?

A320
Tram
A320  Msétro
TGV
Draisine

Ficure 3.8 — Arbre de décision possible se basant sur les rails
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Pour le sous-terrain, on a H = In 2.

sous-terrain ?

N

A320 320
Métro Tram
Tram Métro
Métro TGV

Draisine Draisine

Ficure 3.9 — Arbre de décision possible se basant sur sous-terrain
A faire : Vérifier

A faire : Autre cas

Ainsi, on choisit de commencer avec la condition “moteur” car 'entropie est la plus faible avec
cette condition. Ainsi, ’arbre de décision ressemble a celui ci-dessous.

moteur?

/\

NonN a,t,r,m

Ficure 3.10 — Arbre de décision partiel

On réitere avec les autres conditions. L'entropie en se basant sur la vitesse est % In2 ~ 0,34.
En effet, ’'arbre de décision possible ressemble a celui ci-dessous.

Vitesse

r,m t,a

Ficure 3.11 — Arbre de décision possible se basant sur le moteur puis la vitesse

Mais, en se basant sur sous-terrain, on obtient une entropie de 2 (—2 In (%) = % In (%)) ~

3
0,48.

Sous-terrain

t,r,a m

Ficure 3.12 — Arbre de décision possible se basant sur le moteur puis sous-terrain

Et, en se basant sur les rails, on obtient une entropie de 0.

Rails

a t,r,m

Ficure 3.13 — Arbre de décision possible se basant sur le moteur puis les rails

On en déduit que l'arbre final de décision est celui ci-dessous.
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Moteur?

N\

Non Rails?

/\

Non Our

Ficure 3.14 — Arbre de décision final pour la classification de trains

Les données que l'on a utilisées sont pour Papprentissage. On teste notre arbre de décision
sur les données ci-dessous.

Nom | Moteur | Rail | Sous-terre | Vitesse | Résultat de I'algorithme

Bus v X X X X

TER v v X X v

Cheval X X X X X
Ascenseur spatial v v X X v

TaBLeE 3.3 — Test de 'arbre de décision créé

ArtENTION : 1l ne faut pas faire du sur-apprentissage, comme montré sur la figure ci-dessus,
ou la modélisation correspond trop aux données utilisées pour la classification.

L]

AVANVANN.Y
\V \J

Ficure 3.15 — Représentation graphique du probleme de sur-apprentissage

Aussi, il faut faire attention aux criteres : par exemple, lors de la classification de photos
de chats et de chiens, les photos de chiens sont en général prises en extérieur et I'algorithme
b3 aurait donc pu choisir de baser sa décision sur 'emplacement de la photo, méme si elle
n’importe pas dans la différenciation chat/chiens.

Autre exemple : on consideére la table de données ci-dessous. Utilisons I’algorithme 3 sur
ces données, et trouvons I’arbre de décision.
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Classification

XXX XN\
NXNXN XN Xw
XX NNNNXXQ
NXXNNNN\\U

TaBreE 3.4 — Table de données d’exemple

Pour les conditions A, B et C, on a H ~ 0,63 et, pour D, on a H = 0,65. Comme on prend
le 1€ dans l'ordre lexicographique, on choisit la condition A. De méme, on construit I'arbre
ci-dessous.

Ficure 3.16 — Arbre de décision pour la table de données précédente

Le nom de 03 vient de iterative dichotomizer.

3.4 Apprentissage non supervisé

On rappelle que 'apprentissage non supervisé utilise des données non classifiées. L'objectif
est de les classifier. Plus rigoureusement, étant donné un jeu de données &, on veut partition-
ner & en {S1,S2,...,Sn} ou les S; sont regroupés par « similitude. »

REMARQUE :
Dans le reste de cette section, @ C RR?, avec p € IN*, et la notion de similitude est donnée
par la distance euclidienne.

3.4.1 Algorithme HAC, classification hiérarchique ascendant

Définition : Etant donné deux sous-ensembles A et B de @ disjoints et non-vides, on
définit différentes mesures de dissimilarité :

— D(A, B) = min{d(a,b) | a € A,b € B};

— D(A, B) = max{d(a,b) | a € A,b € B};

— D(A,B) = Wﬂm X Z(a,b)eAxB d(a,b),
ou d(a, b) représente la distance entre a et b.
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Algorithme 3.4 Algorithme Hac

1: P+ {{z} |z € D}

2: tant que |P| > 2 et ?9 faire

B Soit A, B € P minimisant D(A, B) avec A # B
4: L P+ (P\{A,B})u{AUB}

5: retourner P

3.4.2 k-moyenne

Au préalable, on fixe le nombre de classes k que 'on souhaite obtenir aprés exécution de
P’algorithme.

Propriété : On considere la fonction
f:RP — R
H— Y ||H |3

vED

Cette fonction atteint son minimum en le barycentre G.

Preuve :
Soit G le barycentre de &. Soit H € R”. Montrons que f(H) > f(G). On calcule

f(H) = f(H -G+ Q)

:Z<(H7G+G)f1:j(H7(J+G)7'zr>

vED

G—v)+2(H—G|H—v)+(H-G|H-G))

= /(&) +|21- |1H -Gl +2(H -G § G- v)
RIS
>0 vED
=0

par définition du barycentre

= <<G —v
D

v

m

Donc, si H # G, onabien f(H) > f(G). O

Dans la suite de cette sous-section, on s’'intéresse a des partitionnement particuliers : étant

donné une famille (1m;);c [ %] de vecteurs de RP, et un entier j € [1, k], on définit

6" = {v € P | argmin ||[v — m||2 = j}.
ie[1,k]
REMARQUE :
En cas d’égalité (||[v — m;, [|2 = [|[v — miy||2), le “arg min” retourne le plus petit indice :
min(i1,42).

Etant donné une famille (m;); ¢ [1,x] de vecteurs de R, on a donc un partitionnement {%Jm |
j € [L, K}

3. ou, pour ?, on peut choisir (1) un critere sur le nombre de classes (2) un critére sur la valeur de la plus petite

dissimilarité
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Définition : Etant donné une famille (mi)icq1,k] de vecteurs de R, on définit

n

Lm)=> (Y lv—mil3).

k=1 vee™

Pour minimiser localement la fonction L, on aimerait que les (12;);c[1,x] soient les bary-
centres des (6;");c[1,x]- Mais, la définition des (6;™) dépend de la position des (m;). Ainsi, en
itérant ce procédé, en modifiant les (m;) pour étre les barycentres des (6;™) respectifs, puis en
modifiant les (6]"), la famille (m;);e[1,x) converge vers les barycentres des classes.

Algorithme 3.5 k-moyenne
Entrée 9 et k
1: (mi)ieqi,x] + K vecteurs de &

2: stable < F

3: tant que —stable faire

40| C« (8)ieq,x

5: | m + (barycentre(%i))ie[[lyk]]
6: Tablo e

7 m < m'

8: retourner C'
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CHAPITRE

4

CALCULABILITE, DECIDABILITE,
COMPLEXITE

Sommaire

44 NP -ditheild

%@U CHAPITRE 1, on s’est intéressé aux langages réguliers, et aux automates qui est un mo-
I’ dele de calcul relativement simple. Dans ce chapitre, on s’intéresse & un modele plus
puissant : un ordinateur, on va notamment re-définir la notion de probléme. Le choix classique
de définition d’'un ordinateur n’est pas celui qui a été choisi au programme : un programme
OCamL.

4.1 Remarques mathématiques

Définition : Etant donné une relation % sur € x &, on dit que & est
— totale a gauche dés lors que Ve € €, 3f € F, (e, f) € R;

— déterministe dés lors que Ve € €, V(f, f') € F2,si (e, f) € R et (e, f') € R,
alors f = f'.
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Définition : On appelle fonction totale de € dans F une relation sur € x ¥ déterministe
et totale a gauche.

Définition : On appelle fonction partielle de 6 dans F une relation sur € x F déter-
ministe. On note alors

def(f) ={x €€ |y €F, (z,y) € f}

REMARQUE :
Soit f une fonction partielle de € dans F tel que [] ¢ %, alors on peut completer f en une
fonction totale de € dans ¥ U {0} de la maniére suivante :

f:8—Fu{O}

. {f(x) six € def(f)

| sinon.

4.2 Problémes

Définition : Etant donnés un ensemble d’entrée €, un ensemble de sortie S, on appelle
probléme sur € x S une relation % Usur € x § totale a gauche.

ExEMPLE :
Le probléeme
Entrée :ncIN

PRrIME : A . .
Sortie : n est-il premier?

est donc défini comme

PrivE = {(O,F)7 (1,F),(2,V),(3,V),(4,F),(5,V),... } C NN x B.

EXEMPLE :
Le probléeme

Finon - Entrée : un tableau T contenant au moins un 0
" \Sortie :ic N tel que TTi] = 0

est donc défini comme

Fioo = { (110, 1,1/),0), ({10,1,00,0), (110, 1,01},2), ... }.

REMARQUE :
De la méme maniére qu'en mathématiques, on n’écrit pas {(0,1), (1,2),(2,3), ... } mais

1. Cest 'ensemble des liens entrées/sorties
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z +— x + 1, en informatique, on préfere la notation sous forme de probléme.

REMARQUE :
On précisera, en cas d’ambiguité la représentation choisie pour les entrées.

EXEMPLE :
Les deux problemes

Entrée :n sous forme décomposée en facteurs premiers
Sortie : n est-il premier?

et
{Entrée : n en base 2

Sortie : n est-il premier?

sont différents.

REMARQUE :
Lorsque ce n’est pas précisé, dans la suite du cours, les entiers sont représentés en base
2.

ExEmPLE :
Dans le probléeme

Entrée : L; et Ly deux langages réguliers
Sortie :L; = Lo,

on doit préciser la représentation de L; et Lo.

Définition : On appelle probléme de décision un probléme a valeurs dans B détermi-
niste.

ExEMPLE :
Par exemple, le probleme PrivE est un probleme de décision.

RemarqQuE (Notation) :

Lorsque @ est un probleme, on note € son espace d’entrée, et Sg son espace de sortie.
De plus, si Q est un probléeme de décision, on note QT = {e € €y | (e,V) € Q} et
Q- ={e€%y | (e, F) € Q}. {Q",Q} est une partition de €.

4.3 Décidabilité

La définition d’un algorithme comme une suite finie d’instruction élémentaire, nous montre
que I'ensemble d’algorithmes est dénombrable.® Mais, 'ensemble de problemes est indénom-

2. en bijection avec IN
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brable. En effet, pour = € [0, 1], on définit le probleme

Brr.. - Entrée :nelN
“" | Sortie :le n-iéme bit de z.

Et, comme [0, 1[ n’est pas dénombrable, I'ensemble des problémes ne I’est pas non plus.

4.3.1 Modeles de calcul

Définition : On appellera modéle de calcul 1a donnée d’'un ensemble de machines
— qu’il est possible d’exécuter sur des entrées;
— qui peuvent ou pas retourner une réponse.

ExEMPLE :
Les automates déterministes qu’il est possible d’exécution sur une entrée w € X*, obte-

nant ainsi un booléen b € B, est un modeéle de calcul.

Dans ce chapitre, notre modeéle de calcul sera 'ensemble des fonction OCamr ayant pour
type string — string qu’il est possible d’exécuter, qui peuvent donner un réponse ou non
(boucle infinie, erreur).

REMARQUE :
On se place dans un monde d’exécution idéal : mémoire infinie.

ExEMPLE :
On reprend le probléeme Prime. On code, sous forme de fonction OCamr, la machine ci-

dessous. Elle répond au probleme PrimE.

1 | let est_premier (s: string) : string =
2 let n = int_of_string s in
3 if n <= 1 then "false"
4 else

5 let i = ref 2 in

6 let i_sq = ref 4 in

7 let compose = ref false in

8 while not !compose && !i_sq <= n do

9 if n mod !'i = 0 then compose := true
10 else i_sq := 'i_sq + 2 * !i + 1;

11 i = 1i + 1;

12 done;

13 string_of_bool(not !compose)

Cope 4.1 — Machine décidant le probleme Prive

RemarquE (Notation) :
Dans la suite, lorsque ./ est une machine, et w € string, on notera

— w — w’ silexécution de U sur w conduit & w’ € string.
A

— w — O silexécution de U sur w conduit & une erreur.
a

Dans la suite de ce chapitre, on fixe X' = char et donc X* = string.
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REMARQUE :

On pourra, dans la suite, généraliser la signature de nos machines a un type € — ¥ des
lors qu’on exhibe une fonction de sérialisation ¢ : € — X™* inversible (sur son espace
image) injective : avec pg : € - X* et oz : F — XY*, ona

let ma_super_fonction (e: €) : F =

let ma_fonction (s: string) : string =

wg(ma_super_fonction(wgl(S))) I

Cope 4.2 — Généralisation des machines ayant pour entrée un ensemble € et sortie F

1
2
3
4

4.3.2 Décidabilité

Définition : Une fonction partielle f : € — S est dite calculée par une machine i des

lors que
Ve € def(f), e %) f(e).

On dit alors d’une telle fonction qu’elle est calculable.

REMARQUE :
Cette définition ne spécifie aucunement le comportement de /il sur une entrée e ¢ def(f).

ExEmPLE :
Considérons la fonction partielle \/~ : Z — Z telle que def(v/ ) = {p? | p € N}, et v/z
est I'unique y € N tel que y? = x.

1 | let sqrt (n: int): int =

2 if m < 0 then -1

3 else

4 begin

5 let i = ref 0 in

6 let i_sq = ref 0 in
while !'i_sq <> n do

8 i_sq := 'i_sq + 2 * !i + 1;
9 i = ti + 1;

10 done;

11 i

12 end

Cope 4.3 — Machine calculant la fonction /"

— Pourn < 0,onan — —1.
A
— Pour n > 0 qui n’est pas un carré,n — O.
a

— Pour n > 0 qui est un carré, n — /n.
a

Ainsi, v/ est calculable.

Définition : Etant donné qu’un probléme de décision @ est un cas particulier de fonc-
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tion totale € — B, on dit que Q est décidé par une machine ./l des lors que
Ve € 6, <e€Q+<:>37V et eGQ_<:>37F>.

On dit alors que ce probleme Q est décidable.

EXEMPLE :
On consideére le probleme

Entrée : un tableau T

E g
e {Sortie .3 e N, T[i] = 07.

La machine ci-dessous décide le probleme ExisTeg.

exception 0K

1
2
3 | let existe (t: int array) : bool =
4 try
5 for i = 0 to (Array.length t) - 1 do
6 if t.(i) = 0 then
raise OK
8 done;
9 false
10 with

1 | 0K -> true

CopE 4.4 — Machine décide le probleme Existg,

4.3.3 Langages et problemes de décision

Les notions de langages et problemes de décision d’entrée X* coincident. En effet, & un lan-
gage L C X*, on associe le probleme de décision

Entrée :we X*

APPARTIENT/, : .
Sortie :weL?.

On a alors (ApparTiEnT;, )T = L. Réciproquement, & un probléme de décision @) d’entrées ¥*,
on associe le langage Q.

Définition : Un langage L est dit décidable lorsque le probleme ApparTiENT, est déci-
dable.

Définition : Etant donné une machine . de type string — bool, on appelle langage
de /L, que I'on note £ (.), 'ensemble

*
{fwex |w%>V}.

REMARQUE :
£ (At) n’est pas le complémentaire de {w € X* | w ? F}. En effet, il peut exister

weE*telquewWO.
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Propriété : Un langage L est décidable si, et seulement si L est le langage d'une ma-
chine J telle que Vw € X*, w — V ouw — F.
A A

Propriété : Tout langage régulier est décidable.

Preuve :
Soit L un langage régulier. Montrons que L est décidable. On utilise alors la fonction OCamL suivante de
reconnaissance d'un mot dans un automate (que l'on a déja codé en Tp). O

Propriété (stabilité des langages décidables) : Un langage décidable est stable par
1. union;
2. intersection;

3. complémentaire.

Preuve : 1. Soient L; et L, deux langages décidables. Montrons que L, U Lo est décidable. Soit
decide; : string — bool la fonction décidant le langage L;.% Soit decide, : string — bool
la fonction décidant du langage Lo. On construit alors la fonction

let decide (w : string) : bool =
(decide; w) || (decides w)

o

Cope 4.5 — Fonction OCamrreconnaissant I'union de deux langages décidables

REMARQUE :
@ est décidable (par fun s -> false); X* est décidable (par fun s -> true).

4.3.4 Sérialisation

Définition : Etant donné un type OCamr t, on appelle sérialisation calculable de ce
type t, la donnée d’une fonction £ OCamL de type t — string qui soit telle que

— pour tout e : t, (f e) est bien parenthésée;
— £ est injective;
— la réciproque de £ (définie sur Im(£f)) est définissable en OCamrt.

ExeEmpPLE :
Le type int est sérialisable par la fonction string_of _int.

Propriété : Soit t, et tp, deux types OCamL sérialisables, alors le type taxty est séria-
lisable.

3. le.Vw € X", w € L1 <= decide; (w) = true
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Preuve :
Soit ¢, et ¢y les fonctions de sérialisation des types t, et t,. On définit alors la fonction

let ¢ ((a,b): ty * t,) =
||(II - (595 a’) - ||) ’(II - (ﬁ:b b) - ||)II

Cope 4.6 — Fonction OCamL sérialisant le produit cartésien de deux types sérialisables

On remarque que
— ¢ est a valeur dans les chaines de caracteres bien parenthésées;
— ¢ est injective (par identification de parentheses et injectivité de ¢, et py);

— la réciproque de ¢ est décidable en OCamL (preuve a faire en OCamr).

REMARQUE :
Une programme OCawmL est trivialement sérialisable : c’est déja une chaine de caractéres.

EXEMPLE :
La sérialisation de la fonction

let rec fact (n : int) : int =
if n = 0 then 1
else n * (fact (n-1))

Cope 4.7 — Fonction factorielle en OCamL

est la chaine de caractere

"let,rec,fact,(n,:,int),:uint,=
puifyny,=,0,then 1
uuelseyn,*, (fact,(n-1))".

o R

4.3.5 Machine universelle

Soit 'ensemble 6 des chaines de caracteres qui sont des sérialisations de programme OCamL
valide.

EXEMPLE :

La sérialisation de la fonction fact trouvée précédemment est un élément de ©. Mais,
“let” ¢ O.

Définition : Soit la fonction interpréte : © x X* — X* définie par

w’ tel que w — w’
interpréte(Ml, w) = o
non défini sinon.

Théoréeme : La fonction interpréte est calculable. On appelle machine universelle un
programme OCamML la calculant.
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Preuve :
On considére utop ou WinCaml. O

De méme, considérons le probléme suivant

Entrée : M cO,we XY* nelN
Sortie : M se termine-t-elle sur w en moins de n étapes élémentaires ?

Ce probleme est décidable.

4.3.6 Théoreme de ARrET

Dans cette sous-section, on considére le probleme

Entrée : M c€0,we X*

ARRET :
{Sortie : M s’arréte-t-elle sur w.?

Théoreme : Le probléeme Arrer est indécidable.

Preuve :

Par I'absurde : supposons Arr&T décidable. Soit arret : string — bool prenant en argument une chaine de
caracteres qui est la sérialisation d’'un couple M code d’'une machine (M C X*), et w € X*, et retournant
true si et seulement si M s’arréte sur I'entrée w. Si I'entrée n’est pas une sérialisation convenable, on
retourne false. On crée le programme suivant

let paradoxe (w : string) : bool =
if arret (serialise_couple w w) then
(while true do () domne; true)
else false

AW D e

Cope 4.8 — Programme paradoxe prouvant que le probléeme Arrgr est indécidable

ol serialise_couple est une fonction sérialisant un couple avec l'algorithme trouvé précédemment. Soit
Sparadoxe 12 sérialisation de la fonction paradoxe.

Quid de (paradoxe Sparadoxe) : S0it ¢ = (serialise_couple Sparadoxe Sparadoxe). Lia chaine c est donc la
sérialisation d’un couple dont la premiére composante est le code de la fonction paradoxe. De plus, arret
se termine sur toute entrée.

— Si (arret ¢) = false, alors on va dans la branche else et 'exécution de paradoxe sur Sparadoxe
termine. Mais, comme (arret ¢) = false, paradoxe ne se termine pas sur Sparadoxe-

— Si (arret ¢) = true, alors on va dans la branche then, et donc (paradoxe Sparadoxe) N€ se termine
pas. Mais, comme (arret c) = true, alors (paradoxe Sparadoxe) S€ termine.

On en conclut que le probleme ArriT est indécidable. O

Corollaire : Il existe des problemes indécidables.

4. je I € Z*, w — w’
M
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4.3.7 Réduction

25w fw) (p )} fWERt < weg?

Ficure 4.1 — Structure d’un sous-probléeme

Définition : Soit Q et R deux problemes de décision. On dit que Q se réduit au pro-
bléeme R s'il existe f : €9 — € totale et calculable, telle que

we QT — f(w)€RT.

On note alors Q < R.

Propriété : SiQ < R, et que R est décidable, alors Q est décidable.

Preuve :
Soit decidep : string — bool décidant R i.e. (decider w) = true <= w € RT.Soit f : €5 — g
totale calculable, telle que w € QT <= f(w) € RT. On doit coder la fonction suivante.

let decideg (w: string) : bool =
(decider (f w))

Cobe 4.9 — Fonction décidant un sous-probléme

La fonction decide décide bien le probleme Q. En effet,
(decideg w) = true <= (decider (f w))
< (fw) € RT

<:>’wEQ}.

Corollaire : SiQ < R, et Q non décidable, alors R non décidable.

ExEMPLE :
On considere le probleme

Entrée : M €0

NonViDE : .
{Sortle M) #£D 7.

Le probléme NonVipE est indécidable.

EXEMPLE :
Les problemes
{Entrée : M, et M> deux machines

Sortie : Z(M;)UZ(Mz)=X*
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et
{Entrée : M, et M5 deux machines

Sortie :ZL(Mi)NL(M2) =92

sont indécidables.

Propriété : La relation < est un pré-ordre :

— < est réflective;

— < est transitive.

Preuve :
Soit @ un probléme de décision.

— @ < Q par la fonction identité, qui est totale et calculable.

— Soient Q, R et S trois problémes de décision tels que @ <X R et R < S. Soit donc f; la réduction
de Q a R, et f3 laréductionde Ra S. Soit f = fa0 f1 : 69 — €5. La fonction f est totale comme
composée de fonctions totales, f est calculable comme composée de fonctions calculables. De plus,

Ve €6, fle) € ST <= fa(file)) € ST
<~ fi(e) € R™

<::><¢EQJr

4.4 Classe P et NP

Pour répondre & un probléme, on peut le résoudre par des algorithmes plus ou moins rapides.
Mais, l'objectif de cette section est de montrer que certains problémes ne peuvent se résoudre
que par des algorithmes lents, et que I'on ne peut pas faire mieux.

Définition : Le modele de calcul impose une représentation des entrées par chaines
de caractéres. Cela induit donc une notion de taille d’entrée, qui est la longueur de la
chaine de caracteres.

4.4.1 Complexité d’une machine

Définition : Etant donné une machine J( et une entrée w € X*, on note C*(w) le
nombre d’opérations élémentaires effectuées lors de I'appel de . sur w. Lorsque w — O,
on définit C* = +oco. L

Pour n € IN, on définit alors

CH = max{C*(w) | w € £}

REMARQUE : -
Ona,VneN,C# € N=NU{+oco}.
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Définition : Soit f : IN — IN une fonction totale et calculable. On note Time( f) I'en-
semble des machines ./l telles que

— Il S’arréte sur toute entrée;

— (C) pen = O((f(M) en)-

4.4.2 Classe P

Définition : On dit d'une machine Jl qu’elle est de complexité polynémiale dés lors
qu’il existe k£ € IN tel que il € TiME(n*).

Définition : On dit d’'une fonction (partielle ou non), qu’elle est calculable en temps
polynémial deés lors qu’il existe une machine ./ de complexité polynomiale la calculant.

ExempLE : — lidentité (n — n)
— la fonction successeur (n — n + 1)

Propriété : La composée de deux fonctions totales calculables en temps polynémial
est une fonction totale calculable en temps polynémial.

Preuve :
Soient f; et fo deux telles fonctions. Soit donc calcule; : string — string et calcules : string —
string calculant respectivement fi et f». On pose la fonction ci-dessous

1 | let calcul s = calcule; (calcules s)

Cope 4.10 — Machine calculant la composée en temps polynémial

dont le nombre d’opérations élémentaires est
caleul de f; (s)
2 1
(8) =C C(f: 1 .
C(s) = C7(s) + C (fa(s)) +
calcul de f, (s) composée

Or, la fabrication d’une chaine de caracteéres de taille n nécessite au moins n opérations élémentaires. Soit
p1 € Netps € N tels que la complexité de calcule; est O(n”!) et la complexité de calcules est O(n??).
On a donc, pour tout w € X* avec |w| = n, que | f2(w)| = 6(n??) Par composition des 6, on a que

C(s) = 6(|s|P* P2).

REMARQUE :

Dans la preuve précédente, 'ordre du polyndome change. En effet, la composée de deux
programmes en O(n?) est un 6(n*). L’espace des fonctions calculables en 6(n?), pour un
p fixé, n’est pas stable par composition.

Définition (Classe P) : On dit qu'un probleme est dans P dés lors qu’il est décidable
en temps polynémial.
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Propriété (Stabilité de la classe P) : La classe P est stable par
— union; — intersection ; — complémentaire.

Preuve :
a faire O

4.4.3 Classe NP

Définition (Classe NP) : On dit qu'un probléme de décision @ est dans NP si et seule-
ment si

— il existe un polynéme A;
— un probléme VEriF € P;
— un ensemble € (certificats),

tels que

Yw € £, (w €Qt < e, |u < A(w]) et (w,u) € VERIF+).

La classe NP est la classe de problemes tels qu’ils sont vérifiables en temps polynémial. Par
exemple, si on a une formule logique, trouver un environnement propositionnel est coliteux en
temps, mars vérifier la solution est trés simple. Nous verrons ce résultat plus tard dans cette
sous-section.

Le “NP” ne vient pas de Non Polyn6mial, mais vient de Non-déterministe Polynomial.

Propriété :
P C NP.

Preuve :
A faire : Modifier la définition de Verir avec la nouvelle définition d’un probleme NP Soit ) un probleme
de décision dans P. On pose 8 = €, A(X) = X, et VErir = Q. En effet, pour tout w € T*,

weQt —= Ju=uw, lul < A(Jlw|) et u € VERIF "

Propriété :
Sar € NP.

RAPPEL :
On rappelle la définition du probléeme Sar.

Sar - Entrée : Une formule G
" |Sortie : Existe-t-il p € BY2r3(G) tel que [G]” = V' ?

Preuve :
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Soit alors le probléme suivant.

Une formule G,
un environnement propositionnel p € BV2'3(%)
Sortie : [G]* ="V

VERIFSAT :

Entrée : (

En 1P, on a codé une solution polyndomial & VerirSAT donc VeErirSaT € P. On définit I'ensemble € des
certificats comme
6={(G,p)|GeFetpec B

On a alors
GeSart «— FpeB™™@D [g] =V.

11 suffit alors de choisir A(X) = 2X. [m]

4.4.4 NP-difficile

Q

X* 35w

fw) (m ) fw) e Rt we QT
J

Ficure 4.2 — Structure d'un sous-probleme

Définition (Réduction polynomiale) : Soit @ et R deux problémes de décision, on ap-
pelle réduction polynémiale de Q a R la donnée d’'une fonction f totale, calculable en
temps polynémial de €, dans €p telle que

Yw €8y, weQT = f(w)eRT.

On note alors Q <, R.

Propriété : Larelation <, est transitive et reflective : c’est un pré-ordre.

Preuve :

La réflectivité est assurée car id est totale et calculable en temps polynémial. La transitivité est assurée
par les propriétés précédentes (composée de deux fonctions polynémiales ?). O
Propriété : SiR <, Q,et R P,alors Q € P. O

Définition (NP-difficile) : Un probleme Q est NP-difficile si

VRENP, R <, Q.

Propriété : SiQ est NP-difficile, et Q < R, alors R est NP-difficile.
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Preuve :
Soit S € NP, donc S <, Q. De plus, Q <, R, donc S <, R, par transitivité. Ceci étant vrai pour tout
S € NP, on en déduit que R est NP-difficile. O

On admet le théoréme suivant.

Théoreme (Cook-Levin) : Le probleme Sat est NP-difficile.

Preuve :
Admis O

Définition (n-rnc) @ Soit n € IN. Une formule G est sous forme n-Fnc dés lors que G
est sous forme FNnc et chaque clause de G contient au plus n littéraux.

On parle aussi de forme cnr traduction anglaise de Fnc. De méme, on parle de forme n-cnr
au lieu de n-Fnc.

ExEMPLE :
La formule (p Vv ¢) A r est une 2-cnF. La formule (pV gV p) A (rVpVqV q) est une 4-cNr.

Définition : On définit le probleme ci-dessous.

Entrée : G une n-cNF

-CNF-SAT :
feNIEAT {Sortie : Existe-t-il p tel que [G]? =V ?

Propriété : Soit 3sar = 3-cNr-Sart. Le probleme 3sar est NP-difficile.

Preuve (par réduction de Sar a 3sat)
Soit G une formule sur @, un ensemble de variables propositionnelles. Pour toute sous-formule H, on note

— g une variable propositionnelle,
— Ky une formule définie par
— siH=T,H=1louH =p¢c@Q,alors Ky = H,
— siH = —Hy,alors Ky = ~xy,,
— siH = H, ® Hy,avec® € {—,V, A, },alors Ky = xg, © zq,.

K= /\ (x> Ki).

H sous-formule de G

Définissons alors la formule

On note aussi, si @ C @’ deux ensembles de variables propositionnelles, et p € B%, on note p’ 2 p dés lors
que def(p’) = Q' et Vo € Q, p(x) = p’(x). On pose @' = @ U {z | H sous-formule de G'}. On considére
a présent le lemme suivant.

Lemme : Soit p € B Il existe p’ € B tel que p’ J pet [K]” = V.

Prouvons ce lemme.
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Preuve :
On définit
1o\ (@) siz €Q
p(L)_{[H]]P six==xp.

Soit alors H une sous-formule de G.
— SiH = T,alors p’(zg) = [H]? = [xu]”, et [Ku]” = [H]? = [T]* = [H]*. Ainsi,
lzx < Ku]® = V.
— SiH = —Hy,alors [z5]” = [H]?, et
[Ka]” = [-om 1" = [om]e = 1" = [H]".
On en déduit que [z <> KH]]/" =V.
— Si H = H; A Hy, alors [[wH]]P/ = [H]”, et
[Ka]” = [om, Azm,]”

= [[,’IJHI]]/], B [[mHgﬂﬂl

= [H1]” - [H2]"
= [H:1 A H2]”
= [H#]”
— De méme pour les autres cas...
On a donc
[[ /\ J:HHKHHP = ° [[:L'H<—>KH]]"/
H sous-formule de G H sous-formule de G
=V
et donc [K]*” = V. O

Lemme : Pour tout environnement propositionnel p € B%, et pour tout p’ € BY . Si K] =V,
alors p(z¢) = [G]”.
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Preuve :
Soient p € B® et p’ € B® deux environnements propositionnels. Montrons, par induction sur les
sous-formules de G, pour toute sous-formule H de G, que p'(xp) = [H]".

— Si H = T, alors, comme [[K]]”' =V,oa [zg ¢ A”H]]/" = V,donc p'(zp) = [[H]]/’/ =

[#]".
— Si H = —~H;, avec p’(zg,) = [H1]” par hypothése d’induction, alors [[K]]"' = V donc
g < [\"U]]”/ =V, dou

/)/(:v//) = [[I\",,]]"’
H“&I,‘H‘H/"
= [zu,]r
= [Hi]”
= P
— [H]*

— Si H = Hy A Ha, avec p' (zp,) = [H1]”, et p'(zm,) = [H2]” par hypothése d’induction,
alors [K]? = V donc [z g <> I\"Hﬂ/" =V dou
P (zm) = [[Kuﬂ')/
= [[1:,/‘ A Zl'//lﬂl)'
= [zm]” - [on])”
= [H:1]? - [H2]"
= [H1 A H2]”

ik

— De méme pour les autres cas. ..

A Iinstance G du probléme Sar, on associe donc la formule K A z¢.

“—— 7 Soit G € SarT, soit alors p tel que [G]? = V, alors il existe, d’apres le premier lemme, un
environnement p’ tel que [K]” = V. Le second lemme nous donne alors [z¢]” = [G]” = V
donc [K A z¢]” dou [K A zg] € Sart.

“ =7 Si K Axg € SarT, il existe donc p’ tel que [K A zG]]"/ = V donc [[K]]"/ =Vetp(zg)=V.
Soit alors p la restriction de p’ & @. Ainsi, d’apres le second lemme, [G]” = p'(zc) = V.

]

REMARQUE :
Pour tout n > 3, le probleme n-cnr-sar est NP-difficile. Ceci peut étre prouvé par réduc-
tion avec la fonction identité a 3sar.

Définition : On dit qu'un probleme est NP-complet s’il est dans la classe NP et dans
la classe NP-difficile :
NP-complet = NP-difficile " NP.

REMARQUE :
Le probléme Sar est NP-complet.
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CHAPITRE

5

TROIS EXEMPLES
D’ALGORITHMES DE GRAPHES
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ANS CE CHAPITRE, on s’intéresse aux graphes. Nous rappellerons les notions et algorithmes
19 de graphes vus ’'année derniére. On considére 3 exemples d’algorithmes de graphes.

Par exemple, 'année derniére, nous avons vu comment décomposer un graphe non-orienté
en composantes connexes : on choisit un sommet au hasard, puis on parcours les voisins de
ce sommets, et on répete. Mais, dans un graphe orienté, la notion de « composante connexe »
n’est plus la méme dans un graphe orienté. C’est 'algorithme décrit dans la section 1.

5.1 Composantes fortement connexes (cFrc)

Dans la suite de cette section, G = (S, A) est un graphe orienté.

Définition : On dit que v € S est accessible depuis u € S §il existe un chemin de u
s 5 * A . . . o0
a v, que I'on note u — v. De méme, on dit que v € S est co-accessible depuis u € S s’il
existe un chemin de v & u, que I'on note v - .
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2 sy . * *
Définition (v ~g v) : Onnoteu ~gvsiu — vetv — u.

REMARQUE :
La relation ~¢ est une relation d’équivalence.

Digression D’année derniére, dans un graphe non orienté, on peut noter ~ la relation d’équi-
valence induite par, si {u,v} € A, alors u ~ v. Dans ce cas, le méme chemin permet d’aller de
u & v, puis de v & u, et ce chemin est le méme. Mais, dans un graphe orienté, si u ~g v, les
chemins de u & v puis de v & u ne sont pas forcément les mémes.

Définition (crc) : On appelle composantes fortement connexes (crc) d'un graphe G, les
classes d’équivalences de la relation ~.

Définition : On dit d’'un graphe ayant une unique composante fortement connexe qu’il
est fortement connexe.

ExEmpPLE :
Le graphe ci-dessous a deux composantes fortement connexes, il n’est donc pas fortement

connexe.

Ficure 5.1 — Graphe non fortement connexe

Définition : On appelle ensemble fortement connexe un ensemble V' C S tel que Gy
est fortement connexe ot Gy, est le graphe induit par V : Gy = (V, AN V?).

ExempPLE :
Avec le graphe précédent, 'ensemble {a, b} est un ensemble fortement connexe.

Lemme : Si W est une composante fortement connexe de G, alors W est un ensemble
fortement connexe.

Preuve :
Soit W une composante fortement connexe. On doit montrer que W est un ensemble fortement connexe,
i.e. le graphe Gy est fortement connexe, i.e. pour tout couple de sommets (u,v) € W2, u ~a, v.Etant
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donné que W est une composante connexe, u ~¢ v, donc il existe (n, m) € IN? et deux chemins
U=V V2>V, =v et v—up Uz Uy = U
Soit alors ¢ € [1,n]. On a donc deux chemins
VU] P US> Uy, = U SV > —> U
et
Vi —> V41 —> - —> Up = V.

Ainsi, v ~¢ v; et v; € W. De méme, pour tout j € [1,m], u; € W. Ainsi, u ~¢g, v (en utilisant les
mémes chemins). Donc, Gy est fortement connexe puisque toute paire de sommets est équivalent) O

Propriété : Les composantes fortement connexes sont les ensembles fortement connexes
qui sont maximaux pour I'inclusion.

Preuve ¥ <—=" Soit V un ensemble fortement connexe maximal pour I'inclusion.
Remarque : on a V # o. En effet, un singleton est un ensemble fortement connexe, et donc V ne
sera pas maximal pour l'inclusion.
Soit (u,v) € V2. Par définition de fortement connexe, u ~g, vdoncu ~¢g v. Soit alors W la
classe des éléments de V' C W. L'ensemble W est fortement connexe (d’apres le lemme précédent).
Ainsi, W = V, W est donc une composante fortement connexe.

Soit V' une composante fortement connexe. L'ensemble V' est fortement connexe, d’apres le lemme
précédent. Soit W DO V tel que W est fortement connexe. Montrons que V.= W.
— SiW \ V = g, alors ok.
— SiW \V # @, alors soit z € W \ V. L'ensemble W est fortement connexe. Soit u € V.
Onau ~g, z doncu ~¢g z,donc z € V ce qui est absurde.

Définition : On appelle graphe réduit de G le graphe orienté G = (S, A) out

S={z|zeS} et A={(z,79)|(z,y) € Aetz #7}.

EXEMPLE :
A faire : Figure

REMARQUE : — G est acyclique.

— Pour tout couple (z,7y) € 2, siz QGA y, alors Vu € z, Vv € g, x QG v.

5.1.1 Rappels

Définition : La bordure d'un ensemble de sommets V' C S, noté B(V), est 'ensemble
des successeurs de V non dans V :

BV)={se€S\V|FueV, (us) € A}.
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Définition (parcours) : Unparcours est une permutation des sommets (L1, L2, ..., Ln)
telle que, pour i € [1,n — 1],

Lie%({Ll,...,Li,l}) ou %({Ll,...,Lifl}):@.

On dit d'un L; avec ¢ € [1,n] tel que B({L1,...,L;—1}) = &, que cest un point de
régénération du parcours.

Lemme : SiV C S est tel que B(V) = 2, il n’existe aucun chemin d’'un sommet de V'
aun chemin de S\ V.

Preuve (par I'absurde) :

Soit un chemin V' 3 ug — u; — --- — up € S\ Vaveck € N.Soit I = {i € [0,k] | u; € S\ V}
L'ensemble I est non vide, car u, € S\ V, et I C N. Il admet donc un plus petit élément; nommons
leig € [0,k].Onaig # 0carug € V. Ainsi, u;y—1 € V,u;, € S\ V,et (uj,—1,u;,) € A. Donc,
ui, € B(V), ce qui est absurde. O

Définition : Soit (L1, Lo, ..., Ly) un parcours de G. On note K le nombre de ses points
de régénération. On note (1) e[, k] Uextractrice des points de régénération. En notant
de plus rx4+1 = n + 1. Le partitionnement associé au parcours est alors

{{Lris Lritts s Loy -1} i € [L KT

ExempLE :
Sin = 10 et les points de régénération sont d’'indices 1, 4, 7 et 8, alors le partitionnement

associé est donc
{11,2,3},{4,5,6}, {7}, {8,9, 10} }.

Définition : Un partitionnement P; est un raffinement d'un partitionnement P deés
lors que
VCy € P, 3C2 € P, C7 C Co.

Propriété : Les composantes fortement connexes sont un raffinement des partition-
nement des parcours.

Preuve :
Soient u et v deux sommets de la méme composante fortement connexes. Supposons que u et v ne sont pas
dans la méme partie du partitionnement pour un parcours (L1, ..., L, ) du graphe. Soit 7,, et 7, tels que

w = L;, etv = L;, . Sans perdre en généralité, on peut supposer i, < i,. Il existe alors iy € [iv, i,] tels

que L;, est un point de régénération. Alors,
RB({L1,La,...,Liy—1}) = 2.

D’apres le lemme précédent, il n’existe pas de chemin de u a v, ce qui est absurde car u et v sont dans la
méme composante fortement connexe. O
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5.1.2 Rangement particulier de graphe

Définition (Sommet ouvert) : Soit (L1, ..., Ln) un parcours de G. Pour k& € [1,n] et
i € [1, k[, on dit que L; est ouvert a I'étape k si

Suce(L;) € {L; | j € [1,Kk[}

ol Succ(L;) est 'ensemble des successeurs de L;.

Cette définition nous permet de définir les parcours en largeur et en profondeur.

Définition (parcours en largeur) : Soit (L1,..., L) un parcours. Il est dit en largeur
si chaque sommet du parcours qui n’est pas un point de régénération est un successeur
du premier sommet ouvert a cette étape :

Vk € [2,n], BHL; |je[1,k[} =@ ou Lji € Succ(Lyy)

avec i9 = min{: € [1, k[ | L; ouvert a I'étape k}.

Définition (parcours en profondeur) : Soit (L1, ..., Ly) un parcours. Il est dit en lar-
geur si chaque sommet du parcours qui n’est pas un point de régénération est un succes-
seur du dernier sommet ouvert a cette étape :

Vk € [2,n], BHAL; |j€[1,k[}) =@ ou Lj € Succ(Lyy)

avec i9 = max{¢ € [1,k[ | L; ouvert a I'étape k}.

EXEMPLE :
Dans le graphe ci-dessous, un parcours en largeur est

a—c—b—>d— f~e.

Les sommets soulignées sont les points de régénération. On peut remarquer qu’il n’y a pas
unicité du parcours en largeur, on aurait pu commencer le parcours para —+b —c — -+ -,
et ce parcours est aussi un parcours en largeur.

Ficure 5.2 — Exemple de graphe orienté — parcours en largeur

Sur le méme graphe, un parcours en profondeur est
a—b—f—c—d~e.

De méme, il n’y a pas unicité du parcours en profondeur.
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Définition (tri topologique) : Soit (7;);c[1,,) une permutation des sommets. On dit
que T est un tri topologique si

v(i,5) € [1,n]?,  si(T3,T;) € Aalorsi < j.

ExEmPLE :
Un tri topologique du graphe ci-dessous est la permutation indiquée dans le graphe.

1

6

Ficure 5.3 — Tri topologique d’un graphe

Définition : Soit une permutation de sommets (7;);c[1,,]- On appelle rang de u € S
dans 7' le plus petit indice dans 7" d'un élément accessible (u %5 ) et co-accessible
(v X u) depuis u. On définit

rang,(u) = min{i € [1,n] | T3 ~g u}.

Définition : Etant donné une permutation (Ti)ie[1,n] des sommets de G, on définit
la relation
<7 = {(u,v) € S? | rang(u) < rang(v)}.

On dit alors que T est un ¢ri préfixe dés lors que, pour tout (u,v) € S?, si u % v alors
U <7 V.

]::{EMARQUE 3
Etant donné une permutation 7', pour tout couple de sommets (u, v),

u~g v <= (u=rvetv < u).

5.1.3 Graphe transposé et crc

Définition : Etant donné un graphe G = (S, A), on appelle graphe transposé de G,
que l'on note G T, le graphe

Gl = <S, {(y,z) € 52 | (z,y) € A})
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Propriété : Soit 7 un tri préfixe de G. Soit L un parcours de G' " utilisant I'ordre des
points de régénération induit par 7. Alors, la partition associée a L est la décomposition
en composantes forment connexes.

Preuve :

Soit T un tri préfixe du graphe G. Soit L un parcours de G ' . Montrons que le partitionnement associé a
L est la décomposition en composantes fortement connexes. Il suffit de montrer que, si v et v sont dans la
méme partition du parcours L de G 1 u ~g v.

Remarque : les composantes fortement connexes de G et G’ sont les mémes.
Soient u et v deux sommets dans la méme partition de L. C’est donc qu'’il existe un point de régénération

L,, telque L, L>GT uet Ly, ;G* v.Ainsi, L, ;c uet Ly, (LG v. Alors, rang . (u) < rangp (Ly, ).

Supposons que L., -;é) gu. Alors, rang - (u) # rang, (L, ). D’ol, il existe w ~g u apparaissant avant
(strictement) L,., dans T'. Ce qui est absurde car on aurait da visiter w avant.

P * * N " * .
On en déduit que L,, —¢g u, et v —g u, De méme pour v,ona L,, —g vetu —¢ v. Finalement,
on a

u~g .
(]
EXEMPLE :
9
5
2
4 3 1
7
8 7

Ficure 5.4 — Exemple de tri préfixe

Un tri préfixe dans le graphe ci-dessousest g < f <+ c<+ e+ d i« b+ a « h. 1l
s’agit d’'un parcours en profondeur.

—-129 -




5.1

Trois exemples d’algorithmes de graphes MPI*

5.1.4 Calcul de tri préfixe

On peut donc donner un algorithme calculant un tri préfixe. On donne cet algorithme en

impératif, méme si la version récursive est plus simple.

Algorithme 5.1 Calcul d’un tri préfixe

Entrée Un graphe G = (S, A).
Sortie Un tri préfixe des sommets de G.
1: Procédure ExpLorREDESCENDANTS(s, Visités, Res)

17:
18:
19:
20 :
21:
22

Entrée Un graphe G = (5, A), Res, Visités, s € S.
Sortie Modifie Res et Visités de sorte que Res soit un parcours préfixe de Visités et des
sommets accessibles depuis s.
todo < pileVide
empiler (s, Succ(s)), todo)
Visités < {s} U Visités
tant que todo # pileVide faire
(z,£) < depiler(todo)
si ¢ = () alors
| Res <+ z-Res
sinon
t- b« > on sépare la téte t du reste V' de la pile £.
empiler((z, ¢'), todo)
si t ¢ Visités alors
Visités <+ {t} U Visités
L empiler (¢, Succ(t)), todo)

Visités < @
Res <+ ()
tant que S \ Visités # o faire

L

s < un sommet de S\ Visités
ExpLorREDESCENDANTS(s, Visités, Res)

retourner Res

On montre la correction de cet algorithme. On cherche des invariants intéressants, que 'on

ne prouvera pas. Pour la boucle “tant que,” dans la procédure ExpLoREDESCENDANTS, on choisit
les invariants

pour tout couple de sommets (u,v) € S2, si € (u) C Res et que u = v, alors € (v) C Res
et randRes(u) < ranggqs(v),

K (todo) U Res = Visités, ot oit K (todo) est 'ensemble des premiéres composantes des
couples de todo,

les clés de todo, du fond de la pile au sommet forment un chemin,

si u est un élément de Visités, et v est un descendant de u,

— ou bien v € Res,
— ou bien v € K(todo)

— ou bien v est un descendant d'un élément d’'une liste adjointe & un élément w €
K (todo) tel que u = w.

On admet que ces 4 propriétés sont invariantes. A la fin, Vz € Res, 6 (x) C Res, et dnc l'inva-
riant 1 assure alors que nous avons un tri préfixe.

—-130-



5.1 Trois exemples d’algorithmes de graphes MPI*

5.1.5 Algorithme de Kosaraju

Algorithme 5.2 Algorithme de Kosaraju

Entrée Un graphe G = (5, A)

Sortie Les composantes fortement connexes de G

1: On calcule un tri préfixe de G.

2: On parcours G en utilisant Pordre 7' comme points de régénération.
3: On retourne le plus petit partitionnement associé au parcours.

5.1.6 Applications

Théoréeme : 2-cNF-sar € P.

ExEMPLE :
On considere la formule H = (zV —y) A (myV z) A (yV —z) A (y V z). Elle est équivalente

a

H = (-z— —-y)
A(y — x)
A(y — 2)

A (mz — —y)
A(z—=y)

A (my — —z2)
A(my — 2)
A(mz = y)

En replacant les — par des arrétes dans un un graphe, on obtient celui représenté ci-
dessous.

Ficure 5.5 — Représentation d'une formule 2-cNF-saT par un graphe

Preuve :
Soit H € 2cnF. On pose
H=U1,1VLi2)N...NUn1VLl,2).

Dans la suite, on note ¢; ; le littéral opposé a £; ;. A la formule H, nous associons le graphe Gz défini
comme suit :

Sy = {(ti5) |i€[1,n],5 € {1,2}} U {4 ;) |i€[L,n],5€ {1,2}},
Apg = {5 1, b2 i€ [1,n]}U{(€,,4:1) i€ [1,n]}.

Lemme : Si p est un modéle de I et u — v tel que [u]” = V, alors [v]° = V.
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Preuve :

Soit p un modele de H. Montrons par récurrence P,, : “si u BNy par un chemin de longueur n et
[u]? = V,alors [v]? = V.

— Py :u = v, donc ok.

— P,y :supposons P,, vraie pour n € IN. Soient u et v tels que
U —> UL —> UL —> - —> Up —> Uptl =V

et [u,]?” = V.Dapres P,, [u,]” = V.Or, (un, unt1) € Ag.Cestdoncque u§, Vi, 11 €
H.Or, [u,]” = V,donc [u,]” = F.Or, [u, Vv]?” =V etdonc [v]” = V.

On conclut par récurrence. O

Propriété : H est satisfiable si, et seulement si aucune variable et sa négation ne se trouvent
dans la méme crc de G

Preuve ¥ = ” Par contraposée, soit = et -z se trouvant dans la méme crc de G gr. On procede par
l’absurde. Soit p un environnement propositionnel tel que [H]” = V.

— Sip(z) = V,alors [z]” = V. Or, & — —a. Alors, daprés le lemme, [-2]” = V et
donc p(z) = F, absurde.

— Sip(z) = F, alors [-z]”. Or, =z X zet donc, d’apres le lemme, [z]” = V dou
p(x) = V, absurde.

Il n’existe donc pas un tel p.

Si G g est telle qu’aucune variable et sa négation soient dans la méme crc. Soit z € @ une
variable propositionnelle. Soit C1, ..., C), les composantes fortement connexes du graphe,
triées par ordre topologique i.e. pour (i, j) € [1, pﬂz, si j > 1, alors il n’y a pas de chemin
d’un élément de C'; vers un élément de C;. Regardons alors ou sont rangés z et —x. Siz € C;
et —z € C; avec i < j, on définit alors p(z) = F'. Sinon, on définit p(z) = V. Montrons
alors que p est un modele de H : [H]” = V. Par l'absurde, soit £; 1 V ¢; > une 2-clause
de H telle que [¢;,1 V £;2]” = F,donc [¢;:]° = F et [¢;2]” = F. Alors, (£ 5,£i,1)
est une arréte de G et, (£ ;,¢; 2) est une arréte de G . Ainsi, en notant a I'indice de la
composante £5 ,, b 'indice de £; 1, c I'indice de £5 ; et d I'indice de £; 2,onaa < b,b < ¢
par définition de p, ¢ < d et d < a par définition de p, d’ou

a<b<c<d<a,

ce qui est absurde. On a donc pour toute 2-clause ¢; 1 V £; > de H, [€; 1 V £; 2] = V et
donc [H]” = V.

O

Algorithme 5.3 Solution au probléme 2cNFsar

Entrée H une 2-cNF
Sortie p un modeéle de H ou None si H n’est pas satisfiable

1: On construit G g

2: On construit les crc C1, . .., C)p de G (dans un ordre topologique)
3: siil existe z et ¢ € [1,p] tel que z € C; et ~z € C; alors

4:
5

6

| retourner None

: sinon

retourner p défini comme
p:@— B

F sit<j
T — .
1% sinon

oﬁweCiet—\a:ECj.

5.2 Arbres couvrants de poids minimum
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ExEmPLE :
On consideére le graphe ci-dessous.

Ficure 5.6 — Arbre pondéré

On cherche & « supprimer » des arrétes de ce graphe afin d’avoir un poids total mini-
mum, tout en conservant la connexité du graphe. Une structure assurant cette condition
est un arbre.

Pour résoudre ce probléme, on part du graphe vide, et on ajoute les arrétes les moins
coliteuses en premier.

Définition (Arbre) : Soit G = (S, A) un graphe non-orienté. On dit que G est un arbre
si G est connexe et acyclique.

Définition (Arbre couvrant) : Etant donné un graphe non orienté pondéré par poids
positifs G = (S, A, ¢),? on dit de G’ = (S’, A’) que c’est un arbre couvrant de G'si S’ = S
et A’ C A, et G’ est un arbre.

Définition (Arbre couvrant de poids minimum) : Etant donné un graphe non orienté
pondéré G = (S, A, c) et un arbre couvrant T = (S’, A’), on appelle poids de 'arbre T la

valeur ), c(a).

Si G est connexe, il admet au moins un arbre couvrant, on peut définir I'arbre couvrant
de poids minimum (ACPM).

On définir alors le probleme

acpy @ Entrée :G = (S, A,c) connexe
Sortie : le poids de I'arbre couvrant de poids minimum.

1. on dit que c est la fonction de pondération de ce graphe
2. Arbre Couvrant de Poids Minimum
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Algorithme 5.4 Algorithme de KruskaL
Entrée G = (5, A, ¢) un graphe connexe
Sortie Un arbre couvrant de poids minimum
1: B+ @
2: U+ @
3: tant que il existe u et v tels que u =g v faire
Soit {x,y} € A\ U de poids minimal
si x ~p y alors
| ) U+ {z,y}}uU
sinon

U<+ {z,y}}uU
L B+ {z,y}}UB
10: retourner T = (S, B)

0 =3 O Ul

©

Propriété : L'algorithme de KruskaL est correct.

Preuve : 1. Il existe un arbre couvrant de poids minimum utilisant les arrétes de B;
2. BCUCA;
3. Y{u,v} € U,u ~p .

Ces trois propriétés sont invariantes.
Initialement B = @ = U, donc ok.

Propagation Soient B et U (resp. B, U) les valeurs de B et U avant (resp. apres) une itération de boucle.
Supposons que B et U satisfont les propriétés 1, 2 et 3. Montrons que B et U les satisfont aussi.

2. Ona{z,y} € Aet BC U C A, donc
BCBU{z,y} CUU{a,y}} C A

3. Soit {u,v} € U.
— Si{u,v} € U,alorsde 3, u ~p v.0r, B C Betdoncu ~z v.
— Sinon, {u,v} = {z,y},alorsz =uetv =y.
— Sous-cas 1: B = BU {{z,y}},alorsz ~5 .
— Sous-cas 2 : B = B, alors par condition du si, ~p yetdoncz ~5 y.
1. Soit J un acpm contenant B.
— Casl:B = B, ok
— Cas2:B = BU {z,y}}.
— Sous-cas 1: {x,y} € 7, alors J est un acpm qui contient B.
— Sous-cas 2 : {z,y} € I, T est un arbre couvrant, donc il contient une chaine
dexzay:
>
Il
{Zo, 1}, {z1, 22}, ..., {Zn-1,20n}.
Il
Yy
Or,Vi € [1,n — 1], 2; ~p ®;41. Par transitivité, on adonc ¢ = zo ~p z,, =
y, ce qui n’est pas le cas. Il existe donc ig € [0, n — 1], tel que x;, »p =i, 41
et donc {x;,, z;,+1} ¢ U. D’ou, d’apres 3, on a {x;,, x;,+1} ¢ B Considérons
alors 7' = (7 \ {{zi,, ©i,+1}}) U{{z, y}}. Montrons que 7' est un acpm conte-
nant B, en commencant par montrer que c’est un arbre couvrant. L'arbre 7' a

n — 1 arrétes (autant que 7). Montrons que I est connexe. Soit (a, b) € S2. T
est connexe, soit donc une chaine

C: a=ug,Ur,...,Unp =0b

de 7. Si la chaine C n’utilise pas I'arréte {x;,, z;, 41}, alors C est une chaine
de 7. Sinon, on pose u et T tels que

@ 0 0 0 5 W0 Bifyeil g o 0 0 g Do
—_

i T
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Soit alors la chaine

W
G

@, .- Tigy Tig—1, Tig—25 - - - 3 L0 = T,
b7"'7$i0+17xi0+2;~-~’mn717zn =Y
—

>

qui est dans 7’. Montrons que le poids est minimum. Notons P(J) le poids de
Tarbre. On a donc

P(3') = P(F) + c({z, ¥}) — c({@iy, Tig+1})-

Par choix glouton, ({z, , #i,41 & U}, c({z, y}) < c({@iy, Tiy4+1}) done P(T') <
P(9), et T étant de poids min, P(J') = P(J) et I’ est un acpm contenant B.

Les invariants le sont. O

A la fin, B induit un graphe connexe et B est contenu dans un acpm, c’en est donc un.

Une structure pour la gestion des partitions : UnionFind.

Définition (Type de données abstrait UnionFind) : On définit le type de données abs-
trait UnionFind comme contenant

— un type t de partitions;

— un type elem des éléments manipulés par les partitions;

— initialise_partition : elem list — t retournant le partitionnement dans le-
quel chaque élément est seul dans sa classe;

— find: (t * elem) — elem retournant un représentant de la classe de I'élément. Si
deux éléments = et y sont dans la méme classe, dans le partitionnement p, alors
find(p, z) = £ind(p, y);

— union : (t*elem*elem) — t retourne le partitionnement dans lequel on a fusionné
les classes des arguments.

EXEMPLE :
On réalise le pseudo-code ci-dessous.

— p < initialise_partition([1,2,3,4,5]) ~ {{1},{2}, {3}, {4}, {5}}
— find(p,1) =1
— union(p, 1,3) ~ {{1,3}, {2}, {4}, {5}}

— find(p,1) = find(p, 3)

On implémente ce type abstrait en OCamr.

RemArQUE (Niveau zéro — listes de liste) :

type ’a t = ’a list list

1

2

3 | let initialise_partition (1: ’a list): ’a t =
4 List.map (fun x -> [ x ] ) 1

6 | let rec find (p: ’a t) (x: ’a): ’a =
7 match p with

8 | classe :: classes ->
9 if List.mem x classe then List.hd classe
10 else find classes x

11 | [ -> raise Not_Found

13 [ let est_equiv (p: ’a t) (x: ’a) (y: ’a): bool =
14 (find p x) = (find p y)
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15
16 | let rec extrait_liste (x: ’a) (p: ’a t): ’a list * ’a p =
17 match p with
18 | classe :: classes ->
19 if List.mem x classe then (classe, classes)
20 else
21 let cl, cls’ = extrait_liste x classes in
2 (cl, classe :: cls’)

RemarquE (Niveau un — tableau de classes) :
Dans la case du tableau, on inscrit le numéro de sa classe. Pour f£ind, on prend le premier
ayant la méme classe. Pour union, on re-numérote vers un numéro commun. Par exemple,

RemarquE (Niveau deux — tableau de représentants) :
Dans les cases du tableau, on écrit le représentant de la classe de 7. Pour find, on lit la
case. Pour union, on re-numérote vers un numéro commun. Par exemple,

Remarque (Niveau trois — arbres) :
Pour union(0, 1), on cherche le représentant de 0 (2) puis celui de 1 (4). On fait pointer 4
vers 2. Pour la suite de 'implémentation, c.f. pm3.

| [ -> raise Not_Found

let union (p: ’a t) (x: ’a) (y: ’a): ’a t =
if est_equiv p x y then p
else
let cx, p’ = extrait_liste x p in
let cy, p’’ = extrait_liste y p’ in
(cx @ cy) :: p’’

Cope 5.1 — Implémentation du type UnionFind en OCamL

O[1Jo0Jo[1]2

2[4[2[2[4]5

WS

Ficure 5.7 — Représentation par des arbres

Avec cette nouvelle structure, on peut maintenant revenir sur ’algorithme de Kruskat.
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Algorithme 5.5 Algorithme de KruskaL — version 2

Entrée Un graphe G = (5, A, ¢) un graphe non orienté, pondéré
Sortie Un acrm

1: Soit (€i);e[1,m] un tri des arrétes par cott croissant
: f+0 > Nombre d’union effectuées

: p < initialise_partition(S)

1+ 0

: B+ o

: tant que f < n — 1 faire

{z,y} < er

si find(p, z) # find(p, y) alors

L p < union(p, z,y)

© 00 3 U W N

=
(=]

B« BU{z,y}}
f<f+1
I+ T1+1
: retourner (S, B)

o e
W N =

Etude de complexité. Notons Cf} ; un majorant du cotit de find sur une structure conte-
nant n éléments, notons C%,; = un majorant du cott de union sur une structure contenant n
éléments, et notons C7,;, un majorant du cotit de init sur une structure contenant n éléments.

La complexité de cet algorithme est de

© (C’ﬁlit +2m Cfipg + 1 Conion + mlogy m)

5.3 Couplage dans un graphe biparti

Définition (Couplage) : On appelle couplage d’'un graphe non orienté G = (S, A), la
donnée d’un sous-ensemble C' C A tel que

Heyh{e',y' € C, {ou}n{d .y} # 0 = {z,y} ={'.y'}.

Ficure 5.8 — Exemple de couplage

ExEmPLE :
On réutilise 'exemple ci-dessous dans toute la section. L'ensemble C' = {{a, 2}, {b,3}}
est un couplage. Mais, I'ensemble C’ = {{a, 1}, {a,2}} n’en est pas un.

Définition : Un couplage est dit maximal s’il est maximal pour I'inclusion (C). Un
couplage est dit maximum si son cardinal est maximal.
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ExeEmPLE :
Dans I'exemple précédent,

— le couplage C' = {{a, 2}, {b, 3}} n’est ni maximal, ni maximum;
— le couplage C’" = {{a, 2}, {b,3},{d,4}} est maximal mais pas maximum;
— le couplage C" = {{a, 1}, {b,3},{c,2},{d,4}} est maximum.

REMARQUE :
Dans toute la suite, on ne considére que des graphes bipartis.

Définition : Etant donné un graphe biparti G = (S, A) et un couplage C, un sommet
z est dit libre des lors que
V{y,z} € C, z & {y, z}.
Une chaine élémentaire®(co, c1, . . ., c2p11) est dit augmentante si
— ¢p et cop41 sont libres;
— Vi e [[0,;0]], {021',621'+1} €A \ C;
— Vi e [0,p—1], {c2i+1,c2i42} € C.

EXEMPLE :

Ficure 5.9 — Chaine augmentante

ExEmPLE :
Dans I'exemple de cette section, (d,4) et (c, 2, a, 1) sont deux chaines augmentantes.

Propriété : Etant donné un graphe biparti G = (S, A) avec S = S U Sy (partitionne-
ment du graphe biparti), un couplage C est maximum si, et seulement s’il n’admet pas
de chaines augmentantes.

Preuve ¥ =" Soit C' un couplage admettant une chaine augmentante. Montrons que C' n’est pas maxi-
mum. Soit la chaine augmentante®

Co—Cl = Ca —>C3 =>Cq —> -+ —>Cap_1 = C2ap —> C2p+1-

3. i.e. une chaine sans boucles.
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On considere alors le couplage

@ = (C \ {{c2it1,c2i42} | i € [0,p — 1]]}) U {{czi,c2iy1} | i € [0, p]}.
On transforme donc la chaine en
Co=>C1 —>Cy = C3 —> - —> Cap_1 —> Cap = Copii-

C’est bien un couplage, et Card(C’) = Card C' + 1. C n’est donc pas un couplage maximum.

<=7 Soit C un couplage non maximum. Montrons que C admet une chaine augmentante. Soit M un
couplage maximum, et D = C A M = (C\ M) Y (M \ C). On a CardC < Card M et
Card(C \ M) < Card(M \ C). On remarque que, si co — ¢1 — €2 — =+ — Cp_1 —> Cp
est une chaine de D, (sico — ¢1 € C\ M etci — c2 € C\ M donc c; est dans deux arrétes
distinctes d’'un couplage C, ce qui est absurde ; de méme pour les autres arrétes). Ainsi, 2 arrétes
consécutives ne sont pas dans la méme composante de I'union (C'\ M) W (M \ C). Considérons
la relation d’équivalence ~ sur D définie par {z, y} ~ {z,t} <= % il existe une chaine de D
utilisant P'arréte {x,y} et 'arréte {z,t}. Soit le partitionnement D, ..., D, de D par ~. Par
inégalité de cardinal, il existe un D; tel que

Card{e € D; |e€ C} < Card{e € D; | e € M}.

L'ensemble D; contient alors une chaine augmentante.

Algorithme 5.6 CHAINEAUGMENTANTE : Trouver une chaine augmentante dans un graphe
biparti G = (S, A) muni d’un couplage C partant d'un sommet s € S

1: Procédure AucMENTE(z, chaine)

2k pour y € Succ(z) \ chaine faire

3 si y est libre dans C alors

4 | retourner Some(chaine & (y))
B sinon

6: Soit z tel que {y, z} € C.

73 r < AUGMENTE(z, chaine W (y, 2))
8 si r # None alors

9: L retourner r

10: 1 L retourner None

11: si s est libre dans C alors

12: | retourner AUGMENTE(s, (s))

13: sinon

14: | retourner None

REMARQUE :
Si un sommet n’est pas libre dans le couplage C, il n’est pas libre dans les couplage
obtenus par inversion de chaine depuis C.

Algorithme 5.7 Calcul d'un couplage maximum
Entrée G = (S, A) un graphe biparti, avec S = S1 U Sa
1: C+ o
2: Done < @
3: tant que 3z € S; \ Done faire
Soit un tel x.
r < CuAiNEAUGMENTANTE(G, C, )
si r # None alors
Some(a) < 7
On inverse la chaine a dans C.
Done < {z} U Done
10: retourner C'

[ JNEN RN TN

©

4. On représente = pour les arrétes dans le couplage C.
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Annexe 5.A Remarques supplémentaires

Le parcours d’'un graphe G = (S, A) a une complexité en O(|S| + | A4|).
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L'objectif de ce chapitre, sera de “critiquer” le travail en logique fait précédement, puis d’ap-
porter une solution a ce probléme; on finira par un peu de Hors-PrROGRAMME.

6.0 Motivation

6.0.1 Tables de vérité

Pour l'instant, pour montrer I' = G ou G = H, nous devons encore utiliser une table de
vérité. Par exemple, montrons

H
P=AN(@=r)ED=T.
G

On réalise la table de vérité ci-dessous.
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qa|a—r|

N
%
Vv

ST IS TS
< M M
N < M|
< <<l
N < <|Q
< < <|x
SN

F

A faire : Finir table de vérité

TaBLE 6.1 — Table de vérité pour montrer (p - ¢) A (g = 7)) Ep —r

6.0.2 Equations

Supposons [G]” = V. Montrons que [H]” = V.On a

V = [G]*
=[lp—>a A(@—1)]°

=[pl” - [al? + [pl” - [al” - [71° + [a]” - [']°

et

[H]? =lp —r]”

=Tol? - [al° + [p1” - Tal?
+ 717 - Tal? - ([p]” + []°)
+[r)P+?

A faire : finir le calcul

6.0.3 Raisonnement mathématiques
Supposons (p — q) A (¢ — r). Montrons que p — 7.

< Supposons donc p. Montrons r
< Montrons q.
< Montrons p, qui est une hypothese.
— Montrons p — ¢, qui est aussi une hypothese.
— Montrons g — 7, ce qui est vrai par hypothese.

On reconnait un arbre.

6.1 La déduction naturelle en logique propositionnelle

6.1.1 Séquents

Objectifs de preuves.

EXEMPLE :
Montrons P A Q est vrai.
— Montrons P.
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— Montrons Q.

Hypothéses courantes.

ExeEmPLE :
Montrons que (n € 4N - n € 2N) A(n € AN+ 3 = n € 2IN 4 1).

< Montrons n € 4N — 2IN.
< Supposons n € 4IN. Montrons n € 2IN.

local
< Montronsn € 4N+ 3 — n € 2IN + 1.
< Supposons n € 4N + 3. Montrons n € 2IN + 1.

Définition (Séquent) : Un séquent est la donnée
— d’un ensemble d’hypotheses I";
— d’un objectif G.

On le typographie I' - G.

EXEMPLE :
Montrons @+ (n € AN - n € 2N) A(n € 4N+ 3 - n € 2N + 1)

— @+ (n€dlN — n € 2N)
— {n € 4N} n € 2IN
— @F(neAN+3—>ne2lN+1)
< {n€AN+3} >ne2N+1
On typographie cette preuve sous forme d’un arbre.3A faire : Arbre a faire

6.1.2 Preuves

Définition : On appelle régle de construction de preuves une regle de la forme :

I ¢ I = o I3+ @3 Fnl—cpnn
'k

om

On appelle I'1 1, [b F o, I3+ @3, ..., [y = @ les prémisses, et I' - o la conclusion.

Sin = 0, on dit que c’est une régle de base.

RemarqQue (Notation) :
I' est un ensemble. Alors, 'ensemble I" U {¢} est noté I, ).

EXEMPLE :
Un axiome est de la forme

ok
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Une preuve de la forme, appelée introduction du e,

I'tye TI'kFvy |
—— A1
I'EpANy
permet de prouver un ET. Il correspond au raisonnement mathématique suivant : suppo-
sons I"; montrons ¢ A 1}
— montrons p;

— montrons .

Définition (Arbre de preuve) : On appelle arbre de preuve un arbre étiqueté par des
séquents, et dont les liens pere—fils sont des liens autorisés par les régles du systéme de
preuves. Un systéme de preuves étant un ensemble de regles.

ExempLE (Systéeme Jouet) :

Axl'F o Fl—w/\_ 'y Vi 'y

i i, vi,d.
Leke TFoAy TFovey “Treve
EXEMPLE :
Avec le systeme précédent,
Ax - Ax
{P,Q,R}F P . {P,Q,R}FQ .
— V1,8 Vi,g
i

{PvaR}}_(PVQ)/\(QV"R)

{P,Q R} (PAX)V((PVQ)A(QV~R)) e

Définition (Etre prouvable) : On dit d’'un séquent I" - G qu'il est prouvable dans un
systeme de preuve des lors qu’il existe une preuve dont la racine est étiquetée par I" - G.

RarpEL (objectifs) :

On veut trouver d’autres moyens de montrer F' = G. On veut que, si F' - G, alors F' = G
(correction). Mais, on veut aussi que, si F' = G, alors G - F (complétude). On veut aussi
qu’il existe un algorithme qui vérifie F' = G (décidabilité).

Définition (Correction) : On dit d'un systéme de preuve qu’il est correct dés lors que :
pour tout I, pour tout G, si I' - G admet une preuve, alors I" = G.

Exempre : 1. On pose la regle “Menteur” définie comme

Menteur
r+-_1 :

Ce systéme de preuve n’est pas correct car {T} [~ L. Or,

——— Menteur
{T}FL <
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2. Le systeme jouet est correct. Montrons cela par induction sur la preuve de I' - G.

— Sila preuve de I' - G est de la forme

I''GrG

Montrons que I U {G} = {G}. Soit donc p un modele de I" U {G}. Alors
Yo € I' U{G}, [¢]? = V. Montrons que p est un modeéle de G. On pose
¢ =G;onadonc [G]? =V.

— Sila preuve de I' = G est de la forme

Tty Tk .
——— AL
I'EpAy
On appelle 7; la branche gauche de 'arbre, et 72 la branche de droite. Par
hypothése d’induction sur 71, I - ¢ admet une preuve (qui est une sous-

preuve), donc I' = . De méme, I |= 1) avec la branche m2. On en déduit
que I' = ¢ A ¢ d’apres les résultats du chapitre 0.

— De méme pour les autres cas.

Définition (Complétude) : Un systéme de preuves est complet dés lors que, si I' = G,
alors il existe un preuve de I' - G.

ExemPLE :
Le systéme de preuve ayant pour regle, pour tout I, et tout G,

I'EG

est complet mais pas correct.

EXEMPLE :
Le systeme de preuve ayant pour régle, pour tout I, et tout G tel que I' = G,

-G

est complet et correct.

6.1.3 Déduction naturelle

On définit les différentes regles d’introduction et d’élimination suivantes.
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SYMBOLE REGLE D'INTRODUCTION REGLE D’ELIMINATION
Ti
U TFT
L FI—J_J_e
I'EG
- Lokl LG _Ie-G _,
'+ -G I'+_1
I'G+FH . I''+H—-G TI'FH
— —_— =i —e
I'-G—H e
A I'+G FI—H/\i F)—G/\H/\e,g F'_G/\H/\e,d
I'-rGNH I'+-aG I'-H
I'+G . I'+H . I'AvVB INAr-rG I ,B-G
\% —— Vi,g —— — Vid Ve
I'-GVH I'rGVH I'+aG
I'ok o

TaBLE 6.2 — Regles d’introduction et d’élimination

A ce stade, nous avons définis le systéme de preuves que 'on appellera déduction naturelle
intuitionniste. Dans le chapitre 0, on a donné une notion de vérité. On a maintenant donné une
notion de preuve. On souhaite maintenant montrer le séquent & - p\V —p, nommé tiers exclu : la
variable p est, soit vrai, soit fausse. Avec le systeme de preuve actuel, on ne peut pas le montrer.
Mais, on a bien & |= p V —p, car pour tout environment propositionnel p, [p vV —p]? = V. D’'ou
la remarque suivante.

REMARQUE :
Ce systeme de preuve n’est pas complet vis a vis de la sémantique de la logique proposi-
tionnelle : on ne peut pas prouver le séquent & - pV—p malgré son caractere tautologique.

EXEMPLE :

De plus, montrons le rést{}tat : 1l existe deux irrationnels x et y tels que z¥ soit rationnel.
. P DR~ . PR )

On considere l%eel V2V 7. Sl est rationnel, la preuve est terminée. S'il ne l’est pas,

notons = = /2", et on remarque que V2 = 2. Dans cette preuve, on utilise le tiers

exclu : x est soit rationnel, soit irrationnel.

Ainsi, la déduction naturelle classique est le systeme de preuve obtenue en ajoutant la regle
suivante : TR

r-Gv-G
La déduction naturelle classique est un systéme de preuve complet.

ExempLE (preuve en déduction naturelle classique) :
Montrons le séquent @ = ——p — p. Une preuve de ce séquent n’était pas possible en
déduction naturelle intuitionniste, mais elle est possible en déduction naturelle classique
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a l’aide de la regle du tiers exclu TE.

Ax Ax
—=p,ptE —p ——p,—pkp e
——p,—p bk L
TE Ax P e
——pkpV-p —-p,ptp —-p,—pkp Ve
-—pkp .
—_—
GF—-—-p—p

ExempLE (preuve en dédution naturelle intuitionniste) :
On montre maintenant I'implication inverse. Sil existe une preuve en déduction natu-
relle intuitionniste, elle reste valide dans le systéme de preuve de la déduction naturelle

classique.

Ax
p,mpkp p,—p bk —p e
p,pk L

-1
pkE——p .
— i
Fp— (=)

ExEMPLE :
On prouve le séquent introductif @ + ((p — q) A (g — r)) = (p — r), a Taide le la
déduction naturelle intuitionniste. On nomme I" I'ensemble p, (p — q) A (¢ — 7).

Ax

't(p—a9A(@—r) N
I'E(p—=qgN(@—r) I'Fp—gq I'p

Ne,d —e

I'-q—r I't-q

p,(p—=> @ N(@—r)kr

p=a)AN(@—=r)Fp—r

gE(p=aA(@—=r1) = {@—r)

—1

EXEMPLE :
Toujours en déduction naturelle intuitionniste, on prouve le séquent

ok (p—q) — (—g — —p).

Ax Ax
P,¢,p—>q-p—q pﬁq,p—nﬁp_)e

Ax
P, ¢, p — gk g pﬁq,p—w'—qﬁ

p,—¢,p —qk L 4

—q,p — qk —p

p—qbk—-g——p
F—q — (=g — —p)

e

—1

Théoréme : La déduction naturelle classique (respectivement intuitionniste) est cor-
recte.

Preuve :
Par induction (longue) sur I'arbre de preuves (c.f. plus haut). O
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Corollaire : Pour prouver I" = G, il suffit de construire un arbre de preuve de I" - G.

REMARQUE :
On aurait pu définir la déduction naturelle classique en ajoutant une des deux regles
suivantes plutot que le tiers exclus :

't -G -Gk L

o
e e P Abs®.

ExERcICE :
Refaire les preuves du séquent @ - ——p — p avec les regles ——e, et Abs.

6.2 Lalogique du premier ordre

On veut rajouter a la déduction naturelle des quantificateurs, tels que V ou 3. On considére
la formule
G = Vz, (((z>0)/\(3y, z=y+1)) \/(sz)).

Cette formule peut étre représentée sous forme d’arbre syntaxique, comme celui ci-dessous.

VAN
A
j

y 1

x

Figure 6.1 — Arbre syntaxique de la formule G = Vz, (((x >0A@y, s=y+1)V(z= 0))

6.2.1 Syntaxe de la logique du premier ordre

Définition : On appelle signature du premier ordre la donnée de deux ensembles S
et 2.2 Ces symboles viennent avec une notion d’arité

a:SUP — IN.

On appelle 'ensemble des constantes la sous-partie des éléments c de S telle que a(c) = 0.

1. Abs correspond & absurde
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Les autres symboles, non constantes, sont appelés fonctions. On appelle % 'ensemble des
prédicats. On a toujours SN P = 2.

Définition : Etant donné un ensemble § de symboles de fonctions et de constantes, et
un ensemble 7 de variables, on définit inductivement ’ensemble des termes sur S et 7/,
typographié J (S, 7), par

— sifES, ettr,ta,... tap € (T(S, 7))V, alors f(t1, 2, ..., far)) € T(S, V).

ExEmPLE :

SiS = {+,—,0},aveca(+) =2,a(—) = 1% et a(0) = 0;si ¥ D {z,y, 2}, alors
— —(=)
—0

— +<x,—(+(270)))

sont des termes.

Définition (Logique du premier ordre) : Etant donné une signature du premier ordre
($,9), et un ensemble 7 de variables, on définit 'ensemble des formules des formules
de la logique du premier ordre typographié F(S, %, %), par induction

— SiPEP,ettr,...,tap) € (T(S, 7)), alors P(t1, ..., tap)) € F(S, P, );

— L, TEeFES,P,7);

— si (G, H) € F(S,P,7)?, alors

GAHEFES,P,Y), G — HeF(S8,9,%7), -G € F(S,P,V);
GV HEeFS,P,%), G o He%S,P,%7),
— Siz eV etG e F(S,2,7), alors
(Vz, G) € F(S,P, V) 3z, G) € F(S, P, V).

On note un symbole + avec son arité a(4+) = 2 comme +(2).
ExEMPLE :
En choisissant P = {>(2),=(2)}, § = {+(2),0(0),1(0)} et ¥ O {x,y}, on peut alors

construire la formule de 'exemple précédent :

G =V, (((:E>0)/\(3y, x=y+1))\/(z:0)).

Codons le en OCaML, comme montré ci-dessous.

type symbole_arite = string * int

type signature = {

1
2
3
4 symbole_terme: symbole_arite list;

2. 8 est I'ensemble des symboles utilisés pour construire des termes; P est 'ensemble des symboles utilisés
pour passer du monde des termes pour passer au monde des formules.
3. il g’agit du ‘—’ dans 'expression —z.
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symbole_predicat: symbole_arite list

}

type var = string

10 | type terme =

11 | V of var

12 | T of symbole_arite * (terme list)

14 (* Quelques exemples x*)

T(("0", 0), [1);
T(("1", 0), [1);

16 [ let exO
17 | let exl
18 [ let ex2

19 T+, 2), [

20 v("x"),

21 T(("-", 1), [

22 T+, 2), [

23 v('z"),

24 T(C("0", 0), [1)
2% i)

2 1)

27 ID)

28

29 | (* Definissons la logique du ler ordre *)

31 | type po_logique =

Not of po_logique
Forall of var * po_logique
Exists of var * po_logique

32 | Pred of symbole_arite * (terme list)
33 | Top | Bottom
34 | And of po_logique * po_logique
35 | Or of po_logique * po_logique
36 | Imp of po_logique * po_logique
37 | Equiv of po_logique * po_logique
|
|
|

CopEe 6.1 — Définition des formules de premier ordre en OCamL

On définit, dans la suite de cette section, I'introduction et ’élimination de V et 3. Mais, nous
devons réaliser des substitutions, et c’est ce que nous allons faire dans le reste de cette sous-
section.

Définition : On définit vars inductivement sur J(S,7) par :
— siz € V, vars(z) = {z};
n

— vars(f(t1,...,tn)) = U vars(t;).

=1

Définition : On définit inductivement deux fonctions

FV:F(S,P,%) — p(7)"? BV:F(S,2,%) — p(7)"
par
— FV(T) =g, — FV(P(t1,...,tn)) = U, vars(t:),
— FV(L) =g, — FV(=G) = FV(G),
— FV(G 6 H) = FV(G) U FV(H) — FV(vz, G) = FV(G) \ {=z},
avec © € {A,V,—, <}, — FV(3z, G) = FV(G) \ {z},
et
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— BV(T) =g, — BV(G ® H) = BV(G) U BV(H)

— BV(Ll) =g, avec © € {A,V, =, <},

— BV(P(t1,...,tn)) = 2, — BV(Vz, G) = BV(G) U {z},

— BV(=G) = BV(GQ), — BV(3z, G) = BV(G) U {z},
EXEMPLE :

A faire : Inclure exemple. BV(F) = {x,y} et FV(F) = {y, z}.

Définition (a-renommage) : On appelle a-renommage 'opération consistant & renom-
mer les occurrences liées des variables dans une formule.

ExXEMPLE :
On considere la formule

(Vz, P(X)) A (Vz, Yy, Q(z,z + ).

Elle a pour a-renommage les formules
)

— (Vz, P(z)) A (‘v’x, Yy, Q(m z+vy));
— (Vz, P(2)) A (Vz, Yy, Q(z,2 4+ y));
— (Vz, P(2)) A (V=, V2, Q(z,z + 2 ),

3 9y VY AR

6.2.2 Substitution

Définition (Substitution) : Une substitution est une fonction de ¥ — J(8,7) qui
est I'identité partout, sauf sur un nombre fini de variables que 1'on appelle clé¢ de cette
substitution.

EXEMPLE :
On considere la substitution

c: YV —9(S,7)

siz =
e {y +y siz=y
T simon.

L'ensemble des clés de cette substitution sont {y}; en effet, o(y) = y + y, et o(2) = 2.

Définition (Application d’une substitution & un terme) : Etant donné une substitution
o, on définit inductivement la fonction

0] : T (Z, ) — TS, V)
t — t[o]

5. FV : free variable, variable libre
5. BV : bound variable, variable liée

—-151-




6.2 Preuves MPI*

par
— z[o] = o(z) avecz € V;

— (f(t1,- - tn)) o] = f(talo],- .., tnlol).

Définition (Application d’'une substitution & une formule) : Etant donné une substi-
tution o, on définit inductivement ’application de la substitution o & une formule par

— Tlo]=T; avec © € {V, A\, =, < };

— 1= 1; — (~G)lo] = ~(Glol);

— P(t1,...,tn)[o] = P(ti[o],...,tnlo]); — (Va, G)lo] =Vz, G[o[z — =]
— (GO H)[o] = Glo] © H[o] — (3=, G)[o] = Iz, Glo[z — ]|

/\ On s’assurera que les variables apparaissent dans 'espace image de la substitu-
tion o n'intersecte pas avec les variables liées de G lors du calcul de G[o]. Ce peut-étre
assuré au moyen du a-renommage.

ExEmPLE :
On considere la formule P(z,y) A (‘v’:r:, Q(x, y)) On applique la substitution o : (z —
z+y, y+—0).

iy
A A A

Ficure 6.2 — Arbre de syntaxe de la formule P(z,y) A (Vz, Q(z,y)), application de la
substitution o = (z — = + vy, y — 0)

ExEMPLE :
On considére la méme formule, et la substitution o : (y — = + ).
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2 YV 2 Va P Vz
z y Q a3 p Q zy Q
A AN /

r x

formule originale  substitution sans a-renommage

substitution aprés a-renommage

Ficure 6.3 — Arbre de syntaxe de la formule P(z,y) A (Vx, Q(z, y)), application de la
substitution o = (y — « + z) directement et avec a-renommage

6.2.3 Extension au premier ordre de la déduction naturelle

On ajoute les regles suivantes.

SYMBOLE | REGLE D'INTRODUCTION REGLE D’ELIMINATION

-G . I'-vz, G
v I'+Vz, G L't Gl(z — t)]

x & FV(I') vars(t) N BV(G) = @

I'+-3de, H I''HFG
Gz 1) - : Je
3 - T3 '@
'3z, G
x & FV(I) UFV(G)

TaBLE 6.3 — Extension au premier ordre de la déduction naturelle

ExeEmpPLE :
vV, P(0,z) - Vz, P(0,x)
va, P(O,2)F PO,1) .
i
v, P(0,z) - 3y, P(y,1) :
i
F (Vz, P(0,z)) — (3y, P(y,1))
ExEmPLE :

Vz, P(z) b Vz, P(z)
Vz, P(z) F P(x)
Vz, P(z) F 3z, P(x)
= (Va:, P(ac)) — (3:1:, P(;t))

—1
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On pose Fi = 3z, P(x) et F» = Yz, Yy, (P(z) = Q(y)). =
Ax
I', P(z) = Q(y), P(z) = P(z) = Q(y) I', P(z) = P(x) e
F1, Fy, P(x), (3y P(z) = Q(y)), P(z) = Qy) - Q(y)
Fi, F», P(z) b 3y, P(z) = Q(y) F 3y, P(z) = Q(y) F1, Fs, P(z), (3y P(z) = Q(v)), P(z) = Q(y) - 3y, Q(y) .
e
F1, Fa, P(x), 3y P(z) = Q(y)) F 32, Q(2) Fy, F>, P(z) k- Vz, 3y, P(z) —|Q(y) jx
e
Ax Py, Fy, P(x) F (Hy P(z) — Q(y)) — (Hz, Q(z)) Fy, Fy, P(z) 3y, P(z) — Q(v) \
—— —e
Fy, Fo|F 3z, P(x) Fi, F2, P(z) - 3z, Q(2) 2
3z, P(xz); Ve, Ty, (P(ar) — Q(y)) F 3z, Q(z)
ExempLE (Paradoxe du buveur) :
| On pose ¢ = Jz, = B(x). ;U
5 :
=~ Axg
| AX ﬂ(aib, —\B(x)),B(x)7 —\B(y) = _\B( ) EKPCD
Ax
gp,ﬁB(QE), B(l’) = B(QB) (p,ﬁB(x)’B(m) = —\B(m) _'(HLB, —\B(ZB)), B(‘Z’)7_'B(y) F _'(EI:E» —\B(CE)) _‘(31'7 ﬁB(x)),B(m), _'B(y) = 317 -k (IE) Le
¢, ~B(z), B(z) F L —(3z, -B(z)), B(z),~B(y) F L o
S
P “B(‘Z)r B(x) F vy, B(y) —\(HCE, —‘B(CE)), B((L’) E B(y)
1 A ¢, ~B(z) F B(z) = Vy, B(y) 5 -, B(z) - Yy, B(y)
. Fe ¢, ~B(z) - 3z, (B(z) — Vy, B(y)) - ~ek B@)FVvy, Bly) .
G pVop ¢+ 3z, (B(z) = Yy, B(y)) —¢ 3z, (B(z) = Vy, B(y)) Ve
o+ 3z, (B(:):) — Yy, B(y))
=
3
*
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Théoreme : L'ajout des quatre régles précédentes a la déduction naturelle, intuition-
niste ou classique, maintient sa correction. O

ReEMArRQUE (Hors-PROGRAMME) :
L’ajout de ces regles maintient également sa complétude vis-a-vis de la logique classique.

6.2.4 Regles dérivées

On définit de maniére informelle la notion de régle dérivée comme des regles que I'on peut
obtenir comme combinaison des regles déja existantes.

ExEmPLE :
On considére la régle nommée TE’ définie comme

H+G T,-Hb
HEG T 1.
G

Elle se dérive des regles TE et Ve :

—  Ax
' HvV—H LHFG L-HFG
oF
=G

REMARQUE :
Si I' - G est prouvable, et si I' C I/, alors I/ - G est prouvable. On ajoute donc parfois
une regle dit d’affaiblissement, définie comme

I'tG
I'-G

r'cr.

6.2.5 Sémantique

On considere la formule défini par 'arbre de syntaxe suivant. On a @ = {P(1),Q(1)}, S =
{©(2),0(0),1(0), ©(3)} et ¥ 2 {z,y, z}.
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1l y z &

Ficure 6.4 — Arbre de syntaxe exemple

Pour interpréter une formule de la logique du premier ordre, on doit définir le “monde” des
variables, leur valeur, la valeur d’'une constante et d’'une fonction, la valeur des prédicats, et le
sens des quantificateurs.

Définition (Domaine) : On appelle domaine d’interprétation des termes un ensemble
non vide M.

EXEMPLE :
On peut choisir M =R,ouM =N, M=Z M=BouM=9(S,7).

Dans toute la suite de cette section, on fixe les ensembles S, 7 et P.

Définition (Environnement de variables) : On appelle environnement de variable sur
V C % une fonction
p:V — M.

ExeEmpPLE :
On a par exemple p = (z — 3).

Définition (Structure d’interprétation) : On appelle structure d’interprétation la don-
née de

— un domaine M ;

— une fonction fM : M*(Y) — M pour chaque symbole f € S;

— une fonction PM : M*®) — B pour chaque symbole P € %.
On typographie une telle structure M.
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ExeEMPLE :
Sis ={®(2),6(2)}, 2 ={Q(2),5(2)}, et M = NN, alors on définit les fonctions

QM .IN?2 B

M . 2 .
" N — N (rym) —> V sin<m
(m,n) — m+n, ’ F  sinon,
et
oM: N — N oM. N B
_ in > .
(n,m) — rem s%n/m V sin=m
0 sinon, (n,m) — .
F  sinon.

Définition : On définit la fonction eval prenant en argument
— un terme ¢,
— une structure d’interprétation,
— un environnement sur au moins les variables de ¢,

et s’évaluant dans M, telle que eval(z, M, u) = u(z) avec z € 7, et que

eval(f(tlth’ cee 7ta(f))7 M, :u)
=fM(eval(t1, M, p), eval(ta, M, p), ..., eval(ty sy, M, 1))

EXEMPLE :
Avec la structure précédente, on a

eval (@ (z,6(z,9)), M, (z— 1,y — 2)) =M (,u(:):), oM (n(z), H(ZD))

=1+6M(1,2)
=1+0=1

Définition (Interprétation des formules) : On définit inductivement [-]*# comme
— [T+ =v;
— [L]M* = F;
— -G =[G+
— [G A HPM# = [+ - [H]M#;
— [G Vv HM# = [GIM* + [H]#;
— [6 — M = TGTT% + (M
— [G & H** = ([GI"+ + [H]™*) - (TH]*= + [G1*);
_ [[P(tl, R ta<p))]] M _ PM(eval(tl7 M, p), ... ,eval(tepy, M, ,u)) ;
— [3=, G]]M,u = 4+ [[G]]M’“[x'_’“m];
vp €M
— [Vz, G]M# = o [G]Muleval
vy €M
ouondéfinit +B=V <= VecRB,et e B=F < FcPBavech C {V,F}.
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EXEMPLE :

On pose S = {®(2), Z(0)}, 2 = {Q©(2), ©(2)}, et
G =V, (3, (32,0(2,8(.2) A ~S(2.2))).

On considere la structure M définie comme donnée de M = IN, &M = 4, ZzM — q,
eM =g, et &M =« =", Ainsi,

@10 = o (F (T toamsyre. Tom)),

veEN vy €N v€N

ou I'on définit 1 comme V si G est vrai, et F' sinon. Pour v, =0, alors, pour tous v, € IN
etv. €N,onaly,,—y, v, - Ly,—0 = F. Ainsi, [G]™* = F. A faire : cas ou M = Z

Définition : Une formule G de la logique du premier ordre est dite satisfiable dés lors
qu’il existe une structure M, et un environnement de variables  tel que [G]:* = V.

Une structure M est dit modéle de G deés lors que, pour tout environnement de va-
riables p, on a [G]M:* = V.

Une formule G de la logique du premier ordre est dite valide dés lors que pour toute
structure M, et tout environnement de variables y, on a [G]M* = V.

Etant donné deux formules G et H, on dit que H est conséquence sémantique de G dés
lors que, pour toute structure M et environnement de variables y, si [G]** = V, alors
[H]M:# = V.Onlenote G = H.

On dit que deux formules G et H sont équivalentes deés lors que, G = H et H = G. On
le note G = H.

ReMArRQUE :  — Une formule est dit close dés lors que FV(H) = @.

— Une formule de ma forme P(t1, 2, .. .,tq(p)) est appelée formule atomique ou pré-
dicat atomique.

— Si FV(G) = {z1,...,2n}, la formule Vz1,...,Va,, G est appelée cloture univer-
selle de G. La formule 3z, ...,3z,, G est appelée cloture existentielle de G.
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6.3 Synthese

du chapitre

SYMBOLE ‘ REGLE D'INTRODUCTION REGLE D’ELIMINATION
Ti
1 T
L FI—Lle
=G
I'GEF L : -G FF—\Gﬁe
I'+-G r+-_1
I'G+FH I'-rH—-G I'HFH
— _— i —e
I'-G— H =G
A -G FFH/\i FFG/\HAe,g FFG/\H/\e,d
I'-GANH -G I'-H
r-aG I'-H . I'-AvB T 'A+-G I,BHG
Vv —— Vi, ———— Vvid Ve
I'-GVH I'-GVvVH TG
It

TaBLE 6.4 — Regles d’introduction et d’élimination

___ TE | I'k—-G I'-GF L
r'-Gv-G e | e o
TaBLE 6.5 — Déduction naturelle classique

SymMBOLE | REGLE D'INTRODUCTION REGLE D’ELIMINATION
G I' -V, G
v I'tvz, G I'tG[(z—1)]
z & FV(I") vars(t) N BV(G) = @
'3z, H I HF
I'tG[(z 1)) o 2 Gae
3 - = T3 -G
I'k3z, G
z & FV(I') UFV(G)

TaBLE 6.6 — Extension au premier ordre de la déduction naturelle
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7.0 Motivation

On considere le probleme NP-complet du voyageur de commerce : étant donné un graphe
pondéré G quel est le tour de longueur® minimale i.e. quelle est la permutation de sommets
telle que la longueur totale est minimale.

On se rameéne a un probleme de décision : étant donné une constante K € R, existe-t-il un
chemin de longueur inférieure a K.

Un algorithme glouton, allant d'un sommet & son voisin le plus proche, ne permet pas de
résoudre ce probléme en complexité polynémiale.

On ne cherche plus le « tour optimal » mais on cherche une solution proche : on veut trouver
une constante p telle que, quelque soit I’entrée, le chemin obtenu est de longueur inférieure a
p fois la longueur optimale.

7.1 Problemes d’optimisation

Dans un premier temps, on s’intéresse a un probléme ou 'on cherche a minimiser quelque
chose. On réalise la transformation réalisée dans la partie précédente : étant donné un seuil
K, on est ce que la valeur est inférieure & K. On se raméne donc a un probléeme de décision.

1. poids des arrétes total
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Définition : Soit Q@ C € x § un probléme. Soit opt € {min, max}. On dit que Q est
un probléme d’optimisation (i.e. probléme de minimisation, maximisation), si pour toute
entrée e € €, il existe

— un ensemble sol(e) de solutions,
— une fonction c. : sol(e) — R,

tels que ¢ = opt{ce(s) | s € sol(e)} est bien défini, et
Vs € sol(e), (e,8) €Q = ce(s) =c}.

On nomme :
— sol(e) I'ensemble des solutions pour lentrée e,
— ce la fonction objectif,
— ¢! lavaleur optimale (minimale ou maximale),
— pour une solution s € sol(e), ce(s) est appelée la valeur de la solution.

On appelle solution optimale une solution de valeur optimale.

ExEMPLE :
On consideére le probleme

Entrée :G = (S, A) un graphe orienté fortement connexe, s € S, etp € S
Sortie : un plus court chemin (en nombre d’arcs) de s a p dans G.

Soit 'entrée ci-dessous.

Ficure 7.1 — Entrée du probléme du plus court chemin

L’ensemble sol(e) est 'ensemble (infini) des chemins de s & p, et cc(v) = |y| (lalongueur
du chemin ). On vérifie qu’il existe un chemin de s a p, donc {ce(s) | s € sol(e)} est une
partie de IN non vide, elle admet donc un minimum.

Définition : Le probléme de décision associé a un probleme d’optimisation est le pro-
bléme obtenu en ajoutant une constante aux entrées et en demandant en sortie sil est
possible de dépasser cette constante.

EXEMPLE :
Etant donné le probleme d’optimisation

Entrée :ecc §g,
Qo : .
Sortie :argopt,cgoi(e) ce(s),
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on définit le probléme de décision associé

Q- Entrée :cc%y,, K€ R"
" |Sortie : existe-t-il s € sol(e) tel que ce(s) > K

avec < = < si opt = min et b = > si opt = max.

ExEMPLE :
Avec I'exemple précédent (plus court chemin), le probléme de décision associé est

Entrée :G = (S, A) un graphe orienté fortement connexe, (p,s) € S2, et K € Rt
Sortie : Existe-t-il un chemin de s a p dans G de longueur inférieure ou égale a K ?

ExEMPLE :
On considere le probleme Knaprsack de décision défini comme

Entrée :Unentiern €N, (p1,...,pn) € (IN*)™, (vi,...,vn) € (IN*)*, Pe Net K € N
Sortie : Existe-t-il I C [1, n] telle que Zie[pi < Pet Ziel v; = K?
Le probléme d’optimisation associé est Knarsackp défini comme

Entrée :Unentiern € N, (p1,...,pn) € (IN*)™, (v1,...,vn) € (IN*)™, et P€ N
Sortie : I C [1,n] tel que Zielpz‘ < P et maximisant Zig V4.

REMARQUE :
Soit Qo un probléeme d’optimisation et @ le probleme de décision associé. Etant donné
un algorithme 9l pour Qo, on fabrique I’algorithme ¢l suivant résolvant Q.

Algorithme 7.1 Solution & un probléme de seuil

Entrée e une entrée de Qo et K un seuil

? . . .
1: retourner c.(sp) <t K > o X est > pour st opt est max, et < st opt est min

Ainsi, le probleme Q¢ est plus difficile a résoudre que le probléme @ de décision associé.
Alors, lorsque le probleme de décision Q associé a un probléme d’optimisation Sp est NP-
difficile, c’est mal engagé.

7.2 Algorithmes d’approximations

RemarQUE (Vocabulaire) :
On fixe dans la suite un probléme d’optimisation @, on note OPT(e) la valeur optimale
pour une entrée e.

Définition (Algorithme d’approximation pour un probléme de maximisation) : On dit
d’un algorithme ¢ : €5 — R+ qu'il approxime un probléme Q de maximisation avec un
ratio d’approximation p < 1 dés lors que

Ve € €g, d(e) > p-OPT(e).
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On dit alors que 'algorithme o est une p-approximation (standard).

| | |
I I I

p- OPT(e) d(e) OPT(e)

Ficure 7.2 — Algorithme d’approximation pour un probléme de maximisation

Définition (Algorithme d’approximation pour un probléme de minimisation) : On dit
d’un algorithme o : €y — RT qu’il approxime un probléme @ de minimisation avec un
ratio d’approximation p > 1 dés lors que

Ve € €g, d(e) < p-OPT(e).

On dit alors que 'algorithme o est une p-approximation (standard).

| | |
I I I

OPT(e) d(e) p- OPT(e)

Fieure 7.3 — Algorithme d’approximation pour un probléme de minimisation

Dans la définition suivante, on suppose connu une fonction Pire(e) donnant la pire valeur de
solution pour une entrée e.

Définition : On dit qu'un algorithme o : €5 — R est une p-approximation différen-
tielle des lors que
|s4(e) — Pire(e)|
|Pire(e) — OPT(e)| -

| | |
I I I

OPT(e) d(e) Pire(e)

Ficure 7.4 — p-approximation différentielle

REMARQUE :
Dans le cadre d’un probléeme de minimisation, on ne calcule pas OPT(e) en général. On
minore OPT(e), et alors
d(e) - d(e)
OPT(e¢) _B
——

Ficure 7.5 — Calcul de OPT(e)

ExEmpPLE :
Soit C' € IN*. On rappelle le probleme StaBLE, restreint & un graphe de degré maximal
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STABLE : Entrée : G = (S5, A) une graphe tel que 0 # A(G) < C
" |Sortie : un stable de G de cardinal maximal

ott X C S est un stable si pour tout (u,v) € X2, {u,v} € A, et A(G) = max,cgs degg(v)
est le degré du graphe.

Algorithme 7.2 Algorithme glouton de recherche de stables
Entrée G = (S, A) un graphe

1: "+ o
2: tant que S # o faire
Bs v* = arg min,, ¢ g degg (v) > les degrés sont modifiés a chaque itération

4 S’ + 8" U {v*}

5 S« S\ ({v*} U voisins(v*))
6: A < restrictionde A a S

7: retourner S’

Cet algorithme n’est pas correct, la figure ci-apres en est un contre-exemple.

Ficure 7.6 — Contre-exemple a I'algorithme [

Propriété : L'algorithme [ estune ﬁ-approximation.

Preuve :
Soit S’ la réponse de I'algorithme. Soit S* la solution optimale. On a, par terminaison de I'algorithme

Yo e S\ S, €8, {v,v'}eA

car l'algorithme s’arréte. En particulier, Vo* € S* \ S’, Jv’ € S/, {v,v'} € A. Or, S* est stable donc, si
v* € S*etv’ € S’ tels que {v*, v’ € A}, alorsv’ & S*. Dou,

Vo' e 8*\ S, Fv' € 8"\ SF, {v*,v'} € A
Par définition de degré d’un graphe, on a |S* \ S’| < A(G) |S" \ S*| donc
|S*| =15* nS'|+]5\ &'
<8 N8|+ AG) |8\ S|
(G)|S* N S|+ A(G) |S"\ S*|

<
<A
< AG) |8).

REMARQUE :

Cette preuve ne fait pas d’hypothéses sur le résultat de 'algorithme. Tout algorithme
répondant au probleme est une ﬁ-approximation.
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EXEMPLE :

On appelle couverture par sommets d'un graphe G = (S, A) la donnée d’'un ensemble
X C S tel que

V{u,v} €A, uwé€ XouveEX.

ExemPLE :
L’ensemble @ est une couverture par sommets du graphe ci-dessous.

Ficure 7.7 — Exemple de couverture par sommets

On consideére le probleme

Entrée : G = (S, A) un graphe
Sortie : une couverture de cardinal maximal.

Ce probleéme peut-étre résolu a 'aide du calcul de couplages maximal.

Algorithme 7.3 Calcul d’un couplage maximal (CourPLaGEMAXIMAL)
Entrée G = (S, A) un graphe
Sortie C un couplage maximal, non nécessairement maximum
1: C+ o2
2: tant que I{u,v} € A, u libre dans C et v libre dans C faire
3 Soit {u, v} une telle arréte.
L C « CU {{u,v}}
: retourner C

[SL I L)

L’algorithme retourne un couplage maximal d’aprés la négation de la condition de
boucle. On répond donc au probléme avec ’algorithme ci-dessous.

Algorithme 7.4 Approximation de couverture par sommets
Entrée G = (S, A) un graphe

Sortie Une couverture par sommets

1: C < CouprLaxeMaxiMAL(G)

2: retourner {u € S| v € S, {u,v} € C}.

L’algorithme retourne une couverture : soit X la valeur retournée pour une entrée
G = (S,A). Soit {u,v} € A. Siu ¢ X et v ¢ X, alors le couplage C' calculé pour
lalgorithme n’est pas maximal, on peut y ajouter {u,v}. Montrons que 'algorithme o
est une 2-approximation du probléme « couverture par sommets. »

VG €8, s(G)<20PT(G).

Soit G € €. Soit X la couverture par sommets calculé par o sur G, et C le couplage
calculé par cet algorithme. Soit X * la couverture par sommets optimale. Soit donc

p: Cc— X*
{0} — u siu€ X*
’ v siveEX*
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Soit (c1,c2) € C?, tels que p(c1) = p(c2), alors c1 et co partagent un sommet, ce qui est
absurde (c.f. définition de couplage). Donc ¢ est injective, d’ou |C| < |X*|. Or, d(X) =
|X|=2|C| <2]|X*| <20PT(X).

7.3 Branch and Bound — Séparation et évaluation

Branch and Bound n’est pas un algorithme, mais une famille d’algorithmes, similairement au
algorithmes diviser pour régner. Ces algorithmes répondent a des problemes de maximisation.
Les algorithmes Branch and Bound sont des algorithmes enrichit de trois fonctions :

— une fonction branch de branchement, i.e. découpage en sous-problemes,

— une fonction valeur donnant un résultat, pas forcément optimal, i.e. elle associe une
solution partielle & une solution,

— une fonction bound donnant un majorant de la solution optimale, complétant cette solu-
tion partielle.

Avec les deux dernieres fonctions, on borne la valeur de la solution optimale.

ExempLE (PL et PLNE) :
c.f- pm4.

ExEmpPLE :
On consideére le probléme Knapsack :

Entrée : n €N, (vi)icp1,n] € (N*)", (wi)icpr,n) € (IN*)", et P € N*
Sortie : une allocation I maximale d’objets de somme de poids (w;);c inférieure ou égale a P.

Dans toute la suite de 'exemple, les (v;);c[1,n] €t (wi)ic1,n) SONt triés par v;/w; dé-
croissants.

Tentative 1. Algorithme glouton.

Algorithme 7.5 Algorithme glouton €~ répondant au probleme Knapsack
1: [+ o
2: S+ 0
3: pour i € [1,n] faire
si S + w; < P alors
L L I+ Tu{i}
S« S+ w;
retourner /

4:
5:
6:
7:

Cet algorithme ne donne pas toujours une solution optimale, voici un contre-exemple :
P =3, (v;) = (1,2) et (w;) = (1,3). Lalgorithme renvoie €™ (E;) = 1 mais la solution
optimale OPT(F;) = 2, pour I'entrée F;. On peut compléter une solution partielle a
T’aide de cet algorithme, on a donc défini la fonction valeur.

Tentative 2. On résout le probléme associé dans R, définit ci-dessous :

Entrée : n c NN, (Ui)ieﬂl,n]] S (]N*)", (wi)ie[[l,n]] E (]N*)", et P € IN*

KNAPSACKR 5
Sortie : argmax,cg Zi:l 55

o S = {(xi)ie[[lynﬂ e [0,1]" ( S wiw; < P}. On résout ce probleme a l'aide d’un
algorithme glouton.
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Algorithme 7.6 Algorithme glouton €® répondant au probléme KNapPsacky
: S« 0

cr 1

A (O)iG[[l,n]]

: tant que s < net S + w; < P faire

g \; S« S+ w;

x; 1
11+ 1
: sii < n alors

© 00 3 Otk W N

=
(=}

: retourner x

=
=

En notant OPT(e) une solution optimale & Knapsack, et OPTR (e) une solution opti-
male a2 KNaPsackg, on a Ve € €, OPT(e) < OPTR(e). De plus, a faire a la maison, le
glouton € donne la solution optimale : on a OPTR(e) = €R(e).

On branche sur la partie fractionnaire. On considére I’entrée définie dans la table ci-
apres, avec P = 20.

i 1|2 38| 4] 5 |6

v 13 16| 19 | 24| 3 |5
w; 6 | 8 | 10 | 14| 2 |5
~uvijw; || 22 ] 2 | 1,9 | 1,7 | 1,5 | 1

TaBLE 7.1 — Entrée du probleme Knapsack

€N {1,2,5) ~ 32
€™ :[1,1,0.6,0,0,0] ~ 40.4

€N {1,3,5} ~ 35

€N {1,2,5} ~ 32
6% [1,0.5,1,0,0,0] ~ 40

6% [1,1,0,0.4,0,0] ~ 38.6

x4 =1 x2 =0 z2 =1

€N {2,3,5} ~ 38
©®:[0.3,1,1,0,0,0] ~ 38.9

z1 =0 =1

€N {1,4
€® . [50,0,1,0,0] ~ 37

0K, mais non.

N

(- N
| pas de solution
\ )

N : {2,3,5} ~ 38

€™ :[0,1,1,0.4,0,0] ~ 38.4

Ficure 7.8 — Stratégie branch and bound appliquée au probléme Knaprsack
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Annexe 7.A Programmation dynamique

On rappelle le probléeme Knapsack :

Entrée :ncN, we (IN*)", ve (N*)", Pe N
Sortie :max,c(o,13n { (z,v) | (z,w) < P}

On pose
sap(n,w,v,P) = max {(z,v) | (z,w) < P},
ze{0,1}"
et
sol(n, w, v, P) = {(z,v) | (z,w) <P, = € {0,1}"}.

Lorsque y € R™, avec y = (y1,...,Yn), onnote R"~! 3 § = (y2,¥s,...,0). Ainsi, sin > 0,

)< P, xe{0,1}"etax; =1}
<P, zu€ {0,1}" et 1 =0}
(Z,W) < P—wi, z € {0,1}" et z1 =1}
={(y,9) | (y, @) < Pety e {0,1}" "'}
U{vi + (,8) | (y,@) < P —wi ety € {0,1}" 7"}

D’ou, par passage au max, sin > 0,

sAD(n, w, v, P) = max(
max{(y | 9) | (y, @) < Pety € {0,1}" '}
@) < P—wy ety € {0,1}7 1}

v1 +max{(y | 7) | (y,
P),v1 +sap(n — 1,%, 9, P — wi)).

) |y
) = max(sap(n — 1,%, 7,

Sin = 0, alors sap(0, v, w, P) = 0.

REMARQUE :
Si on le code tel quel, il y aura 6(2™) appels récursifs. Mais, on a (n + 1)(P + 1) sous-
probléemes.

Notons alors, pour n, v, w, P fixés, (s; ;) ie[L,n] tel que
j€lo,P]

S5 = SAD(" - Z’”I[[i+1,nﬂ’w}[{i+1,nu’])’

On a alors sap(n, v, w, P) = sg_p. Ainsi, pour j € [0, P], sy, ; = 0; pour i € [0,n], s;,0 = 0;
Si,j = max(Si41,5,Vit1 + Sit1j—w; 1)
et, si Wit1 > J, alors Si,j = Si+1,j-

La complexité de remplissage de la matrice est en 6(n P) en temps et en espace. On n’a pas
prouvé P = NP, la taille de I'entrée est
— pour un entier n : log, (n),
— pour un tableau de n entiers : nlogy(n),
— pour un tableau de n entiers : nlogy(n),
— pour un entier P : log, ().
Vis a vis de la taille de I'entrée, la complexité de remplissage est exponentielle.
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ANS CE CHAPITRE, on s’intéresse a la théorie des jeux. L'objectifs est de modéliser des inter-
I actions (économie, coopération, ...). On s’intéressera, par contre, & une petite partie de la
théorie des jeux : les jeux d’accessibilité. Par exemple, les échecs et le go sont deux jeux d’ac-
cessibilité, mais on s’intéressera a des jeux beaucoup plus simples. On cherchera les stratégies
gagnantes pour ces jeux, des heuristiques. On raccrochera ce chapitre avec la théoreme des
graphes.

Par exemple, on peut coder un programme répondant, plus ou moins correctement, au jeu
puissance 4. [Démonstration d'un jeu de puissance 4.]

Dans un premier temps, on s’'intéresse a un jeu simple. On a 13 allumettes :

On peut retirer une, deux ou trois allumettes. Le joueur retirant la derniére allumette perd.
On peut représenter le jeu par un graphe, et jouer au jeu est se déplacer dans ce graphe. Ce
graphe est biparti.

8.1 Jeux sur un graphe

Définition : On appelle aréne la donnée

— d’un graphe biparti orienté G = (V, E), avec V = V U Vg la séparation en deux
sommets de ce graphes bipartis;

— d’un sommet initial s.

Définition : Un état du jeu (un sommet de 'aréne) est dit terminal lorsqu’il n’a pas
de successeurs. On note, dans la suite, V et V5 les états non terminaux (notation non
officielle).
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REMARQUE :
Les états V5 sont les états ou c’est a Alice de jouer. Les états Vi sont les états ou c’est a
Bob de jouer.

ExEMPLE :

On reprend 'exemple du jeu des allumettes. La figure ci-dessus représente les états du
jeu. Les états @ représentent les états de Alice (i.e. des éléments de Vy), les états
représentent les états de Bob (i.e. des éléments de V). Les états doublement encadrés
sont terminaux, les autres sont non terminaux.

13
12 11 J 10
1) 10 9 N w7

Ficure 8.1 — Etats du jeu des allumettes

Définition : Un jeu d’accessibilité est déterminé par une aréne G = (Va U Vg, E) de
sommet initial s, et deux ensembles 65 et Og de sommets terminaux tels que

— OANO6Gg =0,
— 05 CVAUVR,
— et Og C VA U VRE.

L’'ensemble 6, représente les sommets « gagnants » pour Alice. L'ensemble Og repré-
sente les sommets « gagnants » pour Bob.
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REMARQUE :
Ils ne forment pas nécessairement une partition des sommets terminaux.

ExEMPLE :

Dans la figure B, I'état gagnant pour Alice est ; celui de Bob est .

Définition : Une partie depuis un sommet s dans un jeu d’accessibilité est une suite
(finie ou infinie) de sommets formant un chemin dans I’aréne, partant de s, telle que, si
la partie est finie, le dernier sommet est terminal.
On dit d’une partie
— qu’elle est gagnée par Alice si elle est finie et le dernier sommet est dans O ;
— qu’elle est gagnée par Bob si elle est finie et le dernier sommet est dans Og ;

— qu’elle est nulle sinon.

ExEMPLE :
A faire : Ajouter exemple ?

Définition : On appelle stratégie pour Alice une fonction f : Vi — V3 telle que, pour
tout état s, € V¥, ona (sa, f(sa)) € E.

Soit N € NU{+o0} la longueur d’'une partie (s1, s2,...,Sn,...,Sn ?7), cette partie est
dite jouée selon une stratégie f si

Vi € [[1,N+ ].lI7 S; € VX = Si+1 = f(sz)
Une stratégie pour Alice est dit gagnante depuis un état s dés lors que toute partie

depuis s jouée selon f est gagnée par Alice. Plus généralement, une stratégie est dit
gagnante si elle est gagnante depuis I’état initial.

On appelle stratégie pour Bob une fonction f : Vi — Vg telle que, pour tout état
sg € Vi, ona (sg, f(sg)) € E.

Soit N € NU{+o0} la longueur d’'une partie (s1, s2,...,Sn,...,Sn ?7), cette partie est
dite jouée selon une stratégie f si

Vi € [1,N+ 1|L S; € Vg = Si+1 = f(SZ)

Une stratégie pour Bob est dit gagnante depuis un état s dés lors que toute partie
depuis s jouée selon f est gagnée par Bob.

ExEMPLE :
La stratégie = est gagnante pour Bob.
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Ficure 8.2 — Stratégie gagnante pour Bob

Interlude : représentation machine des jeux.

On représente le graphe de maniére im-

plicite.
1 | type joueur
2 | type etat
3
4 | val joueur etat -> move
5 | val possibilite_moves etat -> etat 1list
6 | val init etat
7 | val est_gagant etat -> joueur option

Cope 8.1 — Représentation machine des jeux, types

Alice
{ allu

| Bob

int;

type joueur
type etat

= joueur joueur }

let autre = function

5 || Alice -> Bob

6 | | Bob -> Alice

s | let joueur (e: etat) = e.joueur

9 | let init = { allu = 13; joueur = Alice }
10 | let est_gagnant (e: etat) =

if e.allu
else None

1 then Some (autre e.joueur)

15 | let possible_moves (e: etat) =

14 (if e.allu > 3 then

15 [{ allu = e.allu - 3; joueur = autre e.joueur }] else
16 @ (if e.allu > 2 then

17 [{ allu = e.allu - 2; joueur = autre e.joueur }] else
18 @ (if e.allu > 1 then

19 [{ allu = e.allu - 1; joueur = autre e.joueur }] else

Cope 8.2 — Représentation machine du jeux des allumettes

[
[

[

Avec une représentation implicite du graphe, on ne stocke pas 'entiereté du graphe directe-

ment mais on ne récupeére que les successeurs d’'un sommet en particulier.

Par exemple, pour écrire un moteur de recherche, on utilise aussi une repr

ésentation impli-

cite pour le graphe internet ; on ne peut pas juste télécharger 'entiéreté du graphe.

Attracteur.
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REMARQUE :

On suppose que les deux joueurs (Alice et Bob) jouent intelligemment. On se met a la
place d’Alice. Bob joue le “mieux” pour lui, et le “pire” pour nous. Nous jouerons le “mieux”
pour nous. Ainsi, Bob jouera vers un état de valeur minimale, nous jouerons vers un état

de valeur maximale.
O

max max
max
B B B
min N min min i~ min min i min

Ficure 8.3 — Stratégie de minimisation pour Bob, et de maximisation pour Alice

Définition : On définit la suite d’ensembles (d;);cn par do = O, et, pour tout n € IN,

Apt1 =dn U {sp € V | Vsa € succ(sg), sa € dn}
U {sa € VX | 3sp € succ(sa), sB € dn}.

On a appelle alors attracteur d’Alice les états o = Un . Anp.

REMARQUE :
La suite des (s1n),en est croissante pour I'inclusion C, et ultimement stationnaire car
le graphe est fini :

INEN, V>N, sn=sy.

De méme, on définit la suite d’ensembles (%, ),cn et 'ensemble % des attracteurs de Bob,
en permutant les deux joueurs dans la définition précédente.

ExeEmPLE :
A faire : Ajouter exemple, c.f. cahier de prépa Si Bob joue intelligemment, il est garanti
de gagner.

REMARQUE :
On remarque que les ensembles Un e Sn et Un cny Bn ne forment pas une partition de
I'ensemble des états : I'intersection est bien vide, mais I'union de ces deux ensembles ne
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couvre pas I’ensemble des états.

Définition (Stratégie induite par les attracteurs) : Soit o I'ensemble des attracteurs
d’Alice. On définit la stratégie suivante

s VK — VB
sp € succ(sa) Nd sisp €d
SA — .
A sp € succ(sa) quelconque sinon.

Cette stratégie est nommée stratégie induite par les attracteurs.

Définition : Soit s € o un attracteur. On appelle rang de s, notée rg(s) 'entier

rg(s) =min{n € N | s € dp, }.

Lemme : Pour tout entier n, pour tout état s € d,,, un des trois cas est vrai :
— s5€0,;
— n>0,s € V] etil existe sg € succ(s) tel que sg € op—1;
— n>0,s € Vg et pour tout sp € succ(s), sa € dn—1.

Preuve :
Par récurrence.

— Sin = 0, alors g = 64.
— Supposons la propriété vraie au rang n. Soit s € o,,1. Alors,
— oubien s € d,, et on conclut par hypothése de récurrence.
— oubien s € Vy, et il existe sg € succ(s) tel que sg € ¢, alors ok;

— oubien s € Bf, et pour tout s € succ(s), sa € 9, alors ok.

Propriété : Onasd N =o.

Preuve :

Montrons par récurrence que, pour tout entier n, s, N %,, = &. A faire : finir cette partie de la preuve.
Soit N € IN tel que ,, = o, pour tout n > N. Soit M € NN tel que %B,, = B, pour tout n > M. Ainsi,
d=dy et B = Brr. On pose K = max(M, N), et on a donc

ANB=dx NBx = 2.

Propriété : Si f est une stratégie induite par les attracteurs d’Alice d, et que s € d,
alors toute partie jouée selon f depuis s est gagnante pour Alice.

Preuve :
Soit (sn)nef1,n41[s avec N € N U {+o0}, une partie jouée selon f depuis s.

— Montrons Vn € [1, N + 1[, s, € d. Par récurrence. On a s; = s € o, d’ou I'initialisation. Si la
propriété est vraie au rang n € [1, N[ (ainsi s, existe),
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— sis, € Vy,alors 11 = f(sn) € succ(sy) Nd done s, q1 € 9,
— sis, € V3,onas, €dets,t1 € succ(sy), dott sp41 € 9.
Concluant ainsi la récurrence.

— Montrons que N # +oo. En effet, montrons que, Vn € [1, N[, rg(sn4+1) < rg(sy). L'état s,, € d,
son rang est bien défini. De plus, s, € d,, our = rg(s,). Or, s,, ¢ Oa. D’apres le lemme,
Sn+1 € dp_q,doncrg(sn41) < 7 — 1 < r.Ainsi, N # +oo par existence du variant, comme
I’ensemble ordonné (IN, <) est bien fondé.

Ainsi, ($n)nef1,n4+1[ ©St une partie finie, et Vn € [1, N], s,, € of. L'état sy est terminal, et donc
sN € Op, dou le résultat. O

Propriété : Soit s un sommet admettant une stratégie gagnante pour Alice. Alors, s
est un attracteur : s € d.

Preuve :
Montrons par récurrence forte : « si s est un sommet admettant une stratégie gagnante f et que toute
partie jouée depuis s selon f est de longueur au plus n, alors s € o,,. »
— Si le sommet s admet une stratégie gagnante, et toute partie depuis s est de longueur 0, alors
s € 6o = dg.
— Supposons, pour tout k € [1, n], 'hypothése de récurrence. Montrons la propriété pour n + 1. Soit
s admettant une stratégie gagnante f et tel que toute partie jouée depuis s selon f est de longueur
auplusn + 1.
— Sis € Vg, alors

— si s est terminal, s € 65 C o.

— sinon, soit s1 € succ(s). Soit v une partie jouée selon f depuis s;. v est une partie
jouée selon f depuis s, elle est donc gagnante et de longueur au plus n + 1. Alors
est gagnante et de longueur au plus n donc s; vérifie les prémisses de ’hypothese de
récurrence, et donc s; € d,,. Ceci étant vrai pour tout s; € succ(s),ona s € d,,41.

— Sis € Va, alors

— sl s est terminal, alors s € 65 C 4.

— sinon, soit s; = f(s), alors s; admet une stratégie gagnante (f), et toute partie jouée
depuis s; est de longueur, au plus, n. L'état s; vérifie donc les prémisses ’hypothése
de récurrence. Ainsi s; € d,, et donc s a un successeur dans ¢,,. On en déduit
s€Ednya.

Soit alors s admettant une stratégie gagnante f. Ainsi, toute partie jouée depuis s selon f est finie. On
peut donc conclure grace a la démonstration par récurrence ci-avant. O

En pratique, la détermination des attracteurs nécessite une quantité bien trop importante
de calculs. On souhaite revenir & une idée développée précédemment : réaliser un min-max.
Mais, pour cela, il est nécessaire de donner une notion de « valeur » a chaque état du jeu.
On définit donc une fonction d’heuristique qui, a un état, associé sa valeur. Le choix de cette
fonction reste, cependant, trés subjectif.

8.2 Résolution par heuristique

On suppose définie une fonction d’heuristique h de la forme :

joueur 7
4 —~
h:{A,B}X‘{%ZU{—&—oo,—oo}.
états

On représente informatiquement 'ensemble Z par le type OCaML int_bar défini ci-dessous

type int_bar =
| PInt

| NInt
| F of int

Cope 8.3 — Type int_bar représentant un élément I'ensemble Z
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On peut donc définir I'algorithme MinMax.

Algorithme 8.1 Algorithme MinMax

Entrée Un état e, un seuil de profondeur d, le joueur j
Sortie Un score

1: sisucc(e) = @ alors

2: | siee€ 0, alors

3: | retourner +oco

4: sinon si e € O, .c(;) alors
5: |  retourner —oco

6: sinon
7:
8:
9:

| retourner 0
sinon si d = 0 alors
retourner h(j, e)

10 : sinon

11: si j = joueur(e) alors

12 | retourner max{MinMax(e’,d — 1,7) | ¢’ € succ(e)}

13: sinon

14: | retourner min {MivMax(e’,d — 1,7) | €’ € succ(e)}
ExEmPLE :

c.f. cahier-de-prépa On applique I'algorithme MinMax pour Alice.

ExeEmpLE (TD 13. Exercice 4) :

On peut améliorer 'algorithme MinMax avec « 1’élagage o, 3. »
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Algorithme 8.2 Algorithme MinMax avec élagage o, 3

Entrée Un état e, un seuil de profondeur d, le joueur j, et o, 3 € Z
Sortie Un score dans [« (]
1: sisucc(e) = & alors

OF si e € O; alors

Sk | retourner 3

4: sinon si e € O, ,c(;) alors

5:| | retourner o

6: sinon

& si 8 < 0 alors retourner 3

8: sinon si a > 0 alors retourner o
9: [ sinon retourner 0

10: sinon si d = 0 alors

11: si h(j,e) > [ alors retourner 3

12: sinon si h(j, e) < a alors retourner «
13: | sinon retourner h(j,e)

14 : sinon

15 si joueur(e) = j alors

16: Vo

17:; pour ¢’ € succ(e) faire

18: v < max (v, MiNMaxEracui(e/, d — 1, §, v, 8))
19: siv > [ alors

20 : | retourner 3

21: retourner v

22 : sinon

23: u < B

24 : pour ¢’ € succ(e) faire

25 : w < min(u, MiINMaxELacug(e’, d — 1, j, a, u))
26 : siu < « alors

27: | retourner o

28: | | retourner u
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Ce chapitre se rattache a la branche de I'informatique des langages formels. On I'a étudié au
chapitre 1 avec les automates, et au chapitre 4 avec les machines. Pour le moment, nous avons
5 classes de langages : (1) les langages finis, (2) les langages locaux, (3) les langages réguliers,
(4) les langages décidables en temps polynomial, (5) les langages décidables. L'objectif de ce
chapitre se situe entre les points (3) et (4).

Intéressons-nous a un langage particulier, le langage des programmes OCamL avec une syn-
taxe valide. Ce langage est il régulier ? Non. On peut considérer I'expression

en= ¢ ((---(0)--)) »
—_—— ——

qui est une expression OCamr valide. Par application du lemme de I’étoile, il n’est pas recon-
naissable par un automate & /N états en considérant en ;.
L'ensemble % des mots bien parenthésés est le plus petit ensemble tel que
— e€B
— siu€ Betve B,alorsu-vERB
— siu€ B,alors (-u-) € RB.

Une telle définition de langage est appelée une grammaire. Un autre exemple de langage est
la grammaire de la langue francaise :

— phrase : sujet + verbe + complément,

— complément : COD + complément,

—181-



9.1 Grammaires non contextuelles MPI*

— complément : CCL + complément,
— complément : €.

Avec cette définition™, on peut reconnaitre des phrases simples comme

« Matthieu aime les trains. »
S——— N

sujet verbe complément

9.1 Définition, vocabulaire, propriétés

9.1.1 Grammaires non contextuelles

Définition : On se munit d'un alphabet 3’ qu’on appelle terminaux. On se munit d’'un
ensemble de symboles 7 qu’on appelle non-terminaux. On suppose 7 N X.

ExXEMPLE :
Dans la suite, on pose ¥ = {(, )} et 7 = {B}.

Définition : On appelle régle de production la donnée
— d’un symbole V € ¥,
— d’un mot wyws . .. wy, sur Palphabet 7 U X,

que 'on note V- — wiws ... wn.

ExEmPLE :
L’ensemble & est décrit par les regles

— B — g,
— B — BB,
— B — (B).

Définition (Grammaire non contextuelle) : Unegrammaire non contextuelle est1a don-
née de

— un alphabet de non-terminaux 7/,
— un alphabet de terminaux X, 2
— un ensemble fini de regles de production P,
— un symbole initial S € 7V,
que l'on note (7, X, P, S).

ExEMPLE :
On note dans la suite

6= ({B},{(,)},{B—¢,B— BB,B— (B)},B).

1. On néglige les regles manquantes a cette définition de la grammaire francaise.
2. avec “terminaux/non-terminaux” vient 'implication que ¥ N ¥ = &
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Interlude. Avec cette définition, on espére pouvoir appliquer ces régles pour définir des mots
valides. Par exemple,

o

B < BB < (B)B ~ (B)(B) ~» (BB)(B) ~» (BB)() ~ (B)() ~ ((B))() ~ (0)0)-

C’est I'objectif de la sous-section suivante.

9.1.2 Dérivation

Définition (Dérivation immédiate) : Soit € = (¥, X, P, S) une grammaire. Soient u et
v deux mots de (X' U%)*. On dit que v dérive immédiatement de u dans la grammaire G,
que 'on note u = v, si

— il existe z et y deux mots de (X U 7)*
— il existe (V — wiwsz ... wy) € P

telsqueu=x -V -yetv=x wiwz...wy -y.

EXEMPLE :
Ainsi, u = v.

Lemme (de composition) : Soit ¢ = (¥, X, P, S) une grammaire. Soient u,v € (¥ U
V)* tels que u = v. Soit w € (P UV )*.Onav-w=v - wetw- -u=w-ov.

Preuve :
A faire a la maison. O

On propose trois définitions différentes mais équivalentes pour la dérivation =,

Définition : Etant donné une grammaire G = (7,%,P,S), on étend = en sa cloture

réflexive et transitive, que 'on note :*\», appelé dérivation.

Définition : On définit = comme u = v <% 3 € N, 3(uo,u1,...,un) € (¥ U
X))+ tels que up = u, up, = vetVi € [0,n — 1], u; = wiy1.

Définition : Soit la suite (="),,cn définie inductivement par
0 def.
—u=>"v &= u=uv,
n+1 def, n * n
— u= v<= u=>"voudwe (TUY)", u=wetw =" .

*
— n
On pose alors = = UnelN =7,

Lemme (de composition*) : Soit ¢ = (¥, X, P,S) une grammaire, et soient u,v €
(Z UY)* tels que u =P v, pour p € IN. Et, soient (w,t) € (X U V)? tels que w =1 t,
pour g € IN. Alors, uw =P19 vt.
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Preuve :
Soit upuy ... up tels que ug = w, up, = vetVi € [0,p — 1], i = wiy1. Soit wowy ... w, tels que
wo = w, wg = tetVi € [0,q — 1], w; = w;41. Soit alors la dérivation

UW = UPW = UIW = U2W =+ + = UpW = UpW] = UpW2 =+ = UpWq = VT.

On a donc uw =PT9 vt. O

Définition : Soit € = (7, X, P, S) une grammaire. Son langage est défini par

2(6) ={ue " |S3u}

ExeEmPLE :
Dans I'exemple précédent, on a

Interlude : grammaires contextuelles. Dans une grammaire contextuelle, une regle de
production peut-étre de la forme bB — aBaB, ou X = {a, b}. Ces régles dépendent du contexte,
et non juste des symboles.

Lemme (de décomposition) : Etant donnée une grammaire non contextuelle (v,x,P,S),
soit w = w; ... w, un mot de n lettres tel qu’il existe p € N et v € (X U V)* tel que
w =P v alors il existe 91, 02,...,0n € (X UV )* et p1,...,pn € N tels que w; =P1 o1,
wy P2 By, ..., Wy PN By, et v =1 Fp, ety " pi =P

Preuve :
On procede par récurrence sur p € IN.
— casdebase (p = 0).Ona wyws ... w, =° v, dot v = wiws . ..w,. On choisit donc ¥; = w;
et p; = 0 pour tout s € [1,n]. On a alors, pour tout i € [1,n], w; =° @, et v = ¥ ... 7, et

n
lelpi—()—p.

AR q —
— hérédité. Soit w = wy ... wg_1ur1U2 ... UpWGy1 .. Wy =T

v, olt (wg — uy...u,) € P.

Soit donc, par hypotheése de récurrence, 01,02, ..., 0n—14, tels que
— Vi€ [1,q1], wi =° 9,
— Vi€ [1,7], u; =%+ 9441,
— Vi€ [qg+ 1,n], w; =%+ 94p_1,
— et Z:L:IHM Sg == 1,
On pose alors, pour tout ¢ € [1,q — 1], 9; = 0;, g = DgDgt1 - - Dg+r—1, €t pour tout i €

[g+1,n],%; = 9i4r—1.Onpose aussi, pouri € [1,q—1], p; = s;, puis pg = 1+E7f L Sita—1,
b=
et, pour ¢ € Hq +1, nﬂ,pz = Si4r—1-
q — . n ntr—1
On a clairement v = 195 - - - ¥,,. De plus, Z;,l = (Z s,,) +1=(p-1)+1=p.

=1
Et surtout, pour i € [1,q — 1], w; =° 9, donc w; ="' ¥;. Ainsi,

Sitg—-1 .
Wqg = UL - - - Up ﬁz,:. O -

S0 Opp il

3
q

donc wy =P ¥4 et, pouri € [g + 1,n], w; =41 dpprq et w; =P T

9.1.3 Preuves par induction
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Propriété (principe d’induction) : Etant donnée une grammaire € = (v,x,P,S),
*

et un non-terminal V € %, on note localement V| = {w € Y* | V = w}.® Soit
alors un ensemble de propriétés Py pour V € 7, tel que, V(V — wiws...wn) € P,
V(1, @2, . .., Wm) € (ZF)™

. ; €Y = W; = w; R . L.
Vi € [1,m], & wf ,w,l = W;...Wy vérifie Py,
w; €V = w; vérifie Py,

alors pour tout V' € ¥, V| vérifie Py .

ExEMPLE :
On considére € la grammaire

G = ({P,I, X} {a},{P - ¢,I1 = a,P — aPa,l — ala,X — IPI},X).
On pose les propriétés Pp(w) : « |w| est pair » ; Pr(w) : « |w| est impair » ; et, Px (w) :
« |w| est pair. »
— cas P — e. Le mot ¢ est de taille pair donc Pp () est vrai.
— casl — a.

a| est impair donc %;(a) est vrai.

— cas P — aPa. Soit donc w = aw’a avec w’ vérifiant Pp. Alors, |w| = 2 + |w’| qui
est pair.

— cas I — ala. Soit donc w = aw’a avec w’ vérifiant Py. Alors, |w| = 2 + |w'| qui
est impair.

— cas X — IPL. Soit donc w = zyz, avec z et z vérifiant P, et y vérifiant Pp. Alors,
jw| = | + [y] + |21, qui est pair.

9.1.4 Définitions équivalentes

Comment représenter une dérivation en machine? On considére les regles de production
X — XX et X — a. On peut, par exemple, représenter une dérivation par un ensemble de
possibilités :

X = XX = {aX,Xa, XXX} = - .

Mais, avec une telle définition, il y a explosions du nombre de possibilités.

Définition (Dérivation immédiatement gauche (resp. droite)) : Etant donnée une gram-
maire € = (7, X, P, I), et étant donnés deux mots u et v de (¥ U7 )*, on dit que u dérive
immédiatement a gauche (resp. droite) de u deés lors qu’il existe z € X*, y € (X UV)*
(resp. z € (X UT)* ety € X*), et (V — wi...w,) € P tels que u = zVy et
V=2 wiwsz...wy -y. On note alors u =5 v (resp. v =>4 v). On définit, de la méme

BN .. . . * *
manieére que pour la dérivation simple, = et =4.

ExEMPLE :
On considére une grammaire ayant pour régles de production X — XX et X — a. A-t-on
— X3gax?  V (X =4 XX =4 aX)

— X3,Xa? X

3. Avec cette définition, £(¢) = S,.
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Définition (Arbre de dérivation) : Etant donnée une grammaire € = (v,X,P,S), on
appelle arbre de dérivation un arbre dont les noeuds sont étiquetés par des éléments de
{e} UT U X et tel que

— tout nceud interne (ayant des fils) est étiquetés par un élément de 7/,

— la racine est étiquetée par S,

— tout nceud interne ayant une étiquette V' et ayant des fils 71,...,7, oun # 0
dont les racines sont étiquetées par w1, ..., wy avec (V — wi ... wn) € P.

— tout nceud interne d’étiquette V ayant pour unique fils ’arbre feuille réduit a ¢ et
tel que (V — ¢) € P.

Dans la suite du chapitre, on fixe ¢ = (7, X, I, P) une grammaire.

EXEMPLE :

B B B
AN
( B ) € B B
A /N
B B (B ) e
IS)

Ficure 9.1 — Exemple d’arbres de dérivation

Définition (« production » d’'un arbre) : On définit inductivement la fonction prod de
Tensemble des arbres de la grammaire G vers (X U7 )*, comme

— prod(Leaf(z)) = z,
— prod(Node(_, [T, ..., Tn])) = prod(T1) - prod(Ts) - ... - prod(Th).

ExEMPLE :
Dans les arbres de dérivation exemples précédents, la fonction prod retourne (BB), ¢ et

(0)-

RemarquE (Notation) :
On dit qu’un arbre de dérivation 7" est « clos » lorsque prod(T') € I*.

ExEmpPLE :
Dans les exemples précédents, le premier arbre n’est pas « clos » mais les deux suivants
le sont.

Propriété : Etant donné w € ¥*, il est équivalent de dire que
1) we 2(%),
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2) S :*>g w

(3) S3qw
(4) 1l existe un arbre de dérivation 7" dont w est le produit.

Preuve :
On procede la démonstration dans l'ordre suivant.

3)

) — @ — (1)

— (4) = (2). Soit la propriété P(7T") : « siw € X* admet T comme arbre de dérivation (w est
le produit de 7") avec T" un arbre de dérivation généralisé, enraciné en V' € 7/, alors V' =*>g w. »
Montrons cette propriété par induction.

— SiT = Leaf(z) avec x € ¥ U {e}, alors ok par un arbre de dérivation.

— SiT = Node(V, [T4, ..., Ty]), alors, pout i € [1, n], raisonnons par disjonction.

— Si T; a une racine d’étiquette w; € X, alors prod(7;) = w;, donc w; :*>g prod(T;)
— Si T; a une racine d’étiquette w; € 7/, alors, par hypothése d'induction sur 73, on a
wy :*>§, prod(T3).

Ainsi, par concaténation, prod(7") = prod(Ty)-...-prod(Ty).Or, (V — w; ... w,) € P.
Alors, considérons la dérivation

V = wiwz ... wy
:*>g prod(Ty) - wa ... wy
=, prod(T1) - prod(Tz)
- :*>g prod(Ty) - prod(Ts) - ... - prod(T,)

— (2) = (1). Vrai car = est « inclus dans » = (c’est un cas particulier).

— (1) = (4). Soit la propriété #,, « VV € ¥,Vw € X*,si V =" w, alors w admet un arbre de
dérivation généralisé enraciné en V. » Montrons le par induction.
— Sin = 0, absurde.
— SiV =" wavecn > 1,donc V = wywy...w =" wdonc (V — wiws...w,) €
P, alors, par lemme de décompositions, il existe @1, ..., w, tels que w = @1 - ... - W
et Vi € [1,p], w;, =P w,; avec Z[‘)—lpi = n — 1. Dou, Vi € [1,p], pi < n.Par
hypothese d’induction, il existe, pour tout i € [1, p], un arbre 7} produisant w; enraciné
en w;. Soit alors 7" = Node(w, [Th, . . ., Tp]). Ainsi, prod(T') = @; - ... - @, = w. Dans
I’éventualité ou I'un des p; aurait le mauvais gott d’étre nul, on fabrique, a la place, 'arbre
T; = Leaf(w;).
O

Définition : Une grammaire est dite ambigiie s’il existe un mot w de son langage
admettant au moins deux arbres de dérivations.

EXEMPLE :
On considére la grammaire de non-terminal initial B ayant pour régles de production
F—0|1]|---]9etB—-B+B|B—-B|F.Lemot «1—1+9 » admet les deux arbres

de dérivations ci-dessous.
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B B
= B

_——w
_———
+
©—mHm —u
_—"—W
_— g ——
©—H0"—u

Ficure 9.2 — Arbres de dérivationsde « 1 — 1+ 9 »

Interlude :langages algébriques. Leslangagesreconnus par des grammaires non-contextuelles
sont des solutions d’équations polynémiales, ot la multiplication correspond a la concaténation
et 'addition correspond a I'union. D’ou le terme langage algébrique.

Définition : Deux grammaires §; et 63 sont dites faiblement équivalentes dés lors que
L(%1) = ZL(%2).

ExEMPLE :
On considere la grammaire G; de régle de production S — aS | ¢, et la grammaire 62
de regle de production S — SS | a | €. Les deux grammaires 6; et 6> sont faiblement
équivalentes. En effet, £(61) = £(a*) = £(%2). Mais, elles ne sont pas fortement équi-
valentes. 8

9.2 La hiérarchie de CHOMSKY

Le terme « hiérarchie de CHomsky » n’est pas au programme. Dans cette partie, on traite
des inclusions avec les autres familles des langages au programme.

9.2.1 Avec les langages réguliers

Propriété : Soient €; et G2 des grammaires non contextuelles. Alors,
1. £(%1)U2(%62) est reconnu par une grammaire non-contextuelle ;
2. 2(%61) - £(%2) est reconnu par une grammaire non-contextuelle;

3. (£(%)) * est reconnu par une grammaire non-contextuelle.

Preuve :
Soient 61 = (74, X, P1,51) et 65 = (7>, X, P2, S2). On peut supposer, quitte & renommer les non-
terminaux, que 73 N Vs = .

1. Soit alors S € 74 U 7. Onpose € = (74 UTL U {S}, X, P, UP, U{S — Sy | S2},5). Soit

4. Deux grammaires sont fortement équivalentes si elles produisent les mémes arbres de dérivation.
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w e X,
we LG — S 2ew
= (S =% 51 2 w) ou (S =4 Sz 2y w)
= (S1 ¢ w) ou (Sz = w)

<~ (51 :*>fgl w) ou (Sz :*>ig2 w)
— w € L(61) UZL(%2)

2. Soit alors S € 71 U 75. Onpose € = (74 UT2 U {S}, Y, PL UP,U{S — S;-S2},S5). Soit
w e X,

wE L(G) = S Dgw
= S =5 -5 g w
< J(u,v) € (542, Sy DguetSy Sgvetw=1u-v
= J(u,v) € (5%)2, Sy D, uet Sy g, vetw=u-v

— J(u,v) € (T, ueL(®)etveL(G)etw=mu-v
> w € L(G1) - L(62)

3. Soit alors S ¢ 71 UT,.0npose G = (7L U{S}, T, PLU{S = S-S51|e},S). Soitw € T*.
w e ZL(6) — S 3w

*
> S g 0w
n

<> S=5-5 = 855 == 5155 Sgw
S ———

n

= 3n €N, (W1, ..., 10,), (Vi€ [1,n], S; D¢ b;) et w =iy - - - iy,
< In €N, 3(d1,...,15,), (Vi€ [1,n], S1 S, @;)etw = by - - by,
<= 3In €N, I(d1,...,Tn), (Vi € [1,n], @ € L(%1)) et w =Ty - - Dy,

= w e (L(%1))"

Théoreme : Tout langage régulier est reconnu par une grammaire non contextuelle.

Preuve :
On a déja montré que les grammaires non-contextuelles sont stables par union, concaténation et passage
a I’étoile. Il ne reste qu'a montrer le résultat sur les cas de base. On a

— {e} =2({S}, =, {S = £}, 9)),
— @ =2({S},2,2,9)), (> voir o 14.)
— {€} =2(({S}, =, {S — £}, 9)).

11 suffit alors de conclure par induction.

O

REMARQUE :
Linclusion précédente est stricte. En effet le langage {a™ - 0™ | n € IN} est reconnu par
une grammaire non contextuelle mais n’est pas un langage régulier.

Remarque (Digression) :
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« Tout langage est-il le langage d’une grammaire non contextuelle ? »

On procéde par un argument de taille d’ensembles. Soit ¢ = (7, X, P, I) une grammaire.
On considere X = {0,1}. On pose |€| = |¥| + |¥| + Z(V%wl...wn)EP(n +1)+1.0n
considere G, = {€ | |¢| = n}. Uensemble G = Un oy Gn est dénombrable comme union
dénombrable d’ensembles finis. Montrons qu’il existe une bijection entre p({0,1}*) et

[0,1]. Atoutz € [0, 1], on peut poser z = 0, z1x3 ... %y . ... Do,
bijection bijection bijection
(0,1 — (N — {0,1}) p(IN — ({0, 1}%).
encodage binaire encodage binaire

9.2.2 Lien avec les langages décidables

Propriété : Les langages des grammaires non contextuelles sont des langages déci-
dables. O

La preuve de cette propriété est dans le Tp 15. (On peut montrer, par programmation dyna-
mique, que 'appartenance d'un mot a une grammaire non contextuelle est calculable en temps
polyndémial, en 6(n3).)

EXEMPLE :
> D 15, exercice 1.

ExEmPLE :

On considére 'alphabet ¥ = {C, LP, RP} et les regles de production S — TS | C et
T — LP - S - RP. Codons un programme reconnaissant la grammaire définie par ces
régles. On représente X par le type token ou C correspond a C, LP a LP et RP a RP.

1 | type token = C | LP | RP
2 | type word = token list

3

4+ | type non_term = S | T

6 | (* closed derivation tree %)
type cdt =

8 | Node of non_term * cdt list

9 | Leaf of token option

12 [ exception Non

14 | let rec parse_s (w: word): cdt * word =

15 match w with

16 | ¢ :: w’ -> (Node(S, [Leaf(Some C)]), w’)
17 | =

18 let (g, w’) = parse_t w in

19 let (d, w’’) = parse_s w’ in

20 (Node (S, [g; dl), w’?)

21 | and parse_t (w: word): cdt * word =

22 match w with

23 | LP :: w’ -> begin

24 let (u, w’’) = parse_s w’ in

25 match w’’ with

26 | RP :: w?’’ -> (Node (T,

27 [Leaf (Some LP); u; Leaf (Some RP)]), w’’’)
28 | _ -> raise Non

29 end

30 | _ -> raise Non
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Cope 9.1 — Programme reconnaissant une grammaire ¢
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10.1 Motivation

N place au centre de la classe 40 bonbons. On en distribue un chacun. Si, par exemple,
A\=? chacun choisit un bonbon et, au top départ, prennent celui choisi. Il est probable que plu-
sieurs choisissent le méme. Comme gérer lorsque plusieurs essaient d’accéder a la mémoire ?

Deuxiémement, sur 'ordinateur, plusieurs applications tournent en méme temps. Pour le
moment, on considérait qu'un seul programme était exécuté, mais, le pc ne s’arréte pas pendant
P’exécution du programme.

On s’intéresse a la notion de « processus » qui représente une tache a réaliser. On ne peut
pas assigner un processus a une unité de calcul, mais on peut « allumer » et « éteindre » un
processus. Le programme allumant et éteignant les processus est « 'ordonnanceur. » Il doit
aussi s’occuper de la mémoire du processus (chaque processus & sa mémoire séparée).

On s’intéresse, dans ce chapitre, & des programmes qui « partent du méme » : un programme
peut créer un « fil d’exécution » (en anglais, thread). Le programme peut gérer les fils d’exé-
cution qu’il a créé, et éventuellement les arréter. Les fils d’exécutions partagent la mémoire du
programme qui les a créé.

En C, une tache est représenté par une fonction de type void* tache(void* arg). Le type voidx
est I’équivalent du type ’a : on peut le cast a un autre type (comme charx).

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <pthread.h>

o e W o e

#include "common.h"
#include "common_thread.h"
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void* tache(void* arg) {
printf ("%s\n", (charx) arg);
return NULL;

}

int main() {
pthread_t pl, p2;

printf ("main: begin\n");

pthread_create (&pl, NULL, tache, "A");
pthread_create (&p2, NULL, tache, "B");

pthread_join(pl, NULL);
pthread_join(p2, NULL);

printf ("main: end\n");

return O;

Cope 10.1 — Création de threads en C

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <pthread.h>

#include "common.h"
#include "common_thread.h"

int max = 10;
volatile int counter = 0;

void* tache(void* arg) {
char* letter = arg;
int i;
printf ("%s begin,[addryof i: %plu\n",
for(i = 0; i < max; i++) {
counter = counter + 1;
}
printf ("%sy:y done\n", letter);
return NULL;
}

int main() {
pthread_t pl, p2;

printf ("main: begin\n");

pthread_create (&pl, NULL, tache, "A");
pthread_create (&p2, NULL, tache, "B");

pthread_join(pl, NULL);
pthread_join(p2, NULL);

printf ("main: end\n");

return O;

letter,

&i);

Cope 10.2 — Mémoire dans les threads en C

Dans les threads, les variables locales (comme i) sont séparées en mémoire. Mais, la variable
counter est modifiée, mais elle ne correspond pas forcément a 2 x max. En effet, si p1 et p2
essaient d’exécuter au méme moment de réaliser 'opération counter
récupérer deux valeurs identiques de counter, ajouter 1, puis réassigner counter. Ils « se
marchent sur les pieds. »

counter + 1, 1ls peuvent

Parmi les opérations, on distingue certaines dénommées « atomiques » qui ne peuvent pas
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étre séparées. L'opération i++ n’est pas atomique, mais la lecture et ’écriture mémoire le sont.

Définition : On dit d’'une variable qu’elle est atomique lorsque 'ordonnanceur ne I'in-
terrompt pas.

EXEMPLE :
L’opération counter = counter + 1 exécutée en série peut étre représentée comme ci-dessous.
Avec counter valant 40, cette exécution donne 42.

Exécution du fil A | Exécution du fil B
(1) reg; < counter | (4)reg, < counter
(2) reg; ++ (5) regy+-+

(3) counter < reg; | (6) counter < regy

Mais, avec I'exécution en simultanée, la valeur de counter sera 41.

Exécution du fil A | Exécution du fil B
(1) reg; < counter | (2)reg, < counter
(3) regy ++ (5) rego++

(4) counter < reg; | (6) counter < regy

Il y a entrelacement des deux fils d’exécution.

ReMArRQUE (Problémes de la programmation concurrentielle) : — Probleme d’acces en
mémoire,
— Probléme du rendez-vous, @
— Probleme du producteur-consommateur, 8
— Probléme de I’entreblocage,®

— Probleme famine, du diner des philosophes.8

a. Lorsque deux programmes terminent, ils doivent s’attendre pour donner leurs valeurs.

b. Certains programmes doivent ralentir ou accélérer.

c. c.f. exemple ci-apres.

d. Les philosophes mangent autour d’une table, et mangent du riz avec des baguettes. Ils décident
de n’acheter qu'une seule baguette par personne. Un philosophe peut, ou penser, ou manger. Mais, pour
manger, ils ont besoin de deux baguettes. S’ils ne mangent pas, ils meurent.

ExempLE (Probleme de I'entreblocage) :

FilA | FilB | FilC
RDV(C) ‘ RDV(A) ‘ RDV(B)

RDV(B) | RDV(C) | RDV(A)

Tasre 10.1 — Probleme de ’entreblocage

Comment résoudre le probléme des deux incrementations ? Il suffit de « mettre un verrou. »
Le premier fil d’exécution « s’enferme » avec ’expression count++, le second fil d’exécution attend
que l'autre sorte pour pouvoir entrer et s’enfermer a son tour.
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10.2 Mutex

Le mot mutex vient de mutual exception (exclusion mutuelle).

Définition :
Le type de données abstrait verrou fournit

— un type t : le type des verrous,

— une fonction lock : t — unit qui Loci(o) 5
ferme le verrou, : /* section critique */

unlock (v);

— une fonction unlock : t — unit qui
ouvre le verrou,
— une fonction create : () — t qui crée

un verrou,
de sorte que, lorsque plusieurs fils d’exécution exécutent de maniére concurrent 1’algo-

rithme ci-dessous, on ait
1. au plus un seul fil d’exécution dans la section critique (exclusion mutuelle);

2. un fil d’exécution en attente (ayant appelé la fonction 1ock) n’empéche pas d’autres
fils d’exécutions d’accéder a la section critique;

3. un fil d’exécution ayant fini lock aura accés & un moment a la section critique.

10.2.1 A deux fils d’exécutions

On se restreint, pour simplifier, dans le cas ou I'on n’a que deux fils d’exécutions.

Algorithme 10.1 Tentative 1 d'implémentation du type verrou

1 Soit Dedans un tableau de taille 2 initialisé a F'.

2 océdure Lock(z) >4 € {0, 1} est Uidentifiant du fil
3 o+ 1—1 > identifiant de Uautre fil d’exécution

4:| | tant que Dedans|o] faire

5 rien

6: Dedans[i] < V|

7: Procédure UnLoCK(7)

8: | Dedans[i] + F

Mais, cet tentative ne résout pas le probleme. En effet, 'exécution ot 'ordonnanceur exécute
Palgorithme jusqu’a la fin de tant que pour le fil 1, puis passe au fil 2, est un contre-exemple a
la tentative 1 d’'implémentation du type verrou. > propriété d’exclusion mutuelle

Algorithme 10.2 Tentative 2 d'implémentation du type verrou

Soit Want un tableau de taille 2 initialisé a F'.

océdure Lock(i) > € {0, 1} est lidentifiant du fil

o+1—1 > identifiant de Uautre fil d’exécution
Want[i] < V'

tant que Want|[o] faire

| rien

7: Procédure UnLoCK(7)

8: | Want[i] + F

D O W N

Cette tentative ne résout pas non plus le programme : si 'ordonnanceur exécute le fil 1 jusqu’a
avant la boucle tant que, puis passe au fil 2, les deux fils sont bloqués. > propriété de non-
entreblocage
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Algorithme 10.3 Tentative 3 d'implémentation du type verrou

: turn <0 > premier fil d’exécution
: Procédure Lock(z)

o+ 1—1
3 L tant que turn = o faire
| rien
: Procédure UnvLock(i)
g L o+ 1—1

turn <— o

W 1 U W

Cette tentative impose une alternance 0 puis 1 puis 0... Mais, si I'un des deux fils termine,
alors l'autre est bloqué.

Dans la suite, on suppose qu’un fil ne meure pas dans la section critique, ou lors de ’appel
de Lock(i), ou lors de I'appel de UnLock(7).

On donne donc la tentative finale, ci-dessous, qui réussi & combler toutes les hypotheses du
type verrou.

Algorithme 10.4 Tentative 4 d’'implémentation du type verrou — Algorithme de Pererson

1: turn <0 > premier fil d’exécution

2: Soit Want un tableau de taille 2 initialisé & F'.
3: Procédure Lock(z)

4: o+ 1—1

oF Want[i] < V

6: turn < o

73 tant que turn = o et Want[o] faire
8: | rien

9: Procédure Unvrock(7)

10:|  Want[i] + F

On vérifie que les trois propriétés du type verrou sont vérifiées.

1. Exclusion mutuelle. Par ’'absurde, supposons que les deux fils d’exécutions sont dans
la section critique. Ainsi, Want[0] = Want[1] = V. Le fil d’exécution 0 nous donne que
Want[1] = F ou turn # 1. Le fil d’exécution 1 nous donne que Want[0] = F ou turn # 0.
On en déduit que turm # 0 et turn # 1. Or, turn € {0,1} (on peut le montrer par un
rapide invariant). D’ou 'absurdité.

2. Non-interblocage. Si les deux conditions de boucles sont vraies, alors turn = 0 et
turn = 1, ce qui est absurde.

3. Résilience a la mort de I'autre fil d’exécution.? Supposons que le fil d’exécution
n’exécute plus Lock(1) (mais il a exécuté UnLock(1) avant de partir). Alors, Want[1] =
F, et ce pour toujours. Donc, le fil 0 n’est pas bloqué.

10.2.2 A N fils d’exécutions

On propose de I'algorithme de la boulangerie. On se donne un « ticket » qui donne l'ordre de
passage. En voulant accéder a la boulangerie, on prend un ticket (1 plus la valeur maximale
des tickets), et on attend son tour Pour attendre son tour, on attend que chacune des personnes
n’ai un ticket inférieur au sien. Ceci donne l'algorithme suivant.

1. i.e. acces peu importe si 'autre est encore en vie ou non.
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Algorithme 10.5 Tentative 1 d’'implémentation du type verrou a N fils

1: Ticket est un tableau de n entiers initialisés a 0.

2: Procédure Lock(Ticket, 7)

B3 Ticket[7] + 1 + max{Ticket[j] | j € [0,n — 1]}

pour j € [0,n — 1] faire
tant que Ticket[i] # 0 et Ticket[j] < Ticket[i] faire
| rien

7: Procédure UnvLock(Ticket, 7)

8: | Ticket[i] + 0

S Ol

Mais, cet algorithme peuvent prendre un ticket pendant le calcul du max. On utilise une
variable EnCalcul qui dit lorsque le calcul du max est en cours.

Algorithme 10.6 Tentative 2 d'implémentation du type verrou a N fils

1: Ticket est un tableau de n entiers initialisés a 0.

2: EnCalcul est un tableau de n booléens initialisés a F.
3: Procédure Lock(Ticket, 7)

4: EnCalcul[i] + V

B Ticket[7] + 1 + max{Ticket[j] | j € [0,n — 1]}

6: | EnCalcullf] < F

73 pour j € [0,n — 1] faire

8 tant que EnCalcul[j] faire

9: | rien

10: tant que Ticket[i] # 0 et Ticket[j] < Ticket[i] faire
11: L | rien

12 : Procédure Unvrock(Ticket, 7)

13: | Ticket[i] < 0

Mais, cet algorithme laisse avoir deux personnes ayant un ticket de méme valeur. On peut
départager les deux personnes avec les identifiants.

Algorithme 10.7 Tentative 3 d'implémentation du type verrou a N fils — algorithme de la
boulangerie

1: Ticket est un tableau de n entiers initialisés a 0.

2: EnCalcul est un tableau de n booléens initialisés a F'.
3: Procédure Lock(Ticket, 7)

4: EnCalculfz] < V

5F Ticket[i] < 1 + max{Ticket[j] | j € [0,n — 1]}
6: EnCalcul[i] + F

E pour j € [0,n — 1] faire

8 tant que EnCalcul[j] faire

9

] | rien
10: tant que Ticket[j] # 0 et [Ticket[j] < Ticket[i] ou (Ticket[j] = Ticket[i] et j < )] faire
11: L | rien

ordre lexicographique

12 : Procédure Unvrock(Ticket, 7)
13: | Ticket[i] + 0

Cet algorithme assure I'exclusion mutuelle. On peut penser que ce probléme peut créer le
probléeme de famine. Mais, non, la comparaison entre identifiants n’a lieu qu’en cas d’égalité
de ticket, donc lorsque deux personnes arrivent en méme temps a la boulangerie.

10.3 Sémaphore

Un sémaphore est utilisé pour assurer une propriété moins forte que le mutex : on assure
qu’il n’y a pas « trop » de personnes dans la zone critique. On fixe un nombre maximal de fils
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qui sont dans la zone critique et on évite un « flot » de personnes ininterrompu dans la zone
critique. Par exemple, en TP, on n’a qu'un nombre limité d’ordinateurs. A 'entrée de la salle, on
met a disposition les ordinateurs et chacun dépose le sien lorsqu’il a fini de I'utiliser.

Définition : Le type de données abstrait sémaphore fournit

— le type t des sémaphores,

— une fonction d’acquisition du sémaphore acquire : t — (),

— une fonction de libération du sémaphore release : t — (),

— une fonction de création/d’initialisation du sémaphore make : IN — t,
tels que

— lors d’'une tentative d’acquisition du sémaphore : si le compteur du sémaphore
est nul, alors le fil d’exécution courant est mis en attente; sinon, le compteur est
décrémenté et le fil d’exécution peut continuer;

— lors de la libération du sémaphore : si un fil d’exécution est en attente, on le laisse
continuer son exécution ; sinon, on incrémente le compteur.

EXEMPLE :

On considere deux « types » de personnes. Les producteurs qui peuvent écrire une don-
née. Les consommateurs qui récupeére une donnée (qui consomme une donnée). En tant
que métaphore, on considére que les données sont des pommes. Le producteur ne doit
pas produire trop de pommes, le consommateur doit avoir des pommes a consommer. On
consideére, a présent, ’algorithme ci-dessous.

Algorithme 10.8 Utilisation de la structure sémapaORE dans une problématique pro-
ducteur/consommateur
1: Procédure PropucTEUR

28 acquire plein

SE lock()

4: Produit une pomme.
oF unlock()

6: | release vide

7: Procédure CONSOMMATEUR
8: acquire vide

9: lock()

10: Mange une pomme.
11: unlock()

12:| release plein

13 : vide < make 0

14 : plein < make nb_pommes

15: pour ¢ € [1,n] faire

16: Soit un nouveau consommateur. > i.e. un fil d’exécution qui exécute la proce-
dure CONSOMMATEUR

17: pour j € [1,m] faire

18: Soit un nouveau producteur. > i.e. un fil d’exécution qui exécute la procédure
PropucTEUR
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1
ORDRE & INDUCTION

Sommaire

™o 1.1 Listes, listes, listes!

1. OnaVle 2, Q([],0) =£;Vl1,L € 2, Q(::(x, £1),£) = ::(z,Q(L1,0)).

2. On fait une induction. Comme dans I’énoncé, on passe le ‘Q’ en infixe. Notons P, : “/ @

=2
Montrons P : on sait que [] @ [] = [] par définition de Q.

On suppose P, est vraie pour une certaine liste £ € £. Montrons que, Vx € IN, P..(, 5
vrai. Soit z € IN.

(i(z,0) @[] (@, @)
2 2(z, 0).
. Notons Py, : “Vla,l3 € £, ({1 QL) Q13 =11 Q ({2 QL3)”, 0u {1 € £ est une liste.

Soient /2, (3 € £ deux listes. On a, par définition de @, ([| @ ¢3) @ ¢3 = > @ (3 et
[]@ (¢ @ ¢5) = £ @ L3.

Soit £1 € £ une liste telle que P, . Soient {2, /> € £ deux listes. Soit = € IN. Montrons
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que P(:(z,01)) :

(::(:E,Zl) @Zg) @ 03 = ::(x, 01 @ L) QL3
= :Z(:E, (41 @ ty) @ 43)

H
= ii(z, 01 @ (L2 Q £3))

=:u(z,01) @ (L2 @ 13).

4. Notons Py, : “Vly € £, rev({1 Q £3) = rev(f2) Q rev(¢y). Soit lo € £.

On arev([] @ ¢3) = rev(ly) = rev(f2) Q rev([]).

On suppose Py, vraie pour une certaine liste /1 € <. Soit z € IN.

rev(:x, 1) Q) = rev(::(x,l; Q L)
=rev({; Q¥4y) @ ::(z,[])

(rev(l2) @rev(fy)) @ ::(x, [])
rev(f2) @ (rev(l1) @ ::(x,[]))
=rev(l2) @ rev(::(z,{1))

5. Notons, pour toute liste £ € £, P; : “rev(rev({)) = £7.
Montrons que P; | est vraie : rev(rev([])) = rev([]) = [].
Soit une liste £ € & telle que P soit vraie. Soit n € IN. Montrons que P, ¢ vraie :

rev(rev(::(x,l))) = rev(rev(¥) Q ::(z,[]))
rev(:(z,[]) Q:(z,f) QL
=[]Q:(z,[]) @l
(z,[])@¢

(x|
sz, 0).

™ 1.2 Ensembles définis inductivement

La correction est disponible sur cahier-de-prepa.

™ 1.3 Arbres, Arbres, Arbres!

1. Onpose R = {V‘O, A\'|]?\I } Ainsi, par induction nommée, on crée 'ensemble o des arbres.

2. On pose
h:d— INU{-1}
Vi— -1
N(z, f1, f2) = 1+ max (h(f1), h(f2))
et
t:d — IN
Vi—0

N(z, f1, f2) — 1+ t(f1) + t(f2)
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3. On rappelle les relations taille/hauteur (vues 'année derniére) :
h(a) +1 < t(a) < 2M@+1 1,

Soit, pour tout arbre a € 9, P, la propriété ci-dessus. Montrons que P, est vraie pour
tout arbre a € ¢ par induction.

Montrons que Py vraie:ona h(V)+1=1-1=0,¢V)=0et2"(V)tl _1=1-1=0
dot h(V) +1 < (V) < 2P+ _q,

Supposons P, vraie et P, vraie pour deux arbres g,d € . Soit z € IN. Montrons que
Py (z,g,q) st vraie :

h(N(z,g,d)) — 1 =1+ max (h(g), h(d)) + 1
< max(t(g) — 1,t(d) — 1) + 2
< max (t(g),t(d)) +1
<t(g) +t(d) + 1
t(N(z,g,d))

et
t(N(z,g,d)) =t(g) +t(d) +1
oh(9)+1 4 gh(d)+1 _ 4

x gmax(h(g),h(d)+1 _

INCININ N

2
gmax(h(9),h(d)+2 _ 1
2

h(N(z,g,d)+1 _ 1.

4. Je pense qu’il y a une erreur d’énoncé : les arbres crées sont de la forme

O

/\

/\

A
)

ou [J représente un noeud. I1 ne sont pas de la forme “peigne.”

™ 1.4 Ordre sur powerset

1. Soient A et B deux parties d’'un ensemble ordonné (S,<). Si A = B, alors A < B et
donc A et B sont comparables. Si A # B, alors A A B # &, et donc A /A B admet un
plus petit élément m. Par définition de A, on a m € A (et donc A = B) ou m € B (et
donc A < B). On en déduit que A et B sont comparables. La relation < est donc totale.

2. Ona
2% {2) % {1} % {1,2) X {0} 3 {0,2)} X {0,1} % {0,1,2}.

3. Non, l'ordre (p(S), <) n’est pas forcément bien fondé. Par exemple, on pose (5,<) =
(N, <). Toute partie non vide de IN admet bien un plus petit élément. Mais, la suite
(un)new = ({n})nen est strictement décroissante : en effet, pour n € N, on a u,, A
Up+1 = {n,n + 1} qui admet pour élément minimal n € A, d’ott upn = Un41.
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™ 1.5 Ordres bien fondés en vrac

1. Non, 'ensemble (IN,C) n’est pas un ensemble ordonné. En effet, en posant n = 4 et
m =38, onaVi €N, 5% (mod2)=0,etVi € N, 7+ (mod 2) = 0. Ainsi,onan C m, et
m C n, mais comme n # m, la relation “C” n’est pas anti-symétrique, ce n’est donc pas
une relation d’ordre (et donc encore moins un ordre bien fondé).

2. Non, I'ensemble (X*, C) n’est pas un ensemble ordonné. En effet, en posant ¥ = {a, b},
et u = aa et v = ab deux mots de X, on a |u| = |v| et donc v C v et v J v mais comme
u # v, la relation “C” n’est pas anti-symétrique, ce n’est donc pas une relation d’ordre
(et donc encore moins un ordre bien fondé).

3. Oui, 'ensemble (X*, C) est un ensemble ordonné, et cet ordre est total. En effet, soit u,
v et w trois mots. On a bien u C u (avec ¢ = idfo,ju|—1p)- Egalement, siu CvetvC u,
alors |u| = |v|, et par stricte croissance de ¢, on a bien uw = v. Aussi, siu C vetv C w,
alors soit ¢ 'extractrice de la suite v de u, et soit  U'extractrice de la suite w de v. Alors,
la fonction ¢ o ¢ est strictement croissante, et Vi € [|u| — 1], u; = V(i) = We(p(i))» €t
donc u C w. Ainsi, la relation “C” est une relation d’ordre.

Montrons a présent que 'ordre est bien fondé. Soit L une partie non vide de X*. Soit
r€L.Sie€ L,alorsx Je.

4. Non, I'ensemble (p(E), C) n’est pas un ensemble ordonné. En effet, on pose E = IN. Soit
A une partie finie de E. On sait que son plus grand élément existe, et on le note m. Par
définition du maximum, Vy € A, y < m. Et donc A Z A. La relation “C” n’est donc pas
une relation d’ordre (et donc encore moins un ordre bien fondé).

™ 1.6 Définition inductive des mots et ordre préfixe

1. On pose X = {¢}, et pour n € N,

Xn+1=Xnu(U{a.w\weXn}).
acX

Ainsi, on définit par induction 'ensemble des mots X*.
2. Soient u et v deux mots. Montrons v <1 v <= u <2 v.

“—" Supposons u <1 v. Soit w € X* tel que v = ww. Par définition de <2, on a bien
e <2 w. On décompose u en u = uj - u2 - ... u, - € (avec la définition de mot de
la question précédente). D’ou, toujours par définition de <2, on a u,, - € <2 Uy - w,
PUWIS Up—1 * Up - € X2 Unp—1 - Uy - w. En itérant ce procédé, on obtient

v

e —
UL U2 . Up " EI2UL U2 ... Up " W.

u u

Et donc u <2 v.

Supposons & présent que u <2 v. On pose u = ujuz ... Up, €t V = VIV ... V.
Par définition de <2, on a ug - (u2...un) <2 u1 - (v2...vm). Puis, toujours par
définition de <2, 0na ui-u2-(u3...un) < ui-uz-(v3...v,). Enitérant ce procédé,
onau-e < u-(Vp...vm).Onposew = vy, ...vm,etonabienv = uw. Dot v =1 w.

™ 1.7 N

1. On définit par induction la fonction suivante
©:N— W
(8(z),y) — &(z, S(v))
(0,z) —> z.

2. Soit (z,y) € N2.
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— Si f(z) = 0, alors &(x, y) =y et donc f(&(x, y)) = f(y) = f(z) + f()-
— Si f(z) > 1, alors z = S(z) avec z € WN. Ainsi, ®(z,y) = &(z,S(y)). Or, f(z) =
f(z) =1 < f(x). Et donc, par définition de @ puis par hypothese d’induction, on
a f(&(z,y)) = f(®(2,5()) = f(2) + f(S(y)). On en déduit que f(B(z,y)) =
f@) =1+ f(y) +1= f(=) + fy).
Par induction, on a bien V(z,y) € #2, f(D(z,y)) = f(z) + f(¥).
3. On définit par induction la fonction suivante

Q: N2 N

(8(x),9) — & (v, ®(=,9))
(0,y) — 0.

4. Soit (z,y) € ¥2.
— Si f(z) = 0, alors ®(z, ) = 0, et done f(@(z,9)) = 0 = f(z) X [(y).
— Si f(z) > 1, alors « = S(z) avec z € N. Ainsi, par définition de ®, on a ®(z,y) =
®B(y, ®(z,y)). Or, par hypotheése d’induction, f(®(z,y)) = f(z) x f(y) (car f(z) <
f(@)), et donc f(®(z,y)) = f(y) + [(®(2, ) = f(y) + f(2) x f(y) = fly) x 1+
f(2)) = f(y) x f(=).
Par induction, on a bien V(z,y) € #2, f(®(z,y)) = f(z) X f(y).

5. On définit par induction la fonction suivante

O:N — N
0+— S(0)
S(z) — ®(S(z), O(z)).

6. Soitz € N.
— Si f(xz) =0, alors O (x) = S(0) par définition, et donc f((D(x)) =1 =0! = f(z)!.
— Si f(z) > 1, alors « = S(z) avec z € . Ainsi, par définition de (D), on a (D(z)
®(z, O(2)), et donc, par hypothese de récurrence, f((D(z)) = f(z) x f(O(z)
;Ez;'x (f(2)!). Or,comme f(z) = f(z)—1,onadonc f(D(x)) = f(x)x (f(z)—1)!
z)!.
Par induction, on a bien Vz € ¥, f(D(z)) = f(z)!.

™ 1.8 Résultats manquants du cours
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™ 2.1 Logique avec If

™ 2.1.1 Représentatibilité des fonctions booléennes par formules de &F;;

1. Onpose G = if p then T else (if g then T elser),etona
————
A

[G]° = [p)° - [T]° + []” - [A]°
p(®) + o) - ([al” - [T1° + [a]” - [11°)

)
)+ 0() - (p(a) + p(q) - p(r))
)
)

p) + p(p) - p(q) + p(p) - p(q) - p(r)

p(
=p(
p®) + p(q) + p(r).

. _JIerr si[c]r=Vv
[if C then G else H|¥ = {[[H]]p if [C]° = F
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™ 2.2 Logique propositionnelle MPI*

3. Soit G € F.
Cas 1 Soit P = {p}
— Sous-cas 1: f: p+— V est associée a T.

— Sous-cas 2 : la fonction dont la table de vérité est ci-dessous est associée a p.

p 1 f
F | F
vV |V
— Sous-cas 3 : la fonction dont la table de vérité est ci-dessous est associée a p.
_p 1 f
F |V
V| F

— Sous-cas4: f: p+— F est associée a L.
Cas 2 Soit P = {p1,...,pn} et on pose
P4V Bip1,-opr} B, 3G € Fis, [G]] = 1

Soit r € [2,7] et f une fonction booléenne définie sur B{P1:-Pr} 3 valeurs dans
B. Soit

g:BlPLpr—1} B
Pl — f(p W (pr = V)).

ot W est défini comme dans 'exemple (p— V,g— F)W (r—V)=(p— V,q+—
F,r — V). Soit alors G par hypotheése de récurrence tel que [G] = g. Soit

h-BiPLoPr—1l B
Pl — f(o W (pr = F)).

Soit alors H par hypothése de récurrence tel que [H] = h.

On pose alors A = if p, then G else H. Montrons que [A] = f. Soit p €
Bipi.pr}

— Sip(pr) =V alors
[A]” = [G]”
— Hg]]”\{m ~~~~~ Pr_1}

:g<p|{Plv"<sp7‘—l}>
=f (P\{pl,m,pr,l} W (pr — V))
= f(p)

— Sip(pr) = F, alors

[A) = [H]”
— [H]]pl{p1,m,p7,71}

=h (p\{Pl,u.,pT,l})
:f(pl{l)l ----- pr,»71}L’—'J(pr'—>F))
= f(p)

™ 2.2 Définitions de cours : syntaxe

1. On considere la formule H; =7 V (p A (g — r)). Son arbre syntaxique est

—-210-



™ 2.3 Logique propositionnelle MPI*

Vv

/\
/\

5
>

=

=1

Ses sous-formules sont » V (p A (—g — 7)), 7, p A (g — r), p, °q — 7, g, et q. Ses
variables sont p, g et 7.

2. On considere la formule H> = p A (r A (—g — —p)). Son arbre syntaxique est

A

/N

P AN

/\
/

- -

q p

Ses sous-formules sont p A (r A (g — —p)), p, 7 A (g — —p), 7, 7q — —p, g, q, et 7p.
Ses variables sont p, g et r.

3. On consideére la formule Hs = ((¢V —p) — (=—¢V —=p)) A ((-—g V —p) — (=pV q)). Son
arbre syntaxique est

A AN A

g - = o 42 4 o4agq

S
J
S
J
S|
S|

£=)
S}

Ses sous-formules sont ((q V —p) — (=—¢V —p)) A ((=—qV —p) — (=pV q)), (¢ V —p) —
(==q V =), (==g V =p) = (=P V @), ¢V =p, 7=q V =p, 7pV ¢, ¢, =, 7, P, et ~q. Ses
variables sont p et g.
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™ 2.4 Logique propositionnelle MPI*

™ 2.3 Formules duales

1. On définit par induction (-)* comme

— Tr=1; — (GVH)* =G*AH*; — (=G)* = -G*;
— 1*=T; — (G/\H)*:G*\/H*; — p* =np.

2. Soit p € B?. Montrons, par induction, P(H) : “ [H*]? = [~H]”” ot 5 : p — p(p).
— Ona[Ll*]? =[T]° =V,et[-L]? =[T]° =V, dou P(L).
— Ona[T*]? =[L]° = F,et [-T]? = [L]? = F, dou P(T).
— Soit p € 2. Ona [p*]* = [pl° = p(p), et [-p])” = [p)” = 5(p) = p(p) = p(p),
d’ou P(p).
Soient F' et G deux formules.

— Ona
[(FAG)*]P =[F* VG
= 71 + 6"
= [-F]” + [-G]”
= [-F Vv ~G]?
=[-~(FAG)?

d’ou P(F A G).
— Ona
[(F VG =[F*AG*]?
— [F]° - 6T
= [-FI° - [-GI?
= [-F A =G]?
— [-F VO

d’ou P(F' V G).
— Ona

[(=F)*]° = [~(F)]° = [F*]° = [-F]° = [-(-F)]*-
d’ou P(—F).
Par induction, on en conclut que P(F') est vraie pour toute formule F.

3. Soit G une formule valide. Alors, par définition, G = T. Or, d’aprés la question précé-
dente, G* = (T)* = L. Ainsi, G* n’est pas satisfiable.

™ 2.4 Conséquence sémantique

1. Soit p € B”. On suppose [AV B]’ =V,[A = C]* =V et[B — C]* = V.
— Si [A]? =V, alors, comme [A — C]° =V, [C]* =V.
— Si [B]? =V, alors, comme [B — C]? =V, [C]° =V.
Dou{AVB,A—C,B—C}EC.

2. Soit p € B?.On suppose [A — B]” = V.Si[B]” = F (i.e. [-B]” = V), alors [A]” = F,
par implication. Et donc, [-A]]” = V. On a donc bien [-B — —A]”. On en déduit que
A— B '= -B — —A.
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™ 2.7 Logique propositionnelle MPI*

3. oui 5. oui 7. oui 9. oui

4. non 6. non 8. non 10. non

™ 2.5 Axiomatisation algebre de BooLE

1. On pose, pour t € T, P(t) : “t ~ Oout ~ 1,” et on démontre cette propriété par
induction.

— On a bien P(0) et P(1).
— Soient t1,t2 € T.
(@) Sit; ~1,alors#; ~1~0~0;sit; ~0,alorsf; ~0~ 1.
(b) Sit; ~0,alorsty -to ~0-tag ~0;sit; ~ 1,alorsty -t ~ 1tz =~ ta (qui
est équivalent a 0 ou 1).
(c) Sity ~1,alorst] +to ~ 1+t ~1;s1it; ~0,alorsty +tg >~ 0+ to ~ to
(qui est équivalent & 0 ou 1)

2. En reprenant les relations trouvées dans la question précédente, on construit les tables
ci-dessous.

(=3l

™ 2.6 Exercice 6 : Barre de SCHEFFER

1. — —-H; = Hy nand H; ;
— Hi AN Hy = —(Hi nand Hy) = (H; nand H;) nand (H2 nand Ha);
— H1V Hy = —Hp nand ~H> = (H1 nand H1) nand (H2 nand H»);
— Hy - Hy=H;V (ﬁHQ) = (H1 nand Hl) nand Hs;
— H) + Hy = (H1 — Hg) /\(H2 — Hl).

2. — ﬁH1EH1 nor H1;
— H1 V Hy = —~(H1 nor Hy) = (H1 nor Hz) nor (Hj nor Ha);
— Hi AN Hy = (—Hp) nor (mHs2) = (H1 nor Hy) nor (Hs nor Ha);
— Hy — Hy = Hy V (mH2) = —(H; nor (nH3)) = (H; nor (Hz nor H»)) nor

(H1 nor (Hz nor H2));

— Hi < Hy = (H1 — HQ)/\(HQ — Hl).

o 2.7 Enigmes en logique propositionnelle

™ 2.7.1 Fraternité

1. Ou les deux mentent, ou les deux disent la vérité. D’ott (A1 A C1) V (=A1 A =Ch).
2. Ona A1 =GV R,etC; = -G.
3. On développe I'expression trouvée dans la question 1. :

(A1 AC1) V (mAL A=C1) =((GV R) A=G) V (=(GV R) A ==G)
=(G@A-GVRA-G)V ((-GA=R)AG)
=(LVRA-G)V (-GAGA-R)
=(RA-G)V (LA-R)
=(RA-G)V L
=R A -G.

La cérémonie se tiendra donc dans le réfectoire et non dans le gymnase.
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™ 2.8 Logique propositionnelle MPI*

4. H = (A2/\BQ/\CQ)V(“AQ/\“BQ/\“CQ).
5. Ao = FE1V E3, Bo = B2 — —F3,Cy = E1 A —FEs.
6.

<<<<mhmuhB
<<mm<<hh3
<m < <<l
<m<wmohhaE
m<<<m < <P
M < <mhh e
SRR s

L’escalier 3 conduit bien a 'intronisation.

7. Si les trois mentent, alors on peut aussi prendre I'escalier 2.

™ 2.7.2 Alice au pays des merveilles

Ir=JAB,I;j=R— B,etIg = BA(RVJ).
Oui, la situation ot le flacon jaune contient le poison (J) satisfait ces formules.
Oui,ona]B 'ZIR

Oui, les instructions sur le flacon rouge et le bleu sont fausses. En effet, le flacon jaune
ne contient pas de poison, et il n’y a pas “au moins ’'un des deux autres flacons contenant
du poison.”

> 89 9 [=

5. Oui, comme vu précédemment, la configuration ou le poison est seulement dans le fla-
con jaune est valide. Si le flacon rouge contient du poison ou le flacon bleu contient du
poison, on a une contradiction avec I'une des instructions. La configuration trouvée pré-
cédemment est la seule valide.

6. A cette condition, deux autres configurations sont possibles : le poison est dans les fla-
cons jaune et rouge, ou le poison est dans les flacons rouge et bleu.

™™ 2.7.3 SocraTk et Cerbeére

1. Ona H = (I1 N2 AN 1I3) V (=11 A =2 A —I3).
2. Ona[l:Cl/\Cg,,IQ:CQ4)6'3,61313:01/\@2.
3.

<Sm <m < <A@
<<mm<<haQ
<< <<mhmhmEQ
<<y e
mE<<<<< <
M <y < s
b << T

SocraTe doit suivre le couloir 3.

4. En supposant que Cerbére ait menti, on suppose que les trois tétes ont menti, et donc
que I, Is et I3 sont fausses. On aurait aussi pu choisir le couloir 2.

™ 2.8 Compléments de cours, en vrac

1. Montrer que |= est une relation d’ordre sur %.

— Soit F une formule. On sait que F' |= F. En effet, pour tout p € B?, si [F]” =V,
alors [F]? = V. La relation = est donc reflective.
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™ 2.8 MPI*

— Soient F et G deux formules. On suppose F' = G et G = H. Montrons que F' = G.
On reprend la démonstration du cours : soit p € B?. On suppose [G]” = V/, alors
[F] =V car G |= H; et donc [G]” = [F]”. On suppose a présent que [G]* = F,
alors, par contraposée, [F]* = F'; on a donc [G]” = [F]*. On en déduit que
[G] = [F1],i.e. G = F. La relation est donc quasi—anti-symétrique.
— Soient F, G et H trois formules. On suppose F' |= G et G |= H. Soit p € B?. Si
[F]? = V, alors [G]? = V. Or, comme G | H, si [G]° = V, alors [H]” = V.
Dou [F]? =V = [H]® = V.On adonc F = H. La relation = est donc
transitive.
2. Soit A € F, soit p € B, et soit o € 7. On pose, pour p € P, 7(p) = [o(p)]”. Montrons
que [A[o]]” = [A]".
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™ 3.1 Propriétés sur les mots

1. Soit uz,vs € X* tels que w = uuz et w = vva. Si |ua| = |v2|, alors u = v = ve donc v est
préfixe de u. Si |uz| < |vz|, ug est suffixe de va. Soit ug € X* tel que v2 = ugug. Ainsi,
w = vuzuz = uuz, d'olt u = vus. On en déduit que v est un préfixe de u. Similairement,
si |ug| > |vz2|, par symétrie du probleme, en inversant u et v, puis us et va, on se trouve
bien dans le cas précédent. Ainsi, on a bien u est un préfixe de v.

u
[ |2

E | o2




™ 3.2 Langages et expressions régulieres MPI*

2. Soit u = w1 ...un avec, pour tout ¢ € [1,n], u; € X. Or, au = ub donc auy ...u, =
u1 ... unpb donc, pour tout i € [1,n — 1], u; = u;+1. Or, u1 = a. De proche en proche, on
aVi € [1,n], u; = a. Or, uy, = b et donc a = b. On en déduit également que u € a*.

E [ ]

B 3

3. La suite de la correction de cet exercice est disponible sur cahier-de-prepa.

™ 3.2 Construction d’automates

a,c b b
3.
a,c
b a,c a,c
4.
b
a,c b a.b,c
5.
b b
6.
a,c a,c a,b,c
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™ 3.4 Langages et expressions régulieres

MPI*

b b
7.
a,c a,c a,b,c
b
8.
a,c a,b,c
9.

a,b,c

™ 3.3 Déterminisation 1
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™ 3.7 Langages et expressions régulieres MPI*

™ 3.4 Déterminisation 2

™ 3.5 Une équivalence sur les mots

La correction de cet exercice est disponible sur cahier-de-prepa.

™ 3.6 Langages

La correction de cet exercice est disponible sur cahier-de-prepa.

™ 3.7 Propriétés sur les opérations régulieres

1. Ona
o* ={e}; g-A=9; {e} - A=A

2. (1) On procede par double-inclusion.
“C” Soitw € (A-B)-C.Onposew = u-vavecu € A-Betv € C. On pose ensuite

« »

u=uxz-yavecx € Aety € B. Or, comme l'opération “.,” pour les mots, est
associative, onabienw = (z-y)-v =z (y-v),etdoncw € A- (B-C).
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™ 3.7

Langages et expressions régulieres MPI*

@)

(3)

@

(%)

(6)

3. (D

“D” Soitw € A-(B-C).Onposew = u-vavecu € Aetv € B-C. On pose

ensuite v = x -y avec x € B ety € C. Or, comme l'opération “-,” pour les

mots, est associative, alors w =u - (z-y) = (u-2)-yetdoncw € A-(B-C).
On suppose A C B.Onadonc B = AU (B\ A), et par définition A* UnE]N A",
et B* = UnEJN B™. Montrons par récurrence, pour n € IN, P(n) : “A™ C B™.”

— Ona A° = {¢} C B° = {&} dou P(0).

— Soitn € N tel que A C B®.Ona A"+l = A" . Aet B»*1 = B™ . B. Or,
comme A" C B™ et A C B, et que “”est croissant (dans I'inclusion), on en
déduit que A"+ C B*tL Dot P(n + 1).

On procede par double-inclusion.

“2” Ona A* = (A%)! C |, (A" = (49"

“C” Soit w € (A*)*. On pose donc w = u; ...un avec, pour tout i € [1,n], u; €
A*. On pose également, pour tout i € [1,7n], u; = v;,1 ...V m,; ol, pour tout
J € [1,m], vi; € A.Doll, w = 11 ...V1,m V21 ---V2,mg ---Un,m, € A*.
On en déduit que (A*)* C A*.

On procede par double-inclusion.

“C” Ona{c} C A* etdonc A* = A* - {e} C A* - A*. Dot A* C A* - A*.

“D” Soit w € A* - A*. On décompose ce mot : soient uj,us € A* tels que w =

u1 - uz. On pose n = |u1|, et m = |uz|. On décompose également ces deux
mots : soient (w1, w2, ..., wn) € A" et (Wp+1,Wn+2, ..., Wntm) € A™ tels
qQUe U] = W] - W2 - ...  Wp €L U2 = Wpt1 - Wnt2 * ...  Wntm. Alnsi,
*
W=W] W2 ... Wy Wptl ... Wnitm €A™,

D'ou A* - A* C A*.

On procede par double-inclusion.

“C” Soitw € AU B.
— Siw € A, alorsw € A*, et doncw = w-e € A* - B*.
— Siw € B,alorsw € B*,etdoncw =¢-w € A* - B*.

On a donc bien AU B C A* - B*, et par croissance de 1’étoile, on a bien
(AU B)* C (A* - B*)*.
“D” Soit w € (A* - B*)*. On pose

W= ULl...ULngVI1---Vl,my

U221 .. U2 ngU21 - . . U2 g

“Up,1 - UpnpUp,l - VUp,my

o, u; ; € Aetv; ; € B.Onadoncw € (AU B)*.
On procede par double-inclusion.
“C” Soitw e A-(BUC).Onposew =u-vavecu € Aetve BUC.
— Sive B,alorsw=u-veEA-Betdoncw € (A-B)U (A-C).
— SiveC,alorsw=u-v€A-Cetdoncw € (A-B)U(A-C).
On a bien montré A- (BUC) C (A-B)U (A-C).
“D” Soitw € (A-B)U(A-C).
— Siw € A-B,onposealorsw =u-vavecu € Aetv € BC BUC. Ainsi,
onabienw=u-veEA-(BUC).
— Siw € A-C,onposealorsw =u-vavecu € Aetv e C C BUC. Ainsi,
onabienw=u-veA- (BUC).
On a bien montré A- (BUC) D (A-B)U (A-C).
Soit A = {a} et B = {b} avec a # b. On sait que abab € (A-B)*. Or, abab ¢ A*-B*
donc Ly Z Lo.De plus,a € A* - B*eta ¢ (A- B)* donc Ly € L. Il n’y a aucune
relation entre L et Lo.
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™ 3.11

Langages et expressions régulieres MPI*

™ 3.8

2

(3)

@

()

(6)

On sait que (A-B)* C (A*-B*)* (car A- B C A* - B* et par croissance de I’étoile).
Mais, (A - B)* 2 (A* - B*)*. En effet, avec A = {a} et B = {b} ol a # b, 0n a
ba € (A* - B*)* (d’apres la question précédente) mais ba ¢ (A - B)*. On a donc
seulement L1 C L.

Ona L; C Ly. En effet, AN B C B donc (AN B)* C B* par croissance I'étoile. De
méme, ANB C Adonc (ANB)* C A*.D’ou (AN B)* C A*N B*. Mais, L1 2 Lo.
En effet, avec A = {a} et B = {aa},ona ANB = Zetdonc L1 = (AN B)* = {&},
mais, Ly = A* N B* = B* (car A* C B*), et donc Ly  Ly.

Comme A* C (AU B*) et B¥ C (AU B)*, alors A* U B* C (AU B)*. Mais,
A*UB* 2 (AU B)*. En effet, si A = {a} et B = {b} ot a # b, alors on a
ba € (AU B)* mais ba ¢ A* U B*. On a donc seulement L C Lo.

Ona L; C Lo. En effet, soit w € A- (BN C). On pose w = u-v avecu € A et
v € BNC.Comme v € B,alorsw = u-v € A- B. De méme, comme v € C,
alorsw =u-v € A-C.Onadonchienw € (A-B)N(A-C).Dou L; C Lo.
Mais, L1 2 Lo. En effet, avec A = {a,aa}, B = {b} et C = {ab} ot a # b,on a
aab € BN C = @ mais, aab € A- B etaab € A-C, donc aab € Ly. On a donc
seulement L; C L.

On a, d’apres la question 2.

L1:(A*UB)*:((A*)*‘B*)*:(A*‘B*)*:(AUB)*:LQ.

Habitants d’expressions régulieres

(1)

2

(1)

@)

Les mots de taille 1, 2, 3 et 4 de ((ab)* | a)* sont a, aa, ab, aaa, aaaa, abab, aba,
abaa, aab, aaab et aaba.

On sait, tout d’abord, que I'expression réguliere (a - ((b-b)* | (a-@)) - b) | € est
équivalente a (a - (bb)* - b). Les mots de taille 1, 2, 3 et 4 sont donc abbb et ab.

Les mots de taille 1, 2 et 3 de (a | b)* - (a | ¢)* sont a, b, ¢, aa, bb, cc, ab, ac, be, ba,
ca, aaa, bbb, cce, aac, aab, bbe, bba, cca, aba, abe, baa, aca, acc, abb, bea, bee, cac, bab
et caa.

Les mots de taille 1, 2 et 3 de (a - b)* | (a - c)* sont ab et ac.

™ 3.9 Regexp Crossword

https://regexcrossword.com/|

™ 3.10 Description d’automates au moyen d’expression ré-

gulieres
1. (a|b)*-a-b-b-a-(a]b)*; 3. (a-(ab)*) | (a-a- (ba)*);
2. a*-a-b*; 4. (aa) - (aa)*.

™ 3.11 Vocabulaire des automates

On représente, ci-dessous, 'automate o décrit dans ’énoncé.
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™ 3.13 MPI*

a,b,c
a,b,c

a a,b,c

Ficure o 3.1 — Automate décrit dans I'énoncé de 1’exercice 8

1. Cet automate n’est pas complet : a I’état 0, la lecture d'un a peut conduire a I'état 0 ou
bien a Iétat 1.
2. Le mot baba est reconnu par ¢ mais pas le mot cabcb.

3. L’automate reconnait les mots dont la 3%2¢ lettre du mot, en partant de la fin, est un a.

™ 3.12 Complétion d’automate

1. Non, cet automate n’est pas complet. Par exemple, la lecture d'un b a I’état 1 est impos-
sible.

2. Cet automate reconnait le langage L = % (a - b - (a | b)*).
3.

a,b

Ficure o 3.2 — Automate complet équivalent & o

™ 3.13 Exercice supplémentaire 1

1. Montrer que I'ensemble des langages reconnaissables est stable par complémentaire.

2. Montrer que I'ensemble des langages reconnaissables est stable par intersection.

1. Soient o = (X,Q,I,F,6) et s’ = (X,Q',I',F’,$") deux automates déterministes com-
plets, tels que £ (s1) = ZL(s1’). Alors

L(Z,6',I',@"\ F',8")) = Z* \ L(sl).

2. On utilise les lois de DE MorGAN en passant au complémentaire les deux automates,
puis 'union (que I'on a vu en cours), et on repasse au complémentaire.
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™ 4.1 Déterminisation de taille exponentielle

1. En notant n le nombre d’états de s, alors le nombre d’états de det(d) est, au plus, 2.
En effet, les états sont des éléments de p(Q) et |p(Q)| = 2™.

a
a
2. d: B :
a
a
a
a

mais det(d) : a

a,b

a,b a,b



™ 4.3 Langages et expressions régulieres (2) MPI*

w a,b

a a,b

et, det(s3) :

5. Soit ip = max{k € [L,n] | ur # vi}. Soit m € X% tel que u-m € L, maisv-m & Ly.
Or, 6* (i, u-m) = §*(6* (i, u), m) et 6*(¢,v-m) = §*(6*(i,v), m). Dot 6* (¢, u-m) € F et
6*(i,v-m) ¢ F. Ce qui est absurde.

6. Ainsi, application

X2 —Q
u— 8% (i, u)
est injective. D’ou, &, = |Q| > |X*| = 2™.

7. D’ou, d’apres les questions 1 et 6, on en déduit que le nombre d’états utilisés pour la
déterminisation de d,, est de &,, > 2™.

T™D 4.2 Suppression des e-transitions

a,b

™ 4.3 Déterminisation d’automates avec s-transitions

Pour les deux automates, on commence par supprimer les e-transitions, puis on le détermi-
nise.

1. D’automate équivalent sans e-transitions est le suivant.
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Une fois déterminisé, on obtient 'automate ci-dessous.

Une fois déterminisé, on obtient 'automate ci-dessous.

™ 4.4 Automates pour le calcul de modulo
™ 4.5 Automates pour le calcul de ’addition en binaire

™™ 4.5.1 Nombres de méme tailles
Q.1
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000, 101, 011

110
100,010, 111
001

Q.2 Pourr € {0,1}, il existe une exécution dans o étiquetée par
(uo,v0,wo)(u1,v1,w1) ... (Un—1,Vn—1,Wn—1)

menant a r si et seulement si

2 2 2
UQ .- Un—1-+00.. Up_1- =WQ...Wn—1-+12",

ce qui est équivalent a si et seulement si

2 2 P—
Uy .. -Up—10" +v9... V10" =wWo ... Wp_17".

Q.3 Prouvons-le par récurrence.

— Pour n = 0, il existe une exécution dans o étiquetée par e menant a r = 0 si et seulement
sig2 +82 =0 =22+ 0 x 20. De méme, il existe une exécution dans o étiquetée par e
menant & » = 1 si et seulement siz? +22 =0=1=22 +1 x 20.
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™ 5.1 Exercice 4

Q.1

Algorithme : Entrée : Un automate o ;

Sortie : £(d) = o

On fait un parcours en largeur depuis les états initiaux et on regarde si on atteint un
état final.

Algorithme (Nathan F.) : FEntrée : Deux automates o et %
Sortie : £ (d) = £(B); Soit € 'automate reconnaissant L (1) A £(%). On retourne

Z£(8) < 4 a l'aide de l'algorithme précédent.

Autre possibilité, on procede par double inclusion :

Algorithme (C) : Entrée : Deux automates o et %
?
Sortie: £ (1) C £(B); On retourne o \ B = &.
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™ 5.3 MPI*

Q.2 Lalgorithme reconnaissant £ () A £(%) doit étre déterminisé, sa complexité est donc
au moins de 2.

™ 5.2 Exercice 5

1. Onae=a(ab|b*)|a, f=ai(a2bs |b})|aset f, =eol

.(Vi,ai — a)
P\ Vi, by — b )

D’ou
A P S F
al 1%} al al %)
a %) az az %)
b} € bo bo b1b2
asby ‘ bg e | a2,bs b1, ba a2by, baba
as %) as as %)
a1(azby | 03) | @ al b1, b, a1 aiaz,a1bs,asby, babs
f @ | a1,a3 | bi,b2,a3,a1 | araz,a1bz,azbi,babs

Automate a faire. ..

2. Onposee=(c|a)*-ab-(a|b)*et f=(c|ai)" azbi- (a3 |b2)* et
.(Vi,ai — a)
P\ Vi, b; —s b

dou f, =e.

™ 5.3 Exercice 6 : Langages reconnaissables ou non

Q.7 Le carré d’'un langage est le langage Lo = {u-u | u € L}. Si L est reconnaissable, Lo
est-il nécessairement reconnaissable ?

Avec ¥ = {a,b}, soit L = £(a* - b*). On a donc Ly = {a™ - b™ - a™ - b™ | (n,m) € IN?}.
Supposons Lo reconnaissable. Soit ¢ un automate a n états reconnaissant Ly. On pose u =
am-b"-a?"-b™ € Lo. D’apres le lemme de D'étoile, il existe (z, y,2) € (2*)3 tel que u = = -y - 2,
lzy| < n, L(z-y* - z) C Lo, et y # . Ainsi, il existe m € [1,n] et p € [1, n] tels que y = a™,
rx=aPetz=a?""™"P.p".q2" . " Etalors,z-y%-z=aP-a?™.a? "™ P.p" . a2" . h" =
a2n+m O a2n L pn g Lo.

Q.5 Lelangage Ls = {a’L3 | n € IN} est-1l reconnaissable ? Soit ol un automate a NV états,
et soit u = aV°. D’apres le lemme de létoile, il existe (z,y,2) € (X*)2 telque u = z -y - 2,
|yl < N, Z(x-y*-2) C Lsety #¢c.Douzx-y°-2 € L, et donc aN° 1 € L,aveci < N. Or,
Vk € N, N3 — i # k3, ce qui est absurde.
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™ 6.1 Exercice 1: Vérification d’égalité polynomiale

1. Etant donnés deux tableaux représentant deux polynémes, on peut calculer leurs pro-
duit en concaténant ce tableau. La complexité du produit de polyndémes avec cet algo-
rithme est en O6(nm) ot n est le degré du ler polynéme, et m est le degré du second.
En effet, dans le pire des cas, tous les polynomes représentant les deux polynémes sont
des monomes, or, la concaténation étant en O6(nm) (pour un tableau de taille n et un de
taille m). D’ou la complexité en 6(nm).

2. Afin d’évaluer ces polyndmes, on utilise I'algorithme de HornER, qui est en ©(n), donc
en temps linéaire.

3. En développant ces polynomes, la complexité serait en 6(n?). En effet, la multiplication
de deux polynomes de degrés n a une complexité en 6(n?). D’o1 la complexité en 6(n3)
pour la multiplication de deux polynémes ayant chacun un degré n.

4. Un polynome de degré n a, au plus, n racines. D’ou, le polynome P — Q, a au plus n
racines (ou n = max(deg P, deg Q)). Ainsi, s’il a n + 1 racines, c’est alors le polynome
nul, et donc P = Q.

Algorithme o 6.1 Algorithme déterministe pout tester 'égalité polynomiale en 6(n?)

Entrée : P = (Pi);c[1,m] et Q = (Q;) e[1,p] deux polynémes

n <— deg P

pour i € [0,n] faire

L si P(i) # Q(7) alors > Avec lalgorithme de HorRNER, évaluation en 6(n)
| retourner Non

retourner Oul
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T 6.3 Algorithmes probabilistes MPI*

5.

Algorithme T 6.2 Algorithme probabiliste pout tester ’égalité polynomiale en 6(n)

Entrée P = (P;);c[1,n] €t @ = (Q;);c[1,n] deux polynomes, et k¥ € IN un entier
1: <+ U([1,k x n])

2: si P(z) # Q(x) alors

3: L retourner Nox

4: retourner Our

Soit X la variable aléatoire de U([1,k x n]). L’événement “P # Q mais l'algorithme
retourne Our” arrive si X € {j € [1,kn] | P(j) = Q(j)} = A.Or |A| < n,et A C [1, kn].
Ainsi, I'événement a une probabilité de .

™0 6.2 Test de primalité probabiliste

™ 6.2.1 Résultats mathématiques

1. — Elément neutre : soit z € Gp, dottz-1 =1 x z mod n = z mod n, et donc 1 € G,
est ’élément neutre de G, .

— Associativité : par associativité de x, et par le fait que “mod” soit une congruence,
on en conclut que - est associative.

— Soient z,y € Gy. Ainsi, z-y =z Xymodn.Or,z xyAn = 1,etdoncxz-yAn = 1.

— Soit z € G, donc z A n = 1. D’ou, d’apres le théoréeme de Bizour, il existe u et
v € Z deux entiers telsque u x z+vxn =1.Dot 1 modn = u X x+v xnmod n
et donc 1 = u X  mod n. Ainsi 2~ = u € Gy, car u # 0.

2. Onsaitquel € E,.Soity € E,,douy? 1 =1 [n],i.e.yx( "=2) =1 [n],doncy™ 2 €
E,, est l'inverse de y. Soientz et y € E,,. Ona (z-y~ )"~ 1 =2n=1.y7=1 [n] =1 [n].
Dotz -y~ ! € E,. Ainsi, E,, est un sous-groupe de (G, -).

3. Soit n composé. Il existe a € [1,n — 1] tel que a®~! # 1 [n], et donc E,, C G, Or, le
cardinal d’'un sous-groupe divise le cardinal du groupe, et donc |E,,| | |G| < n—1, donc
[Bnl < 252,

™ 6.2.2 Algorithme

4.

Algorithme o 6.3 Algorithme MonTe-CarLo testant la primalité d’'un nombre en 6(k (In k)3

Entrée n € IN et k € IN deux entiers.
1: pour j € [1, k] faire
Bs \; a <+ U([1,n—1])

3 si a” 1 mod n # 1 alors
4: | retourner Non
5: retourner Our

En effet, si |Ey| < ”—*1 ,doncsia~ U([1,n —1]), dou P(a € E,) < % La probabilité
que l'algorithme echoue est inférieure a -

2k
™ 6.2.3 Implémentation
Indications Pour calculer a® mod ¢, on décompose b en base 2 : b = ?:1 b; 2%, et
donc
P P _
a® mod ¢ = (Habﬁ) mod ¢ = H (abif mod c) .
i=1 =0

Et, p ~ logy(n).
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™ 6.3 Exercice 3 : Echantillonnage

Q.1

Algorithme 1o 6.4 Echantillonnage naif

Entrée T un tableau a n éléments, et k € IN avec k < n
1: T < Mélanger(T)

2: R+ TI0..k]

3: retourner R

g. 2 Un invariant de boucle est « Vp € [0,1 — 1], P(T'[p] € Res) = % etVp e [I,n], Tp] &
es »

Q. 3 Notons I et Res I’état des variables avant un tour de boucle; et, I et Res l’état des
variables aprés un tour de boucle.

— Pourk=1I1,0ona
1. Vp € [0,k — 1], P(T[p] € Res) =1,
2. Vp € [k,n —1], T[p] & Res,
3. I <n.
— Supposons I, et Res vérifiant 'invariant et la condition de boucle. Alors, on a
1. Vp € [0,I-1], P(T[p] € Res) = &,
2. Vpe [I,n—1], Tp] € Res,
3. I < n,la condition de boucle.
Soit j € [0,I].Onal =1+ 1.
Cas 1 j < k, et donc Res(j) = T[I], et V£ # 4, Res[(] = Res[/].
Cas 2 j >k, et donc V¢, Res[/] = Res[/].

1. Soit p € [0, I]. Montrons P(7T[p] ¢ Res) = % Sip < I, alors

P(T[p] € Res) = P(T[p] € ResNj # p)
I

I+1

X

~i & I~

Si P = I, alors d’apres 2. T'[p] & Res, donc P(T'[p] € Res) = P(j < k) = I%l
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™ 7.1 Quelques problemes décidables

1. Soit f: R — R.
— Si f admet un zéro, on pose /Ml = funs — true.
— Si f nadmet pas un zéro, on pose Jl = fun s — false.
Alors, Jl décide ZERro .
2. Soit Jl une machine, et soit w € X*.
— Si J se termine sur 'entrée w, alors on pose Jl’ = fun s — true.
— Si Jl ne se termine pas sur 'entrée w, alors on pose /(' = fun s — false.
Alors, " décide ARRET 4 .
3. Le probleme est trivialement vrai. En effet, soit M € 0, de la forme

1 | let m (s: string): string =

2 (code)

On crée la machine N ci-dessous.

1 | let n (s: string): string =
2 if true then

3 (code)

4 else

(code)

On am # n, mais £(m) = £(n), donc le probléeme est vrai sur toute entrée et la fonction
fun s — true répond au probleme.
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™ 7.4 Décidabilité, Calculabilité MPI*

T™p 7.2 Sérialisation de types énumérés

1. Pour sérialiser une liste, on utilise la fonction serialise_couple définie dans le cours.

let rec serialise_liste (t: ’a list) (serialise: ’a ->
< string): string =
match s with
I ->
| x :: q -> serialise_couple (serialise x) (
< serialise_liste t serialise)

Cobpe ™ 7.1 — Sérialisation de listes

2. Soit (¢i,7) ie[1,m] Sérialisant le type t; ;. Soit
J€[1,ni]

it (@1 ey ny) — O 051 (1)), O iy (@) "

let rec serialise_enum (e : enumeration) : string =
let rec aux (i: int) (j: int)
match e with
| CiCer1,...5€1,n,) —>

serialise_couple (1, pi(e1,...,en,))
| caa
I Cnlem,1s-+-38mn,,) —>

serialise_couple (m, pm(er,...,en, ))

Cope ™ 7.2 — Serialisation de types énumérés

™ 7.3 Stabilité de la classe des langages décidables

1. Soit L un langage fini. On pose donc L = {wji,...,wy}. On code donc la fonction ci-
dessous.

1 | let decide; (w: string): bool =
2 match w with

3 | wy -> true
4

| w, -> true
6 | _ -> false

CopE 10 7.3 — Fonction décidant d’un langage fini
Autre preuve : tout langage fini est régulier, et tout langage régulier est reconnaissable,
et est donc décidable.

2. Soient L et Lo deux langages décidables. Soit decidey,, et decider, décidant respec-
tivement L et L. On code la fonction decidey,, .z, :

1 | let decider,.r, (w: string) : bool =
2 let m = String.length w in
3 let rep = ref false in
4 for i = 0 to n - 1 do
if decidep, w‘[[O,i]] && decidep, w‘[[i+1,n—1]] then
6 rep := true
7 done ;
8 'rep

CopE > 7.4 — Fonction décidant d’'une concaténation de langages décidables

3t
4. Tout langage singleton est décidable. Soit Lggsr 'ensemble

Lgrir = {serialise_couple M w | M s’arréte sur w}.

Le langage Laggsr est indécidable. Mais, Laggrar = U%
brable.

z}, est une union dénom-
eLARRﬁT{ },
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™ 7.5 Décidabilité, Calculabilité MPI*

™0 7.4 Non monotonie du caractere décidable des langages

1. Montrer qu’il existe trois langages A, B et C tels que A C B C C, que A soit décidable,
B indécidable et C décidable.

2. Montrer qu’il existe A, B et C trois langages tels que A C B C C, que A soit indécidable,
B décidable, et C indécidable.

1. Onpose A =0,et C = X*, et B = {(M,w) | M s’arréte sur w}.
2. Soit w € X*. On pose
Lo = {serialise_couple(w, M) | M € LanperUnmv " }-

Montrons que le langage Lg est indécidable. Soit M € © une entrée du probleme Arr-
TUNIV.

serialise_couple(w, M) € Ly <= M s’arréte sur toutes ses entrées
<= M € ArreTUNIV'.

En effet, la fonction f de cette réduction est définie comme ci-dessous.

1 |let f (M : string) : string =
2 serialise_couple w M

Par réduction de ARRETUNIV & APPARTIENT,, le probléme ApparTIENT,, est indécidable.
On pose ensuite
Ly = {serialise_couple(M,w) | w € X*, M € LaggsrUniv }-

Soit M € O une entrée du probleme ArriéTUn1v. La fonction g de cette réduction est
définie comme ci-dessous.

1 |let g (M: string) : string =
2 serialise_couple M "a"

Ilall 6 2*
M € ArrgrUnivT

g(M) e L1 — {

<= M € ArriTUniv"
On pose w = “fun s — true.”Ona Lo C L C Ly ou
L = {serialise_couple(“fun s — true”,w) | w € X*}.

Le langage L est décidable. En effet, le code ci-dessous décide du probléme ApPPARTIENT, .

let decidey (w: string) : bool =
let m = String.length w in

© =

w.[n - 1] = )’ && W|[0,15] = "(funysy,->ytrue) ("

™ 7.5 Réduction

1. Soit m, w les entrées du probléme de 'Arrét. On fabrique la sérialisation de machine
“fun s — execute {{m}} {{w}}.”
Notons M, ,, cette machine. On a
My ., € ArrBTUNIVT <= Vz € X*, execute m w se termine
<= execute m w se termine
<= (m,w) € ArrETT

Ainsi, on crée la réduction.
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™ 7.5 Décidabilité, Calculabilité MPI*

let reduction (s: string): string =
let (m, w) = deserialise_couple

"fun_,x,->pexecutey" “m T~ " " °

Cobpe ™ 7.5 — Réduction de ArRréTUN1v au probléme de ’ARrET

Ainsi, ArréTUNIV est indécidable par réduction.

2. Réduisons le probléeme ArréT & Arr&ETSIMULT. Soit m,w les données du probleme de
I'Arrer. Posons les machines My, ., = “funz — execute {{m}} {{w}}”, et N : “funz — 3.”
Ona

serialise_couple(Mp w, N) € AgrgriTt
<= (Vm e X+, execute My = termine <=  execute N z termine)
<= (execute {{m}} {{w}} termine < V)
<> execute {{m}} {{w}} termine
<= (m,w) € ARRETT.
Autre possibilité : réduisons ArréTUniv & Arr&ETSimuLT. On pose N : “fun z — 2,” et on
a

serialise_couple(M, N) € ArrETSIMULT T

<— (Vo e X%, execute M x termine <> execute N x termine)
< Vx € X*, execute M z termine

<= M € ArrirUniv'.

3. Réduisons ArrET & REGULIER. Soit (m, w) une entrée du probleme de PARrr&T.

1 | let reconnait_an_bn (w: string): bool =
2 let n = String.length w in

3 if n mod 2 = 1 then false

4 else begin

5 let ok = ref true in

6 for i = 1 to n / 2 do

7 if w.[i] = ‘a’ then ok := false
8 done;

9 for i = (n / 2) + 1 to n do

10 if w.[i] = ‘b’ then ok := false
11 done;

12 'ok

13 end

Cope 10 7.6 — Machine reconnaissant le langage {a™ - b" | n € IN}

On considére la fonction de réduction ci-dessous.

let f (e: string): string =
let (m, w) = deserialise_couple e in

"funys -> execute {{m}} {{w}}; reconnait_an_bn {{wl}}"

En notant (m, w) = deserialise_couple(e),
(f e) € REGULIERT <= “fun s — execute{{m}}{{w}}”.

Or,
— siw — O, alors Vs € X*, s — O, donc £(m) = @.
m m

— siw — w’, avec w’ € X*, alors
m
— sis — true <= s € {a"-b" | n €N},
m
— sis — false <= s ¢ {a”-b" | n €N},
m

Et donc, £(m) = {a™ - b" | n € IN}.
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™ 7.6 Décidabilité, Calculabilité MPI*

On a donc
(f e) € REGULIERT <= w — O

<= (m,w) € ARRET™
<= (m,w) € CoArreT™

ou le probleme CoArréT est défini comme

Entrée : (m,w)

CoAgnEr : {Sortie cAt-onw — O

On a CoArrér~ = Arrér', et CoArrérT = Arrir—. Le probleme CoArrEr est in-
décidable par stabilité des problemes décidables par complémentaire. On conclut par
réduction de CoArrET & REGULIER.

4. Réduisons ARrRET & ARRET,,. Soit (w, M) une entrée du probleme Arr&r. Fabriquons la
machine M, : “fun s — execute M w.” On a
M, € ArréT,, T <= (V& € ¥*, execute M w se termine)

<> execute M w se termine

< (M,w) € Arrr™

Par réduction, le probléeme ArrEr,, est indécidable.

5. Réduisons Arr&ETUNiv & ArrETEx1sTE. Soit M une entrée du probléme ArRrETEXISTE.

™ 7.6 Amélioration de code

let mort (s: string): string =
let f (a: int) = a in

"sortie"

Copke 1> 7.7 — Fonction morte

2. On réalise une réduction du probléme ArréTUnNIiv au probleme CopEMorr. Soit Jl une
entrée du probleme ArriéTUnN1v. Fabriquons I'entrée M du probleme CopEMorT, comme
montré ci-dessous.

let M (s: string): string =
execute Jl s;

let f (a: string) = a in
f x

Copk Tp 7.8 — Réduction de ArRréTUNIV & CoDEMORT

Ainsi, avec cette construction de la machine M, on définition © comme execute JI s, on
définit d comme 1et £ (a: string) = a in, et on définit v comme £ x. Alors,
M € CobEMortT <= %(u-d-v) = L(u-v)
< Vs € X", laligne 4 est atteinte
< Vs € X*, execute Jl s se termine

<= Vs € X*, Jl se termine sur I’entrée s

< M € ArrETUNIVT .

Or, comme ArrETUN1v est indécidable, CobEMoRT aussi.
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let f (s: string): string =
let x = ref 3 in
let y = int_of_string s in

string_of_int (!x + y)

let f (s: string): string =
let y = int_of_string s in
string_of_int (3 + y)

CobE ™ 7.9 — Variable constante

4. Soit M une entrée du probleme CopeMort. Fabriquons I'entrée (M’, ') du probleme P
de détection de variables constantes. Soit ' 'ensemble des “fonctions locales” de 1.2
Au début de 1a machine M’, on définit, pour chaque fonction locale £ € F, la variable x
comme let x; = ref 0 in. On pose 7 I'ensemble de ces nouvelles variables :

V ={x¢ | £ € F}.

Puis, on transforme chaque définition de fonction locale £ € F' en

let f (argumentsdef) =
incr xi;

(code original de £)

Ainsi,
(M',¥) € PT <= 3x¢ € ¥, la variable x¢ n’est pas modifiée

<= Jf € F, la fonction f n’est pas appelée
<= Jf € F, f est une fonction morte

<= M € CopeMoRrr™.

Or, comme le probléeme CopeMorr est indécidable, le probleme de détection de variables
constantes I'est aussi.

™ 7.7 Théoréme de Rice

™ 7.8 Un changement de modele de calcul

1. Pour toute machine M, on considére la super-machine Jl ; suivante :

let arret (ny: int) (x: string): bool =
let (M ,w) = deserialise_couple x in

© =

decide s M W NV

Cobpk ™ 7.10 — Super-machine résolvant le probleme de ’ArrET sur une machine classique

ott la fonction decide, o décide du probleme

Entrée : M €06, we X* neN

ArriTErapEs : . . . . . . .
Sortie : M se termine-t-elle sur w en moins de n étapes élémentaires ?

D’apres le cours, ce probleme est décidable. Ainsi, pour tout mot w € X* et toute ma-
chine M,

w ——V <= 3n € N, arret n (serialise_couple M w) = true
Mng A g p
<= dn € N, M s’arréte en moins de n étapes sur w

<= M s’arréte sur I'entrée w

<= (M,w) € ArrTT.

2. Sl y a plusieurs fonctions ayant le méme nom, on les numérote de telle sorte que leurs noms soient différents.
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2. Par 'absurde, supposons le probléme de I'arrét pour les super-machines décidable. Soit
arret une fonction décidant de ce probleme. On considére la machine suivante.

let paradoxe (n: int) (w: string): bool =
if arret n (serialise_couple w w) then

(while true do () done; true)
else false

CobE ™0 7.11 — Programme paradoxe proubant que le probléeme de 'arrét des super-machines
est indécidable

Soit Sparadoxe la sérialisation de la fonction paradoxe ci-dessous. Analysons 'exécution
de (paradoxe n Sparadoxe). S0it ¢ = (serialise_couple Sparadoxe Sparadoxe)-
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™0 8.1 Problémes de partitions

1. On définit les quatre probléemes comme
Entrée :n e N, (wi,...,wn) € N" et W € N
Sortie : Existe-t-il une partie I € p([1,n]) telle que Zie Jwi=W?
Entrée :n e Net(wi,...,w,) € N?
Sortie : Existe-t-il I € p([1,n]) telle que Zz‘e] w; = Zie[[l,n]]\] w; ?
Entrée :neN, (z1,...,zn) € N, (v1,v2,...,0p) EN*, PENet K € N
Sortie : Existe-t-il I € p([1,7]) telle que Ziel z; < Pet Zie[ v > K?
Entrée :necN, (t1,...,tn) e N*", CeNet K € N
B Sortie : Existe-t-il k € Net (I, ..., I}) € p([1,n])* k parties de [1,7]
INPACKING : telles que Uieﬂl k] I =[L,n],Vi#j, ;NI =0, k< Ket
Vi € [1, k], Eja t; < C?

SuUBSETSUM : {
PARTITION : {

KNAPSACK : {

2. (a) Soit (£2, W) une entrée de SuBserSum. On fabrique I'entrée (2, 2, W, W) du pro-
bleme Knapsack. On pose 2 = (wi,...,wy) etona

(2, W) € SubsetSum™ <= 3A € p(2), Z w=W

weA
<:>3A€p(9),2w>Wet ZwiW
weEA weA

> (02,02, W,W) € Knapsack .

Cette réduction est polynomiale.
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(b) Soit {2 une entrée de Partition. On pose 2 = (w1, ..., wy). Fabriquons I'entrée
(£2,5/2) du probleme SuBserSum, ou S = Z:;l w;. On suppose S =0 [2]. On a

2 € Parmimion <= 31 C [1,n], Zwi = Z w0y

i€l i€[1,n]\I
s
< 3T C [1,n], Zwi ==
i€l

<= (£2,5/2) € SusserSum™

™ 8.2 Optimisation linéaire en nombres entiers

1. Montrons SysLin <, SysLiNnINec. Soient n, m, A et b les entrées du probleme SysLin.
Fabriquons, en temps polynoémial, les entrées n’,m’, A’, b’ du probléme SysLiNINEG : on
choisit n’ = 2n, m’ =m, A’ = (7AA) et b = (fb). Ainsi,

(n',m', A", b') € SysLinInecT «— 33X, A’X <V
— 3X, AX <bet — AX < —b
— 3X, AX =
<= (n,m,A,b) € SysLinT

™ 8.3 CLIQUE, STABLE et CoUuVv.SOMMETS

1. Soit G = (S, A) un graphe. On pose G’ = (S, A") ou A’ = {{z,y} € 62(9)|{z,y} ¢ A}.0
Prouvons la réduction de CriquE a StaBLE. Soit (G, K) une entrée du probléeme CLIQUE.

Fabriquons l'entrée (G’, K) de StaBLE, comme défini précédemment. Montrons que (G, K) €

CLique’ <= (G',K) € StaBLe™. On a

(G,K) € Cuiquet <= 35, C Sy avec |S1| > K, Va #y € S1, {z,y} € A
<= 351 C Sy avec |S1| > K, Vo # vy, {z,y} ¢ A’
<= (G',K) € StaBLE ™.

La réduction est calculable en temps polynomiale. On a donc CLIQUE <, STABLE.
La réduction de StaBLE & CLIQUE est la méme. Elle est également en temps polynémiale.
2. Montrons la réduction de CouvSommeTs & CriQue. Soit (G, K) une entrée du probléme

CouvSomumeTs. Fabriquons (G’,n — K) une entrée du probléme StaBLg, ou G’ = (S, A’)
comme défini a la question précédente, et n = |S|. On a

(G, K) € CouvSommeTs™
< 35; C Savec |51| < K, V{z,y} € A, x € S ouz € Sy
=35, C Savec|S1| <K,V £y €S\ 81, {r,y} ¢ A
<= 35 C Savec|S\ S1|<|S| - K,Vz#yeS\S1, {r,y} €A
<= 355 C Savec [S2| > |S| — K, Vo £y € Sa, {z,y} € A
< (G’,|S| — K) € StaBLe™.

3. On représente le graphe G pour l'entrée {z Vz Vy,—aV -y V -y, VyVy}.

1. On note 6, (E) I'ensemble des parties de E de cardinal p.
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Ficure tp 8.1 — Représentation du graphe G pour U'entrée {z Vz Vy,—zV -y V -y, zVyVy}

4. Montrons la réduction de 3sar a Crique. Soit H = {ci,...,cm } une instance de 3sar.
Construisons le graphe G comme proposé dans I’énoncé. On construit alors 'entrée de
CLiquE (G, m). Soit (G,m) € CLique™. C’est donc qu’il existe une clique de G de taille
m ; nommons la C. Deux sommets (7, _) et (4, _) ne sont pas reliés dans G si = j. Ainsi,

Vi € [1,m], 35 € [0,2], (¢,5) € C.

Soient p et —p deux littéraux. Si p € C, alors -p ¢ C. Si —p € C, alors p € C. On
construit alors I’environnement propositionnel

p:@—B

{V sipeC
pr— .
F sinon.

Pour i € [1,m], soit 5 € [0, 2], tel que (¢,j) € C, on a donc [¢; ;]” = V. On en déduit
que Vi € [1,m], [c;]° = V. On en déduit que [H]” = V,i.e. H € 3sarT.
Réciproquement, supposons H € 3sar™'. Alors, soit p € B tel que [H]” = V.On a

Vi € H17m], Hj S HO, 2]], [[fi’jﬂp =V.

Notons ¢(¢) un tel j. On fabrique alors 'ensemble de m sommets C' = {(3,¢(i)) | ¢ €
[1,m]}. Soient (i, p(7)) et (4, p(j)) deux éléments de C. Sii # j, alors {(i, ¢(4)), (4, (4))} €
A, car [£; ,»]” =V et [£;,(;]” = V. On en déduit que C est une clique de taille m.
Ainsi, (G, m) € Crique™.

5. Comme CriquE est NP-difficile, alors StaBLE et CouvSommeTs sont NP-difficile. Mon-
trons que CriQuE est un probleme NP. Le programme CrLiQuE est vérifiable en temps
polynémiale : ...

™ 8.4
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™ 9.1 Arbres et foréts

™ 9.2 Tritopologique

90
®

Ficure ™0 9.1 — Exemple de graphe

1. Dans le graphe ci-dessus, a — ¢ — b est un tri topologique mais pas un parcours.
2. Dans le méme graphe, b — a — c est un parcours mais pas un tri topologique.

3. Supposons que L; possede un prédécesseur, on le note L; ou ¢ > 1. Ainsi, (L;,L1) € A
et donc 7 < 1, ce qui est absurde. De méme pour le dernier.
4. Tl existe un tri topologique si, et seulement si le graphe est acyclique.

“=—"” Soit Ly, ..., L, un tri topologique. Montrons que le graphe est acyclique. Par I’ab-
surde, on suppose le graphe non acyclique : il existe (i,5) € [1,n]? avec i # j tels
que T; — --- — T; et Tj; — --- — T; soient deux chemins valides. Ainsi, comme
le tri est topologique et par récurrence, 7 < j et j < ¢ et donc 7 = 7, ce qui est
absurde car 7 et j sont supposés différents. Le graphe est donc acyclique.

Soit G un graphe tel que tous les sommets posseédent une arréte entrante. On
suppose par l'absurde ce graphe acyclique. Soit zop un sommet du graphe. On
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construit par récurrence o, T1,...,Tn,Tn+1,... les successeurs successifs. Il y
a un nombre fini de sommets donc deux sommets sont identiques. Donc, il y a
nécessairement un cycle, ce qui est absurde.

Algorithme ™o 9.1 Génération d’un tri topologique d’un graphe acyclique
Entrée G = (S, A) un graphe acyclique

Sortie Res un tri topologique.

1: Res+ [ ]

: tant que G # o faire

g L Soit z un sommet de G sans prédécesseur

G+ (S\{z}, AN (S\ {z})?)
Res < Res - [z]
: retourner Res

D O W N

5.

Algorithme 1o 9.2 Génération d’'un tri topologique d’un graphe
Entrée G = (S, A) un graphe
Sortie Res un tri topologique, ou un cycle

1: Res+ [ ]

2: tant que G # o faire

SE si il existe = sans prédécesseurs alors

4: Soit z un sommet de G sans prédécesseur

B G+« (S\{z}, AN (S\ {z})?)

6: Res < Res - [z]

73 sinon

8: Soit x € S

9: L Soit x < w1 < x2 + - -+ < x; la suite des prédécesseurs
10 retourner z;, z;i1,...,%;, un cycle

11: retourner Res

6. On utilise la représentation par liste d’adjacence, et on stocke le nombre de prédéces-
seurs que l'on décroit & chaque choix de sommet.

7. On essaie de trouver un tri topologique, et on voit si 'on trouve un cycle.

™ 9.3 Détection de graphe biparti
™ 9.4 Exploration du graphe S,

™ 9.5 Parcours selon le miroir d’un tri préfixe
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™ 10.1

Premiers arbres de preuves

— Ax
pkp .
— i
gkEp—p
Ax Ax
p,ptp p,—pt—p e
p,ophk L
Ax Ax
pyqEp p,qtq .
INE
p,a-pAg
- Ax H
A A A A
i LT PAgqEDp qud
pPAgltq pAquAi :
PAgEqAp
pVg,pkp vid pVg,qtq
pVagkpVg pVagpkqVp pVg,q-qVp
pVaqgkqVp

Ax
pA-pEpA-p P

AN-pkEpA-p

pA-pkp

Ne,g

pAgH L

F=(p A —p)

pAﬂpFﬂpﬁ

-1

Ae,d
e

9
Ve

Vi,g

™ 10.2 Divers arbres de preuves

pV(PAQ),pVatpAg

pV(Ag),ptp pV(PAQ),pPVagtp

pV(PAgkEp

pV(pAg)EpV(pAg)

2.
ANg,rANskEpA ANg,rANskErAs
PAg, P qA&g PAg, red
pAg,TrAskp pA%rAsFrA, :
1
PAGTASEDAT
3.
PgATEqgAT
—_— o Neg
p,qAT D nqATFin :
P,gATHEDPAgq
4,
Ax Ax
p,pkp p,—pk —p e
p,mpk L . :
pkE——p
&5
Ax
p,m——p,—pkp p,——p, —p = —p
—-e
—=—p,p,pk L . Ax

———p,p b —p ———p,p b —p = o

(<]

———pk L

-1

Ax

neg

Ve

€°0T aL

o[[euuorjisodoid anbr3o] us seanaig
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™ 10.3 Lois de pE MoORGAN

Ax
=(pVq),qt-(pVq) .

1.
=(pVa),pkp —(pVa)qtq
-(pVq),pkpVyg =(pVaq),pk-(pVaq) . -(pVq),qkpVyq
-(pVa),pk L ; -(pVaq),qk L ;
—(pVaq)F-p —(pVaq) kg "
—(pVg)F-pA—g
2.

—-pA—q,pVq,pk-pA—q

—“pA=q,pVq,qk =g —q

Ne,d Ne,d
—“pA—g,pVq,ptp ﬁp/\ﬂq,quﬁpFﬂpﬁe “pA=q,pVq,qtq w'v/\ﬂq,p\/q,tﬁﬂqﬁe
—pV-g,pVqgkpVg —pA=g,pVgpht L ﬂp/\ﬂqvpV%qFLVe
-pA-ghk L
—_————— 1
“pA—-qgF—=(pVq)
™ 10.4 Distributivités entre A et Vv
¢pA(qVr)EpA(gVr) mpA(@Vr)EpA(gVT)
p,pA(gVr)Fp ' pan(avrFa . rpA(gVr)kp T orgA(gVr) kT

pA(@Vr)FpVg .
e, d V1,8
pA(@Vr)F(@gVr)A(pAT)

pA(gVr)EpA(gVr) N
pA(gVr)kEgVvr

T Al
rpAN(q@Vr AT X .
pA(g p vid
rpA(@Vr)E(PAgV(pAT) Ve

pA(@gVr)E(@AQV(pAT)

70T az
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2. Onnomme p = (pAq)V (pAT).

,PAqEDPA
wpqpq/\e,d

o, pATEDAT

Ne,d
vi,d

p,pANqg-pAgq P, pATEDPAT PP Aqkq . p,pAT T
Ax 4 I Neg Ax vig @——
pE(PAQV(PAT) w,pAqkp %p/\erVe pE@AQV(PAT) P, pAqEqVr @, pATEqVT Ve
pbp ga)—qu/\
1
PN V(@AT)EDPA(gVT)
™ 10.5 Implications 5.
ANg,p—>rEpA
PAGD PAT Ax
1. PAGp—>TED PAGp—>TEDPp—T
Ax —e
Pqtq . pPAgGp—TET .
—_— i —1
qgFp—gq p—rkE(PAg) =7
2. 6.
,pAqFpA
P:PAg f q/\e,d p,qtp ]
P,PANGgFq . pEq—p i
, pAgEp—q Fp—(¢—p)
’ Ax Ax 7.
p,p—>qbp—q p,p—>qbp Ax Ax
— —e p—>qpkp—q p—>qpkp
p,p—qbkp p,p—qbq . —e
AL p,p—qkgq .
P,p—qFpAg . P ; =
pE(®—q9 —q
p—qFp—(pAq)
4.

Ax

Ax
-¢,p— ¢,pFp—q ﬂq7p—>q,p'—pﬁ
-¢,p —+q,ptgq

e

Ax
—q,p — ¢,pF —q e

-q¢,p —>¢qg,pk L
—¢,p — g -p
p—=qkF—q—p

-1

—1

G'0T aL
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™ 10.6 Implications (partie 1 : simplifications)

Ax Ax
Ax p,p— —pkEp——p p,p— pkp
S —e
p,p— —pkp p,p—>ﬁp'—ﬁpﬁe
p,p%ﬁpPlﬂ
p——-pk-p
2.
Ax Ax
PP — ¢, g p—q PP — ¢, g p
—e —  Ax
PP —q, gk q PP — q, g —q e
pp2a-b L |
p—q,—~qt—p
3.
Ax —— Ax
p—>q,pVagpkp—q pﬁ‘q,qu,pPp_m
p—q,pVq p—+q,pVqphkq p%qr,qu,quve
p—q¢,pVqgtgq
4.
Ax Ax Ax Ax
p,p— q¢,p—>qkp— p,p%q,p%ﬁql—p_)e PP — q¢,p—~ gk p— g p,p%q,pﬁﬁqhn_}e
PP — q,p—> gk gq p,pﬁq,p%ﬁql—ﬁqﬁe
11),10—>(1,/p—>ﬂqFLﬂ1
p—¢qp— gk -p
5. Onpose I' =p,p — (qVr),~q,—r,qVr.
Ax Ax Ax
gt q gk —q e = @ I w = =i
—-e -e
I'tFqgVvr I'gk L Irt L
Ax 4 Y . Ve
p,p—(qVr),~qg,-rkEp—=(qVr) p,p—>(qu)ﬁqﬁer_>e p,p— (qVr),~g,-r,qVrk L .
p,p— (qVr),—~q,-rkEqVr p,p— (qVr),=g,—rt=(qVr)

—e
R A e

p— (qVr),—q,-rk-p
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6. Onpose I'=p — (¢ —r),p, 7, q.

Ax Ax
I'tp—(g—r) I'Fp
—e Ax
I'q—r I'q
—e
I'~r 'k —r 3
rrl I
p—(¢g—r),prk—g
7. Onpose I'=p — (¢ — r),p, 7, q.
'+ ( )AX I'+ A
—(qg—r
p I(i'_ p—>e e Ax
_)
q T q*}& AX
L= I'E—r e
'+ 1 .
—1
p— (g —71),p,—rF —q
8. Onpose I'=¢q,p — (¢ = 1),9 = p.
'+ Ax I+ Ax
_>
Ax 4 p q%e
I'tp—(g—r) I'=p
—e —_—
I'tqg—r I't-q
—e
e :
—i
p—(@—r)g—=>ptg—r
9.
Ax
p—>(@—>aq,pFp—(P—q) p—(®—q,pkp
—e — Ax

p—(p—4q,pFp—q

p—(®P—q,pkp -
—e

™ 10.7 Implications (partie 2 : transformations)

1. c.f. Exercice 5, question 4.

p—(®—4q),pkq
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2.
p—=>qpATEDAT
p—aq,pArtp—gq p—q¢pATEDp ® o posqgpATEDPAT
—e - Neg
p—qg,pArkaq p—>q,p/\r|—r/\
i
p—=>q,pATEqgAT .
—1
p—qt(pAg) = (aAT)
3.
Ax
(pATr) = (gAT),r,pED (pAT) = (gAT),r,pET
(pAr) = (gAT),r,pE(pAT) = (gAT) (p/\r)—>(q/\7“),r,p)—p/\7’%e
(pAT) = (@AT),,pFaAT
(pAT) = (gAT),TDpq ’
(pAT) = (@nT),mEpAg
4.
Ax Ax
p—q,pVT,pEp—q p%q,er,pr_)e
—q,pVr,pk X —q,pVr,rkr
Ax p q,p prgq Vig D q,p
p—=>q,pVrkEpVvr p—>q,pVr,pkqVr

p—>q,pVrkEqvVvr

p—qk(@Vr)—(qgVvr)

5. Onpose I' =p,q,(pAq) — r,—r.

vi,d

p—=qg,pVr,rEqVr
Ve

'k r+
Ax L q/\i
I't(pAgqg) —r I'pAg
—e Ax
I'Fr F'_‘\'r“e
' L1

-7, (PAq) = g

(pAg) = r—rp— g
6. On pose I' =
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™ 11.1 Formalisation

1. (1) Ve, (etudiant(e) — raison(e));
(2) Ve, (raison(e) — humain(e));
(3) Ve, raison(e) — —elephant(e);
(4) Ve, ((animal(e) A ~chien(e)) — V¢, (logicien(£) — gentil_avec(e, £))
(5) Vh, Je, elephant(e) — cherche(h,e);
(6) Ve, [(Ja, aime(z,y)) A (Ta, ~aime(e,a))];

2. Va, entier(z) — [Jy, entier(y) — (successeur(z,y) — (Vz, entier(z) — —inf(z,z) —

inf(y, 2)))].

™o 11.2 Variables libres et liées, cloture universelle
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™ 11.3 Preuves MPI*

Y

/\

p Vz

f 7

AN

T Yy z z

Ficure to 11.1 — Arbre de syntaxe de la formule p(f(z,y)) V Vz, (2, 2)
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Ficure tp 11.2 — Arbre de syntaxe de la formule Vz, 3y, (r(z,y) — Vz, q(z,y, 2))
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Ficure tp 11.3 — Arbre de syntaxe de la formule Vz, (z,y,2) AVz, (q(z,y,z) — (2, 2))

2. Pour la formule (F}), 'ensemble des constantes est Sy = @, I'ensemble des fonctions
est 8§ = {f(2)}. Pour la formule (F3), lensemble des constantes est So = &, 'ensemble
des fonctions est § = @. Pour la formule (F3), 'ensemble des constantes est So = 2,
I’ensemble des fonctions est S = .

3. Pour la formule (F}), 'ensemble des symboles de prédicats est 2 = {p(1), r(2)}. Pourla
formule (F»), lensemble des symboles de prédicats est # = {r(2), q(3)}. Pour la formule
(F3), 'ensemble des symboles de prédicats est P = {q(3),7(2)}.

4. Pour la formule (F1), FV = {z,y} et BF = {z}. Pour la formule (F:), FV = & et
BF = {z,y, z}. Pour la formule (F3), FV = {z,y, z} et BF = {z, z}.
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™ 11.3 Preuves MPI*

™ 11.3 Substitution

YV — Yz

L]
A A

Figure o 11.4 — Calcul de la substitution F'[z — f(y, z)], pour la formule 1

VY — Yuw

Jz 3t

| |

2 2
/\ N
7 © g f
/N /NN
Yy 2 = w t f oy z

y z

Ficure o 11.5 — Calcul de la substitution F' [z — f(y, z)} , pour la formule 2
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MPI*

™ 11.7 Preuves
— — —
/N AN
Yw Yz Y Vo
. .
P Vz P Vz
N
A q ko f q
VAT FAVA
/ A

Ficure o 11.6 — Calcul de la substitution F' [x — f(y, z)} , pour la formule 3

™ 11.4 Quelques arbres de preuves

1. c.f. exemple chapitre 6.

2.
3t, VY, o(t, z); VYV, o(t, z) - Ve, ¢t x)
3t, Va, p(t,x); Ve, o(t,x) - p(t, ) o
e
3t, Vo, o(t,z) - 3¢, Yz, o(t, 2) 3t, Ve, ot 2); Ve, o(t2) Yy, 3x, o(xy)
e
3t, Vo, o(t,z) b vy, Iz, o(z,y)
3.
V. 3 FV Ax
T, P33T, 7P; TP Z, P Ve Ax
Ve, ¢33z, ~p; oo Va, @3 3z, —p;op - e
—-e
vz, ¢; 3z, = b Iz, = Vz, ¢; 3z, —p;—p L 3 :
(=
Vx, ¢; 3z, 7k L
—
vz, ¢ F =3z, ~p)
4.

Jz, —p;Vz, @50V, ¢ v
e
Jz, —p;Vz, ;- e

3z, —piVr, oo F e .

Jz, —p;Vz, p;mp = L
Jde

Jz, ~p;Vz, p = 3z, —p

dz, mp;Vz, o L.
St M I I e

3z, —p = —(Vz, @)

™ 11.5 Distributivité des quantificateurs

vz, (p AY) FVz, (9 AP)
Vz, (p AY) Fp A

vz, (e AY) F :
Vz, (p AY) EVz, ¢ Vz, (p AY) FV, ¢

Ve, (p AY) = (Yo, ) A (Va, 9)

Ve

’
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™ 11.7 MPI*

™ 11.6 Semi-distributivité des quantificateurs

™ 11.7 Logique classique du premier ordre

=3z, ~p), ~p F —p :
=3z, ~p), ~p = (3z, —p) =3z, ~p), e -z, —p o
=3z, ~p),~p - L :
=3z, ~p) F
=3z, ~p) = Vz, ¢

Abs
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ALGORITHMES
D’APPROXIMATION

Sommaire
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™ 12.1 Un probléme proche de Knapsack

1.
Entrée : Un entier n € IN, une suite finie (a;);c1,n) € N7,
SoMMEMAX : un entier B € N et un seuil K € IN,
Sortie : Existe-t-il I C [1,n] avec K > Zie[ a; > B?

2. On a SomMEMaAx <, KNaPsack, mais on ne peut pas faire une réduction.
3. Soit (w1, ..., wn) les entrées du probleme Parririon. On pose K = B = ) " a;. On
construit 'entrée (n, (2w;);e[1,n], B, K) de SoMmEMAx.
(ny (2wi)ieq,nys K, B) € SommeMax™ <= 3I C [1,n], B < Zie] 2a; < K
<~ 3I C [1,n], ijl a; < Zz‘el 2a; < Z?:l a;
<~ 3I C [1,n], Ziel 2a; = Z?:l a;
< 3I C [L,n], Zie[ i = Eie[l,n]]\l @i

— (wi,...,wn) € Partrrion T

Or, comme PartiTion est NP-difficile (c.f. ™0 8), on en déduit que SommeMax est NP-
difficile.
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™ 12.2 Algorithmes d’approximation MPI*

Algorithme o 12.1 Algorithme glouton pour résoudre le probleme SommMEMAxg en O(n)
1: somme < 0
: pour i € [1,n] faire
: L si somme + a; < B alors
|  somme < somme + a;
: retourner somme

5. L’algorithme n’est pas optimal : avec 'entrée (1, B), 'algorithme renvoie 1, mais la valeur
optimale est B. Cet algorithme n’est pas une p-approximation, pour p € R.

6.

Algorithme to 12.2 Algorithme glouton pour résoudre le probleme SomMEMaAxo en O(n Inn)
: On trie, par ordre décroissant, les entrées (a1, ..., a,) avec un tri rapide.
: somme < 0
: pour i € [1,n] faire
: L si somme + a; < B alors
|  somme < somme + a;
: retourner somme

O W N

7. Soit e une entrée. Soit S la solution, non nécessairement optimale, de ’algorithme. Soit
S* la solution optimale. On a S* < B.

: B S B/2 _ 1
— SlSZ;,alorS§2T{:§.

— SiS < g, alors, en supposant que (a1, ...,an) est trié par ordre décroissant, on
a,pour: € [1,n],a; > Boua; < g.
— SiVi € [1,n],a; > B,alors S =0 = S*.
— Soit ¢ = argmin;c[; ,(a; < B/2). On pose I, les valeurs de i telles que
a; ait été ajoutée & somme. On pose i’ = max I,g0-
Sii’ < n, alors par l'algorithme, l'objet d’indice n ne rentre pas dans le sac.

Or, la valeur du sac est inférieure stricte & B/2, et a, < B/2, ce qui est
absurde ('objet rentre dans le sac).

Ainsi, i/ = n, et algorithme a mis dans le sac tous les objets de poids infé-
rieurs ou égal & B/2, donc tous les objets ont un poids inférieur ou égal & B.
Donc S* = S.

8.

Algorithme ™o 12.3 Algorithme glouton pour résoudre le probleme SommeMaxp en 6(n)
Entrée (a;);c[1,,] une suite finie

1: somme < 0

2: maxi < 0

3: pour i € [1,n] faire

4 sia; > B/2 et a; < B alors

5 | maxi< q;

6: sinon si a; + somme < B alors

7

8:

| somme ¢ somme + a;
retourner max(somme, a;)

™ 12.2 Le probleme BinPackinGg

Entrée :un entier n € IN, une suite finie (t;);c[1,,) € N" et C € N*

BinP. :
R Sortie :max{K € IN|3p: [1,n] — [1,K], Vi € [1, K], o aaente < C
jep~t({i})
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™ 12.3 Algorithmes d’approximation MPI*

2. On réduit PartiTion & BinPacking. On construit les entrées a ’aide de I’algorithme ci-
dessous.

Algorithme 1o 12.4 Réduction polynomiale de PartiTioNn & BinPackinG
1: B+ ?:1 t;

:siB=0 [2] et B# 0 alors

: | retourner (n,T, B/2,2)

: sinon

: | retourner (3,(1,1,1),2,1)

QU B W N

Montrons que BinPacking € NP. On choisit pour ensemble de certificats 'ensemble des
fonctions ¢ : [1,n] — [1, K], pour (n, K) € IN2. On devine un certificat ¢, on vérifie que
Vi € [1, K], Zj@)_l({i}) t; < C en temps polynémiale.

4. On considere l'entrée (3, (3, 3, 3), 3) de l'algorithme. La solution optimale est 3, et c’est
la réponse donnée par I'algorithme. On considere I'entrée (3, (2,3, 1), 3) de I'algorithme.
La solution optimale est 2, mais I’algorithme renvoie 3.

5. Pour une instance (n, t, C'), un minorant est (%“ avec V = Z;;l t;, un majorant est n.

™ 12.3 Le probleme VoyAGEURCOMMERCE

1. Soit € = {a1,a2} — -+ — {an,ant1} et ant1 = a1, un tour ou Uie[l n]]{ai} = S. Soit

{a,b} une arréte. Posons 6’ = 6\ {{a,b}}, et H = (5’,%’), ou S’ = S. Montrons que
H est un arbre couvrant.

— Montrons que H est connexe. Soit un couple sommets (z,y) € S2 tel que = # y. €
est un tour, donc en re-numérotant

x—by —bg— .- —bp_1—

Soit i € [1,n — 1] tel que b; = y. Soit j € [1,n] tel que {b;,b;11} = {a,b}.
Cas1 Sij<i,alorsy —b;41 — -+ — by—1 — = est un chemin.
Cas?2 Sij >i,alorsx — by — -+ — b;_1 — y est un chemin.
Donc H est connexe.
— Ona #%" =n —1et H est connexe, donc acyclique.
— Enfin S’ = S, donc H est couvrant.

2. Soit T* le tour de cotit minimal. On note ¢(7") le cotit d'un tour 7. On a ¢(T*) > ¢(H) ou
H est I'arbre défini dans la question précédente (par suppression d’aréte), d’'out ¢(7™*) =
c¢(H*) ou H* est un arbre couvrant de poids minimal (par définition de poids minimal).

3. Non, avec le graphe ci-dessous est un contre-exemple.

Ficure o 12.1 — Contre exemple

4. On obtient I'arbre couvrant de poids minimal suivant.
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™ 12.3 MPI*

S —

S —Q

Ficure tp 12.2 — Arbre couvrant de poids minimal

Un parcours en profondeur est

a—e—>c—d—>h~g—>b—f
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™ 13.1 Attracteurs pour le jeu de la soustraction généralisé

1. On consideére une partie nulle.

— Lenombre d’allumettes, a chaque tours, décroit strictement dans (IN, <). Or, (IN, <)
est bien fondé, donc la partie se termine.

— Il existe donc un joueur j qui prend la derniére allumette. Ce joueur perd et 'autre
gagne, donc la partie est non nulle.

2. Montrons que
(Ayi) |iel,n], i Z1 [k+1]JU{(B,7) |i€[1,n],:=1 [k+ 1]}

o= {
B={B,i)|ic[Ln], il k+1}U{(Ad)]|icl,n], i=1 [k+1]}

On pose, pour tout p € N,
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™ 13.5 MPI*

™ 13.2 Chomp
™ 13.3 Hex

™ 13.4 Calcul de MiNnMax

9
| AATA

Ficure T 13.1 — Arbre remplit avec ’'algorithme MinMax

™ 13.5 Calcul de MiNnMAax avec mémoisation
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TRAVAUX DIRIGES

14

GRAMMAIRES NON
CONTEXTUELLES (1)

Sommaire
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ETTTTASESSTICAMI . . . . v v v oo e e e e e e e e e e e e 271
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™ 14.1 Exemples de dérivations

1. Les dérivations (b), et (d) sont vraies.
2. Les dérivations (a), (c), et (d).
3. On a {ab,ba,aab} C L(%). En effet,
— S=D=aTb = ab,
— S=D=bTa = ba,
— S=D = aTb = aXb = aab.
4. Onac & £(%), aa & £(6) et bb & L(%).

5. Le langage ¥ (%) est 'ensemble des mots non palindromes.

™ 14.2 Arbres de dérivations
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™ 14.4 Grammaires non contextuelles (1) MPI*

S /N
A\ F P + s
S + S
‘ ‘ T P F P
5 .
A A AT
PF PF A\
‘ ‘ ( s ) ¢ F
FT FT A
‘ s P Non fini
T b T ¢
P F
a b
F T
Ficure ™ 14.1 — Arbre de dérivation de ab+bc
dans la grammaire €
T b
a
9. Ficure ™o 14.2
™ 14.3 Construction de grammaires
1. — % = (2 {L,A,S},{S— LLLA,L - a|b,A — LA | €},S),

— 61 = (2, {L,A,S}, {S = AaAaAaA,A - LA | e,L — a | b},S),
— G2 = (Z,{S,V},{S = aXa | bXb,X — aX | bX | €}, 9),
— 63(X,{S,X},{S = X,X — S},9).

2. — € =(2{LSX},{S—>LX,L>al|bX—LLX|e},9),
— G5 = (Z,{S, X}, {S = XaX,X — aX | bX | £}, S),
— G = (X, {S,X},{S = aSa | bSb | X,X — € | a | b},9),
— c.f. exercice 1.

3. — €= (X,{S},{S — e |aSb},S),
— €9 = (Z,{S, X}, {S — aSb | SX,X — bX | },9),
— %10 = (X,{S},{S — aSbb | Sb | },S)

4. — G111 =(2,{S —>aSb|bSa|aS|SS|e},S),
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T 14.8 Grammaires non contextuelles (1) MPI*

™0 14.4 Raisonner par induction sur une grammaire

1. Montrons le par induction.

— Cas S — aS. Soit w = aw’ un mot, ou ba n’est pas un sous-mot de w’. Alors, ba
n’est pas un sous-mot de w = aw’.

— Cas S — Sb. Soit w = w’b un mot, ou ba n’est pas un sous-mot de w’. Alors, ba
n’est pas un sous-mot de w = w’b.

— Cas S — ¢ | a | b. Le mot ba n’est pas un sous-mot de a, ni de b, ni de e.
2. Montrons, par double-inclusion, que £(6) = £ (a*b*).
“D” Soit w € L(a*b*). Il existe m et n deux entiers tels que w = a™b™. On applique

la dérivation

S=aS=aaS= - --=>a"S=a"Sb=a"Sbb= --- = a"Sb™ = a"b"™".

n fois m fois

“C” D’apres la question 1, on a ce sens de I'inclusion.

™ 14.5 Ambigiité

™ 14.6 Langage de Dyck

1. On suppose ce langage reconnaissable par un automate a n états. On considere le mot
w = ("-)", donc |w| > n. Ainsi, il existe z, y et z trois mots tels que w = zyz, |zy| < n,
y#ecetVp e N, ayPz € £(€). Soit alors p € [1,n — 1] et ¢ € [1,n — p] tels que z = (P,
y=(Tetz=(""97P.)" Ainsi, zy € (%), ce qui est absurde. On en déduit que £ (%)
n’est pas reconnaissable, il n’est donc pas régulier.

2. On pose € = (X, {S},{S — (S) | SS | €}, S).

3. — On le montre par induction.

— CasS — e.Ona e[ =0=[e].
— Cas S — (8). Soit u € £(%) avec |u|( = |u|) = n. Ainsi, |(u)|( = |(u)|) =

n+ 1.
— Cas S — SS. Soient u et v deux mots de £(%) tels que |u| = |u]) = n et
[v]( = |v]y = m. Alors, |u - v| = |v-ul|) =n+m.

— Montrons par induction %, : « pour tout v préfixe de u, |v[ > |v]). »
— Cas S — e. Le seul préfixe de € est ¢, et on a bien [¢[ = 0 > 0 = [e]).

— Cas S — (S). Soit u un mot de £(%) vérifiant P,,. Soit v un préfixe de (u).
On procede par induction sur v.

— Casv = e ou (.0k.

— Cas (@, ot @ est un préfixe de u. Par hypothése d’induction, |a| > |al,
donc | (| = |(@l)-

— Cas (u). Par hypothése d'induction, [u[ > [ul) donc |(w)| > |(u)])-

4. On note W’ = |wyo j] |( — |wio,5] {). Alors les deux conditions se traduisent par w!*! = 0
et Vi € [0, |w| — 1], w* > 0.

™ 14.7 Listes OCamL
On pose 6 = (¥,{S,L,B},{S — [L] | [1,L — B;L | B,B — true | false},S).
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T 14.8 MPI*

™ 14.8 Mots de Lukasiewicz

1. OnaXnZ={0},2?°NnZ=get Z3nZ = {000}

2. Montrons que X2V N¥ = @, pour tout N € IN*. (Dans le cas N = 0, le seul mot est ¢, et
il n'est pas dans 2.) Soit w € X2V N 2. On sait que —1 = wl¥! = wlwl-1 + va(wjy|) =
Va(w‘w|), d’ot Wy = O, et wl*l=1 = 0. On pose w = w - [, le mot u est donc de
longueur impaire. Or, la somme Z:il va(w;) est une somme d’'un nombre impaire de

termes valant —1 ou 1, elle ne peut pas étre nulle. Mais, comme w!*/=! = 0, donc elle
est nulle, une contradiction. On en déduit que £ N X2V = @. Par suite, on conclut que
£ ne contient pas de mots pairs.

3. On suppose ¥ reconnaissable par un automate o a n états. On considere le mot w =
on.-[Om .0 e £L. Alors, par application du lemme de I'étoile a 'automate ol avec ce mot
w, il existe donc z, y et z trois mots de X* tels que w = zyz, |[zy| < n, y # ¢ et, pour tout
peN, zyPz € L. Do,z = OF, y = OJ et z = 0" *—7.00"t1 ot k et j sont des entiers.
De plus, j # 0 car, sinon, y = . Alors, zyPz € &, pour tout p € IN. En particulier, pour
p=0,22€L.0r,zz=0""7 .01 g L carzzl®?l = (n—j) —(n+1) = —j — 1 # —1
car j # 0. On en déduit donc que que & n’est pas reconnaissable par un automate a n
états. Ceci étant vrai pour tout n, alors & n’est pas un langage régulier.

let est_luka (w: word): bool =
let 1 = List.map va w in
let rec aux (1l: int list) (s: int): bool =
match 1 with

I 0 -> s = -1
| x :: g -> s > 0 & aux q (s + x)
in aux 1 0

Copke tp 14.1 — Fonction est_luka testant si w est un mot de Lukasiewicz

5. Soitw = u-v € £, ot u # ¢ est un préfixe strict de w. Alors, 0 < w!*l = wl“l £ —1 donc
ug P

6. Soient u et v deux mots de &£. On pose w = O - u - v. Montrons que w € <. On pose
n = |ul, et m = |v|.

— Onaw’=0>0,

— etw! =va(0) =120,

— et, pour tout i € [1,n],w' Tt =’ +va(O) > va(O) > 0,

— et, pour tout i € [1, m[, w't"T! =7w" + v +va(0) =7 > 0,

— et finalement, w"t™+! = 4" + 7™ +va(O) = -1 —-1+1=—1.
On en conclut que w € &£.

7. Soit w € £, un mot de taille n. Comme montré précédemment, w"~! = 0. Ainsi, I'en-
semble {k € [1,n] | w* = 0} est une partie de IN non vide, elle admet donc un minimum
que l'on notera k. De plus, on a montré que wg = O. On en déduit que w peut étre
décomposé en

w =0 waw3 ... W Wky1Wk42-..Wnp -

u v

Montrons que u et v sont des mots de Z. D’une part, pour i € [1,k — 2], 0 < w't! =
! + va(0), dou @' > 0. De plus, 0 = w* = w*~1 4+ va(0), dou w1 = zlul = —1.
Egalement, pour i € [1,n — k — 1], 0 < w**¢ = wW* + 7 = 7'. Finalement, —1 = w" =
w* 4+ "% = 7l*l. On en conclut que u et v sont bien des mots de £.

Montrons, & présent, l'unicité de la décomposition. On suppose qu’il existe u’ et v’ deux
mots de &£ tels que w = O - v’ - v/. Nous savons, en particulier, que it = 0, afin de
maintenir la condition u € £. Alors, 1 + |u/| < p, et donc |u/| > |u|. Le mot v’ est donc
un préfixe de u. Au vu de la question 5., afin que v’ soit un mot de &, il est nécessaire
que u’ ne soit pas un préfixe strict de u. On en déduit que v’ = u.

8. On utilise habilement la question précédente, et on pose

% = ({L}, &, {L — OLL | O}, L).

La question précédente montre la non-ambigiiité de la grammaire, et que £(€) = £.
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Sommaire
[0 15.T Forme normale CONJONCTIVE . . . « .« « « v« « v v v e v e e e e e 273
fD_15.2 Reduction de grammaire et systemes de consequence§ . . . . . . . . . 274
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D 1552 Avec des expressions regulierey . . . . . . . . . . . . oo ... .. 275

™ 15.1 Forme normale conjonctive

1. On pose la grammaire € de symbole initial U et ayant pour régles de production

U—S|e,
S — S&X | X,
X 5 -V|V|VIX|-VIX,
Voplgl-.

’p’ ~» la variable p

(’p’, true) ~» le littéral p

(’p’, false) ~» le littéral —p

[ (’p’, true); (’q’, true) 1 ~> la clause pV g

[[ (’p’, true); (’q’, true) 1] ~» la formule pV g

[[C’p’, true)]l; [(’q’, true)ll] ~» la formule pAgq

[[C’p’, true)l; [(’°q’, true); (’p’, false)]ll]l ~» la formule p A (qV —p)

G R

Cope ™0 15.1 — Expressions OCamL
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TD

TD

TD

TD

TD

TD

3.
1 | let rec parse_f (s: string) (start: int) (len: int): fnc =
2 if String.length s = 0 then []
3 else parse_d s start len
4+ | and parse_d (s: string) (start: int) (len: int): fnc =
let i = ref start in
6 while s.[!i] != ’&’ && !'i < len do incr i; done;
7 if !'i = len then [parse_c s start len]
8 else (parse_c s start (!i - 1)) :: (parse_d s (!i+1) 1len)
9 | and parse_c (s: string) (start: int) (len: int): cls =
10 let i = ref start in
11 while s.[!'i] != ’|’ && !'i < len do incr i; done;
12 if !i = len then [parse_l s start len]
13 else (parse_l s start (!i - 1)) :: (parse_c s (!i+1) lemn)
14 | and parse_l (s: string) (start: int) (len: int): 1lit =
15 if s.[start] = ’-’ then (parse_v s (start + 1) len, false
— )
16 else (parse_v s start len, true)
17 | and parse_v (s: string) (start: int) (len: int): char =
18 let x = s.[start] in
19 assert (Char.code x >= 97 && Char.code x <= 122);
20 assert (len - start = 1);
21 X

Copk 10 15.2 — Parsing des fonctions OCamL

15.2 Réduction de grammaire et systemes de conséquences

15.2.1 Digression OCamL

15.3 Grammaires propres
15.4 Un lemme d’itération
15.5 Les langages réguliers sont non contextuels

15.5.1 Avec des automates

1. On pose P 'ensemble des regles de productions définies comme
{Xq =Xy | (¢,4,¢) €6} U{Xqg —c|qeF}.
Montrons par récurrence % (n) :
«Vq € Q, Zu(sly) = {w € L | |w| =n} = fw € I" | Xy 2 w} = Gulq). »

— Pourn =0, soit g € Q et soit w € X*. Siw € Ly (dy), alorsw =e et g € F, dou
(Xq — €) € P donc X, 2 w donc w € Gn(q). Réciproquement, si w € Gy (q),
alors X, = ¢ car il n’y a pas d’e-transitions, donc g € F et donc w = & € Ly, (sly).

— Soitn € IN. On suppose % (n) vraie. Soit ¢ € Q et soitw € X" T1.Siw € Lp11(sdyg),
alors il existe une exécution acceptante

w1 Wn+41
qg—>q1 - —>qn ——> qnt1 € F.

Dlout, wa ... wp41 € Ln(dy, ) = Gn(q1) par hypothese donc X, Y WY ... Whg1.
Or, (q,w1,q1) € & donc (Xyq — wnXgq,) € P et donc Xy = w1 Xy, = w. Dou,
Xq 2 w et doncw € Grii(q).
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Réciproquement, si w € Gy41(q) alors X, 2 w. Soit w’ € Q tel que Xq =

w1 Xy Alors, (g, wi,q’) € 6. De plus, |wa ... wp| =net X = wo . .. Wp+1 donc
wa ... Wnt1 € Gn(q") = Ln(d, ). I existe donc une exécution acceptante

w Wn+1
ql 2, g2 — - = gn —> qn+1 € F.
Or, (q,w1,q") € 6 dou
w w Wn+1
q—1>q/—2>q2—>~~~—>qn—>qn+1€F

est une exécution acceptante de sf,. On en déduit que w € &, 1 (9lg).

2. On en conclut que tout langage régulier est représentable par une grammaire non-
contextuelle.

T 15.5.2 Avec des expressions réguliéres

3. On pose P 'ensemble de regles de productions défini comme

P= {X,— X, X, |etelquer = (r')*}
U{X; = Xy | Xr, telquer =71 | 72}
U{X;r = Xr, Xr, telquer =71 - 72}
U{X, - rtelquer € X'}

U{X, —»etelquer =¢}
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™ 16.1 Entrelacements

™ 16.2 Généralisation de ’algorithme de Peterson a N fils

1. c.f. cours

2. Les algorithmes 1 et 2 ne sont pas corrects. On donne deux exécutions posant probléme.

Algorithme tp 16.1 Proposition 1

Want est un tableau de N booléens initialisé a F'.
: Progédure Lock(z)
ant[i] < V
urn < i + 1 mod N
tant que Turn # i et Want[Turn] faire
rien

:I Turn <— 0

© 00 9 O WD

: Procédure UnvLock(z)
;L Want «+ F

sy
(=]
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Algorithme tp 16.2 Proposition 2

Tuin < ¢+ 1 mod N
tant que Turn # i faire
i Want|Turn] alors

Turn < Turn + 1 mod N
10 : Procédure UNLoOCK(7)
11: [ Want «+ F

™ 16.3 Parallélisation pour le produit de deux matrices
™ 16.4 Calcul du maximum par “diviser pour régner”

™ 16.5 Un trés mauvais algorithme de tri
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Sommaire
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™ 17.1 Addition binaire en parallele

™ 17.2 Producteurs-consommateurs en mémoire non bor-
née

™ 17.2.1 Version allégée de la solution vue en cours

1. Clest le sémaphore Plein qui a pour role d’éviter les problemes de dépassement. Avec
I’hypothése d'une mémoire non bornée, on retire 'appel acquire Plein de la procédure
Propucrtion, I'appel release Plein de la procédure Consommarion, et la création du sé-
maphore Plein de I’algorithme 1.

2. L'utilisation d’une telle variable sur plusieurs fils d’exécution nécessite un mutex afin
que 'écriture en mémoire ne soit faite qu’un fil a la fois.

—-279 -
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™ 17.3 Rendez-vous a ’aide de sémaphores

™™ 17.3.1 Deux fils d’exécutions se rencontrent une fois

1. On considere les fils P; et P>. Dans le programme principal, on crée deux sémaphores S;
et S, initialisés a 0.

Algorithme T 17.1 Fil d’exécution P; Algorithme o 17.2 Fil d’exécution P>
1: Ay 1: A

2: release Sy 2: release S
3: acquire §; 3: acquire Sy
4: By 4: By

Pour généraliser, on considere 3 sémaphores S, S et S3 initialement a 0. On définit
donc les fils P;, P> et Ps définis ci-dessous.

Algorithme T 17.3 Fil Algorithme 1o 174 Fil Algorithme T 17.5 Fil

d’exécution P d’exécution P> d’exécution P3
1: Aq 1: Ao 1: As

2: release Sy 2: release S 2: release S
3: release S3 3: release S3 3: release S
4: acquire §; 4: acquire Sg 4: acquire S§3
5: acquire 81 5: acquire Sy 5: acquire §3
6: By 6: B> 6: B3

2. On perds I'indépendance des fils P; et P». Pour généraliser la solution, on considére les
algorithmes ci-dessous.

AlgorithmeTp 17.6Fil P, AlgorithmeTp 17.8Fil P, Algorithme T 17.10 Fil
1: Ay 1: Ay Ps
1: As

Algorithme T 17.11 Fil
AlgorithmeTp 17.7Fil P; AlgorithmeTp 17.9Fil P}, Pj

1: By 1: By 1: Bg

Algorithme tp 17.12 Programme principal

1: lancer P;, P et P3 en parallele
2: attendre la fin de P, P> et P3
3: lancer P, P} et P} en parallele

3. Non, les instructions By et A; pourraient étre exécutées en paralléle, mais ce n’est pas
possible avec la subdivision des fils.

™™ 17.3.2 Plusieurs fils se rencontrent une fois

4. On considere I'algorithme ci-dessous.
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Algorithme o 17.13 Implémentation de la structure barriere 6

1
2
3
4:
5:
6
7
8
9

10 :
11:
12:
13:
14 :

: Procédure CrREEBARRIERE
3 Soit un verrou 7.
Soit i = 0.
Soit un sémaphore § initialisé a 0.
| retourner 6 = (7,S,1).
: Procédure ApPELBARRIERE(D)
(V,8,i) « 6
lock(7)
i1+ 1
sii = n alors
pour k € [1,n] faire
| releaseS
unlock(7)
acquire §

™ 17.3.3 Plusieurs fils d’exécution se rencontrent plusieurs fois

5.

6. On considere I’algorithme suivant.

Algorithme o 17.14 Implémentation de la structure barriére robuste 6

1

: Procédure CrREEBARRIERE(N)
Soit un verrou 7.
Soit i = 0, et soit nb = 1.
Soit un sémaphore § initialisé a 0.
| retourner 6 = (7,8, i,nb).
: Procédure ApPELBARRIERE(D)
(,8,1) < 6
lock(7)
14141
si i = n alors
pour k € [1,n] faire
| release S
unlock(7)
| acquire §
: Procédure JENEViENDRAISPLUS(6)
(V,8,i,nb) « 6
lock(7)
nb < nb —1
si ¢ = nb alors
L pour k € [1,nb] faire

| release S
140
unlock(7)
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Sommaire
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T BONUS 1.1 Complexité amortie

1. (a) Soitn € IN.
n—1 n/2 n/2

— Sin est pair, Zci:ZL&—ZB:Qn.
i=0 i=1 i=1

— Sin est impair,

n—1 31+ 3]
@ = Z 1+Z3
i=0 i=1 i=1
:L%J+1+3L%J car n = PJ+1
Ee
=n+2{gJ
=n+n—1
=2n-—1

(b) On pose h la fonction de potentiel définie comme
h:IN — Rt
{0 si n est pair,
n +——

1 sin estpair.
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— Sin est pair, o(n) =Co(n)+h(n+1)—h(n)=1+1=2.

C
— Sin est impair, Co(n) =Co(n) +h(n+1) —h(n) =3+0—1=2.

TD BONUS 1.2 Incrementation compteur binaire

™D BONUS 1.3 Tableaux dynamiques

3. On trouve une complexité amortie en n?. A rédiger.

4. Aulieu de diviser quand r < n/2, mais quand r < n/4.

Tp BONUS 1.4 Tableaux dynamiques, 2
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92
DIVISER POUR REGNER

9
Sommaire
D BONUS 2 uites recurrentes de COMPIEXItd - . - - « . « . . . . e e 285
D BONUS 2.2 Multiplication d entiers par algorithme de KARATSUBA . . . . . . . . . 286

TD BONUS 2.1 Suites récurrentes de complexité

(@) On considére la suite ugp = 1 et up, = un—1 + a pour a > 0. Montrons que u, = O(n).
(b) On considere la suite ug = 1 et u,, = up—1 + an pour a > 0.

(¢) On considere la suite up = 1 et up, = aup—1 +bpoura >2etb € ]Rl.

Up = QUp—1 + b
a(aup—2 +b) +b
a*up_o+ab+b

a3un_3 + a2b+ab+b

n—1
an + Z akb
k=0

1—a™
=a"+b
@t 1—a

b ) b

n
=a"-(1-
“ ( 1—a +17a
=0(a")

(@) On considere la suite up = 1 et up = u,, /9 + b avec b > 0. Soit (vp) e la suite définie
par v, = ugr. Donc

Vp =Uzp =Ugpya Fb=Ugpp-1 5+ 20="-=vo+bp=1+(p+ 1)
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La suite (un)nen est croissante donc, pour n € IN, Alors,

Vllogyn| S Un < Vflog, n] d0u b(|logon| +1) +1 < up <b
d’ou bloggn + 1 < un < b(loggn +2) +1

On en déduit que u, = O(log, n).
(e) On considere la suite ug = 1 et up = u, /5 + bn avec b > 0. On pose (vp)pen la suite
définie par v, = ugp.

vp = vp—1 + 2Pb

= wp_o + 2P 10+ 2P

p
Zb22k+’uo
=t
p
:bZQk-‘y—ul
k=0
p
:b22k+1+b
k=0

:bzp:2’“+1
k=0

=2t — 1)+ 1.

D’ou, par croissance de la suite (un)nen,
b(2'982" — 1) + 1 K up <b(2°227F2 — 1)+ 1 dout bn—b+1< uy <4bn—b+1.

Ainsi, u, = O(n).

TD BONUS 2.2 Multiplication d’entiers par algorithme de KArRaTsuBa

1. On peut éventuellement rajouter des zéros a gauche jusqu’a avoir la méme taille pour
les deux nombres.

2. Lalgorithme a une complexité en 6(n?).

3. Onau = ua + 2P - up, ou p = |u|/2. De méme, v = v, + 2P - v,. On remarque que
prod(u, b) = prod(ua, va) + 2P (prod(ua, vp) + prod(up, ’Ua)) TN 2P prod(up, vp).

Avec |u| = 2P, on note la complexité C,. Ona C), =4C,_1 + K =4(4Cp_2+ K)+ K =
4PCo + K Y P74, On en déduit que C, = ©(47). Or, p = log, |ul, d'our 41082 |4 = p2,
L’algorithme est en 6(n?).

4. Onremarque que uaVa+unvh—(Ua—Ub)(Va—Vp) = UaVa+upvp. Ainsi, Cp = 3Cp_1+K,
d'ott Cj, = ©(3P). On en déduit que 'algorithme est en O6(n'82 3).
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TRAVAUX PRATIQUES

1
LOGIQUE PROPOSITIONNELLE

Sommaire
P T Ntaxe et SeMAantiquE - - - - « .« . . e e e e e e e e 201
i d . . 291
[P TT2 Sémantiqud . . . . . . . . . ot e e e e e e e e 292
[fp_ T2 Construction d une formule a partir dune fonctiod . . . . . . . . . . . 294
P 1.3 Application de regles de reecriturg . . . . . .« . « v « « v o« o . . . . 294

TP 1.1 Syntaxe et sémantique

Tp 1.1.1 Syntaxe

1.
1 | type formule =
2 | Var of string
3 | And of formule * formule
4 | Or of formule * formule
5 | Imply of formule * formule
6 | Equiv of formule * formule
7 | Top
s | Bot
9 | Not of formule
Copk tp 1.1 — Définition du type formule représentant les éléments de F
2.

let rec print_formule (x: formule) : unit =
match x with
| Var(p) -> print_string p;
| And(p,q) ->

5 print_string "(";

A ow o e

6 print_formule p;
7 print_string "A";
8 print_formule q;
9 print_string ")";
10 | 0r(p,q) ->
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11 print_string "(";
12 print_formule p;
13 print_string "V";
14 print_formule q;
15 print_string ")";
16 | Imply(p,q) ->

17 print_string "(";
18 print_formule p;
19 print_string "—";
20 print_formule q;
21 print_string ")";
22 | Equiv(p,q) ->

23 print_string "(";
24 print_formule p;

25 print_string "©";
26 print_formule q;
27 print_string ")";

28 | Top -> print_string "T";
29 | Bot -> print_string "L";
30 | Not(p) ->

31 print_string "(";

32 print_string "—";

33 print_formule p;
34 print_string ")"

Copk 1p 1.2 — Affichage du type formule

let rec vars (x: formule)
match x with
Var (p) -> Set.add p Set.empty

string set =

And(p,q) | O0r(p,q) | Imply(p,q) | Equiv(p,q)

< union (vars p) (vars q)
Top | Bot -> Set.empty
Not (p) -> vars p

Copk tp 1.3 — Ensemble de variables d’'une formule de type formule

Tp 1.1.2 Sémantique

4.

-> Set.

1 | type env_prop = (string * bool) 1list I

Copk tp 1.4 — Définition du type env_prop représentant un environnement propositionnel

5.

let print_env_prop (e: env_prop): unit =
let strings = List.map
(fun (p, b) -> p ~ "—" =~ (if b then
e in

let concatenated = List.fold_left (fun
— ) "" strings in

print_string ("{" concatenated ~ "1}")

Copk TP 1.5 — Affichage du type env_prop

else

"E1))

exception Missing_Env

oW N e

match f with

5 | Var(p) ->

6 let rec aux e =

7 match e with

8 | [ -> raise Missing_Env
9 | (v,t)::_ when t -> true
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10.

11.

12.

10 | _::q -> aux q
11 in aux e
And(p,q) -> (interprete p e) && (interprete q e)

12

13 0r(p,q) -> (interprete p e) || (interprete q e)
14 Imply(p,q) -> interprete (0r(q, Not(p))) e
15 Equiv(p,q) -> (interprete p e) = (interprete q e)

16 Top -> true
Bot -> false

Not (p) -> not (interprete p e)

17

18

Copk TP 1.6 — Interprétation d'une formule

1 | let rec all_envs (vars: string list): env_prop list =
2 match vars with

| x :: q -> let envs = all_envs q in
4 let auxl e = (x, true) :: e in
5 let aux2 e = (x, false) :: e in
6 (List.map auxl envs) @ (List.map aux2 envs)
7 I ->10

Copk tp 1.7 — Génération des environnements propositionnels

let sat (f: formule): env_prop =
let envs = all_envs (vars f) in
let envs_valides = List.filter (interprete f) envs in
match envs_valides with

5 | [ -> raise Unsat

6 | x::_ =-> x

AW o e

Cope Tp 1.8 — Résolution du probleme Sar

let est_valide (f: formule): bool =
let envs = all_envs (vars f) in
List.for_all (interprete f) envs

Copk TP 1.9 — Résolution du probléme VALIDE

let est_cons_semantique (f: formule) (g: formule): bool =
let envs = all_envs (vars f) in
let envs_f_valides = List.filter (interprete f) envs in
List.for_all (interprete g) envs_f_valides

Copk tp 1.10 — Vérification de “conséquence sémantique”

let equiv (f: formule) (g: formule): bool =
let envs = all_envs (vars f) in
let envs_f_valides = List.filter (interprete f) envs in
let envs_g_valides = List.filter (interprete g) envs in
envs_f_valides = envs_g_valides

Copke tp 1.11 — Vérification de “équivalence”

2 let envs_g_valides = List.filter (interprete g) envs in
envs_f_valides = envs_g_valides

Copk tp 1.12 — Calcul de modeles d'une formule

let models (f: formule): env_prop set =
let envs = all_envs (vars f) in
Set.of _list (List.filter (interprete f) envs)

w o =

Copk tp 1.13 — Calcul de modeles d'une formule
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TP 1.2 Construction d’'une formule a partir d’'une fonction

CobE TP

2.

let formule_of_fct_bool (vars: string list) (f: fct_bool):

— formule =

let envs = all_envs vars in

let envs_valides = List.filter f envs in

let rec gen_conj (rho: env_prop): formule =
match rho with
I 1 -> Top
| (p,b)::q -> if b then And(Var(p), gen_conj q)

else And(Not(Var(p)), gen_conj q)

in
let conjs = List.map gen_conj envs_valides in
List.fold_left (fun x a -> Or(x, a)) Bot conjs

let formule_of_fct_bool2 (vars: string list) (f: fct_bool):

<~ formule =

let £’ rho = not (£ rho) in

let h = formule_of_fct_bool vars f’ in

let rec convert_not (h: formule) =
match h with
| Or(a, b) -> And(convert_not a, convert_not b)
| And(a, b) -> Or(convert_not a, convert_not b)
| Not(a) -> convert_not a
| Var(p) -> Not(Var(p))
| Imply(a,b) -> convert_not (Or(b, Not(a)))
| Equiv(a,b) -> convert_not (And(Imply(a, b), Imply(b,

— a)))

| Top -> Bot
| Bot -> Top
in convert_not h

Copk tp 1.15 — Déterminaison d’'une formule dont I'interprétation est £ sous forme rnc

TP 1.3 Application de regles de réécriture
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7

ALGORITHME DE KOSARAJU EN
OCAML

Sommaire
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TP 7.1 Gestion du graphe et du graphe transposé

1.
1 | type graphe = int list array I
Cope TP 7.1 — Type graphe
2.

1 | let transpose (g: graphe): graphe =
2 [let n = Array.length g in

s | let g’ = Array.make n [] in

4+ [for i = 0 to n - 1 do

List.iter (fun j -> g’>.(j) <- i :: g’.(j)) g.(i)
6 done ;
g’

Cobe tp 7.2 — Transposée d’'un graphe

TP 7.2 Gestion des points de régénération dun parcours

3. Avec comme ordre de priorité (a, b, c,d, e, f, g), on a le parcours
a—>b—sc—od—e— f—g.
Avec l'ordre de priorité (f, e, g, ¢, d,b,a), on a le parcours

f—e~g—c—d—b~~a.
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TP BONUS 7.2

MPI*

exception Plus_d_entiers

let cree_entiers (m: int): (int ref) * (unit -> unit) =
let elem = ref 0 in
let next () =
if l!elem < n then elem := !elem + 1
else raise Plus_d_entiers
in (elem, next)

CopE 1P 7.3 — Générateur du tableau [0,n]

let cree_enumerateur_tab (tab: int array): (int ref) * (
<% unit -> unit) =
let i = ref 0 in
let elem = ref tab.(0) in
let next () =
i = 1i + 1;
elem := tab.(!'i)
in
(elem, next)

CopEk mp 7.4 — Générateur d’un tableau tab
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ANNEXE

A
COMPLEXITE AMORTIE

Avec une fonction PA(n) ayant une complexité en 6(f(n)), on considére le probleme ci-
dessous.

for i = 0 to n - 1 do
PA (i)

done

Cet algorithme a une complexité en O(n f(n)). Mais, parfois, cette complexité est trop approxi-
mative : parfois, des sommes mathématiques se compensent :

n—1
Zzi = 2" £ @(n2").

=0

On considere le probléeme ci-dessous.

for (int i = 0; i < mn; i =41 + 1) (
// calcul qui ne coute pas cher

}

Le calcul i = i + 1 est parfois plus cotteux que le calcul dans la boucle. Par exemple, un
algorithme permettant de faire ce calcul est celui ci-dessous.

AlgorithmeAnnexe A.1 Calcul de n + 1 avec un tableau de bits
Entrée un entier n, représenté sous la forme d'un tableau de bit T' (ou les bits de poids forts
sont a droite
: I+ len(T) -1
: tant que T[I] = 1 faire
: L T[I] + 0
I+ TIT-1
T+ 1

U W N

Avec un tel algorithme, on a une complexité, dans le pire des cas, en ©(log, n). Ainsi, en
modifiant le code, on peut avoir une complexité importante.
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Annexe A.0 Complexité amortie MPI*

// n est une valeur donnee par 1l’utilisateur
for (int i = 0; i < 2%; i =i + 1) (
// calcul qui ne coute pas cher

Ao o e

}

La complexité de cet algorithme, que 'on nommera s/ dans la suite, esten 6(n2"),carlei = i +
1 colite, au pire des cas, n. En réalisant des mesures, et en graphant le temps de cet algorithme
divisé par 2", on remarque que ce le ratio n’est pas une droite de coefficient directeur n, mais
une constante (a partir d’'un certain rang). On doit donc faire une étude plus précise de la
complexité, et faire le calcul de la somme plus proprement. Une étude plus fine nous montre
que l'algorithme est beaucoup plus long pour les entiers en plaisances de deux, mais les autres
nombres, on n’a pas besoin d’autant de calcul. Faisons cette étude plus fine.

On nomme 7 I'ensemble des tableaux de taille n contenant des valeurs dans {0,1}. On a,

Cotty(n) = Z Colitrner (1)

teT

- [ ixilili-i]...Jo
‘“_{... o |1 1 [... 1117

Sit € F;, on sait que Colityye, (t) = ¢ + 1. Ainsi,

n—1
D Cotitrner(t) = > > Cotitrner(t)

teT i=0 teT;

n—1

=Y IFl- G+ 1)
1=0
n—1

= Zznflﬂ' (i+1)
=0

o .
=73 5
21

i=1

=2" x 6(1)
=0(2")

Partitionnons I :

9

ce qui explique les résultats trouvés précédemment. L'incrementation i = i + 1 est donc en
6(1), et non en O(logy 1).

Définition : Etant donnée une structure (des éléments d’'un type de données abs-
trait, Toa), IF, munie d’opérations O opérant sur IF munis de fonctions de cott

Yoc O, Co:F —RT.

Etant donné un élément initial fo € ¥ et une suite d’'opérations (o1,...,0,) € O™, cela
conduit donc a une suite d’éléments

o1 02
Jo~> f1~3 fa e fn

On appelle complexité de cette séquence, notée ¢,

C((01,---,0n), fo) = Zc (fi1).
=0
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Annexe A.0 Complexité amortie MPI*

On appelle alors complexité amortie depuis fo € I la suite

Gl == e Ol @)

W (01,...,0n)EO™

ExempLE (Tableaux dynamiques) :
On s’intéresse aux tableaux a longueur variable : on alloue un tableau de petite taille, et
on alloue plus de mémoire au besoin. On a une structure de tableau dynamique :

AlgorithmeAnnexe A.2 Acranpir(T), fonction agrandissant le tableau ¢
1: Soit taille’ = f(len(T)) > f reste a déterminer
2: On alloue 7" de taille taille’

3: On recopie T dans T”
4: T+ T

Cet algorithme a une complexité Colitpgpanpir() = n+ f (). On suppose que le tableau
T est rempli jusqu’a la r-ieéme case.

AlgorithmeAnnexe A.3 Asour(T), z), ajout d'un élément dans le tableau
1: silen(7") = r alors

2: | Acranpir(T)

3: T[r]

4: r+1r+1

On choisit la fonction f.
Cas 1 On choisit f(n) = n + 1. Soit une suite de n opérations Asour depuis un tableau
de taille 1, ou = 0. Ainsi,

Ajour Ajour Ajour
fo v~ f1 v o fim e faa e

La complexité de cette suite d’opérations est

- n(n+1

C((Olv' 0 '7On)7f0) =n+2- %7
d’our la complexité amortie est de Ca (fo,n) = O(n).

Cas 2 On choisit f(n) = 2n. On somme les complexités : 2n (clairement par dessin).
Ainsi, Ca (fo,n) = O(1).

Méthode (du potentiel) : Considérons une fonction h : F — RT dite de potentiel telle
que h(fo) = 0. Intéressons nous alors a Co(f) = Co(f) + h(f) — h(f), ou f ~> f. Soit

alors
foB B fam i f
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Annexe A.0 Complexité amortie MPI*

une suite d’opérations. Alors,

ZCol fi—1) =Z< 0; (fi—1) +h(fz)_h(fifl)>

=(Z i 1)+h(fn)* h(fo)

par télescopage. Ainsi,

Zolle Z ; (fiz1).

ExEmPLE :
On applique la méthode du potentiel au cas 2 de 'exemple ci-avant. On rappelle que I
est I’ensemble des tableaux. On pose la fonction

h:F— RT

(T,r) >—>6(r7 w)

2
Inspectons alors

Chasour(T,7) = Cayoun(T, 1) + 67 — 3len(T) — 3r + 3 len(T)).
Silen(T') = r, alors Ca,our (T, 7) = 3len(T) et len(T) = 2len(T) et 7 = r + 1. Doy,

Chsour(T, 1) = 3len(T) + 6r + 6 — 6 len(T) — 61 + 3 len(T) = 6.

Sinon, len(T) > r, alors len(T) = len(T) et 7 = r + 1. Ainsi,

Chsour(T,r) =14 6(r + 1) — 6 len(T) — 6r + 6len(T) =7
D’ou

Zn:COi (fi—l) < zn:coi (fi—l) < Tn
=1 =1l

Le cott amorti est en 6(1).

ExempLE (Méthode du Banquier) :

On encode une file avec deux piles. Au moment de défiler, on doit potentiellement trans-
vaser une pile dans une autre. Avec la méthode du Banquier, on a l'intuition que le cotit
amorti est constant.

On pose IF I'ensemble des couples de piles (p1,p2). On a

taille p1 + 1 si p2 est vide

1 2 , et Cenﬂler((p17p2)) =1L
simon

Casfiter ((p1,p2)) = {
Soit h la fonction de potentiel définie comme

h:F— RT
(p1,p2) — taille p1

Etudions alors Cyggler ((p1, p2))-

—-304 -



Annexe A.0 MPI*

— Si po est vide, alors

Casfiter (p1,2)) = Casiter (p1,12)) + h((P1,P2)) — h((p1,p2))
E0)
= taille p1 + 1 + taille p; —taille p;
=1,

— Si po nest pas vide, alors
Casfiter (p1,p2)) = 1 + taille p1 —taille p;.
&Z—/
taille p1
D'ou, pour (p1,p2) € F, Cagfiter ((P1,p2)) < 1. De plus,

Qenﬁler((p1»p2)) = Cenﬁler((pLPQ)) + h((ﬁlaﬁQ)) - h((pl,pz))
= 1 + taille p; — taille p;
=)

Finalement, pour toute séquence d’opérations o1, ..., o, initialisée a la file vide fo, on a

1 1
~0((01,---,0n), fo) = ~ > Coy(fi-1)
1=0

1 n
£= C10' i—
=Y Coulfim1)
=1

<2

D’ol1, un colit amorti constant.

—-305 -






ANNEXE

B
ALGORITHMES DIJKSTRA ET A*

On s’intéresse, dans cette annexe, a I’'algorithme A*. Cette annexe se situe a 'intersection des
chapitres sur les graphes, et sur les jeux. L’algorithme A* est une modification de I'algorithme
de DiskstrA. Dans cette annexe, on prouvera la correction de I’algorithme A*.

On se place dans le contexte d’exécution d'un algorithme de calcul de plus cours chemin utili-
sant un tableau de distances i, et le manipulant en n’effectuant que des opérations RELACHER.
Notons le graphe G = (V, E), le sommet source s. Notons également d(-, -) la distance induite
par les arétes du graphe G. De plus, on notera c(, -) les cotts (positifs, non nuls) d'une aréte
de G. Notons /(+) les rongeurs des chemins.

Lemme 1 :
V(u,v) € E, d(s,v) <d(s,u)+ c(u,v).

Preuve :
Soit (u,v) € E. Soit v,, un plus court chemin de s & u. Alors, 7, - v est un cheminde s a v :

L(Yu - V) = (V) + c(u,v) = d(s,u) + c(u,v) > d(s,v).

Lemme 2 : Pour tout sommet u, la valeur de p[u] est décroissant & mesure que I'algo-
rithme s’exécute.

Preuve :
Soit p et fi les valeurs de . avant et aprés une opération ReLAcHER(z, y). Pour tout sommet v # y, i[v] =
p[v]. De plus, par disjonction de cas,

— oubien fi[y] = p[y], ok.
— oubien afy] = plz] + c(z, y) lorsque p[z] + c(z, y) < ply], done afy] < ply], ok.
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Annexe B.0 Algorithmes DisksTRA et A* MPI*

Lemme 3 : Supposons que 'algorithme ait initialisé y de la maniére suivante :

400 siu#s

Vuev, ulu] = {0 sinon

Alors, tout au long de I'exécution de I'algorithme, pour tout sommet w, p[u] > d(s, ).

Preuve :Initialement La propriété est vraie par hypothese.
Hérédité aSupposons vrai jusqu’a un certain état 4, pour une opération RELACHER(z, y). Pour tout som-
met v # y, u[v] = f[v] > d(s, v). De plus, par disjonction de cas,
— sipfy] = ply] > d(s,y);
— sinonsi ufy] = plz] + e(x,y) > d(s,x) + c(x,y) > d(s, y) par hypothese de récurrence,
puis par lemme 1.

O

Corollaire : Si « a un moment » ufu] = d(s,u), alors « pour toujours apres » pfu] =
d(s,u). O

Lemme 4 : Si(s,...,u,v) est un plus court chemin de s a v tel que p[u] = d(s,u) « a
un certain moment de I'exécution de I'algorithme. » Notons iz obtenu par RELACHER(u, v).

Preuve :

On a

B I;}[v] sipfv]d < plu] + c(u, v)
a IU[“] + ¢(u,v) sinon.
Par disjonction de cas,
— sipfv] < plu] + c(u,v) = d(s,u) + c(u,v) = d(s,v), et donc, en utilisant le lemme 3, fi[v] =
p[v] = d(s,v).
— sinon, pfv] = plu] + c(u, v) = d(u,v) + c(u, v) = d(s,v).

O

Lemme5 : Soit (s = xo, z1, 2, ..., z,) un plus court chemin. Si on effectue des opéra-
tions RELACHER(w;, z;+1) dans l'ordre 0 — n — 1, possiblement entremélés avec d’autres
opérations RELACHER, alors pour tout ¢ € [0, n], ugnaizi] = d(s, ;).

Preuve (par récurrence) : — Initialement, p[zo] = d(s, zo) = d(s, s).
— Et, pour tout les i inférieurs stricts, p[z;] = d(s, z;), on conclut par le lemme 4.
O

(De ce lemme découle I'algorithme de BerLiman-Forb.)

Corollaire : L’algorithme DisksTrA est correct.

Preuve :

Soit ¢ € V, un sommet du graphe. Soit (s = zo,z1,...,Zp—1,2p = t) un plus court chemin de s &
t. Montrons que pgina[t] = d(s,t). En utilisant le lemme 5, il suffit de montrer que Diskstra relache les
arétes dans cet ordre. Supposons les sommets extraits todo dans l'ordre zq, . . ., z;, pour i € [0,p — 1].
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Par I'absurde, supposons que DisksTra sorte z, de todo pour k € [i + 2, p]. € A ce moment 12, » on a

d(s, zx) < plzk] < plrita] < ds, zi41),

d’apres le lemme 5, ce qui est absurde (k > i + 1). O

Corollaire : L’algorithme A* est correct.

AlgorithmeAnnexe B.1 Algorithme A* (partiel)
1: Procédure RELACHER(u, v)

2F si p[v] > plu] + c(u,v) alors
3: plv] = plu] + c(u,v)

4: T[] + u

5.1 | nfe]  plo] + h(v)

Preuve :

Par 'absurde, supposons que non. Soit ¢ € V, un sommet du graphe, tel que pgna[t] # d(s,t). Done
d = pgnal[t] > d(s,t) = d*.Soit (s = zg,@1,...,Tp—1,2p = t) un plus court chemin de s a ¢ de longueur
d*. L’algorithme commence par visiter zo = s et on relache les arétes sortantes. Alors, u[z;] = d(s, z1) et
nlz1] = plzi] + plzi] + h(z1) < d(s,z1) + d(z1,t) = d(s,t) = d* < d par hypothése. < A ce state, »
n[t] = plt] + h(t) > d + 0. Ainsi, x; devrait étre choisi avant ¢. A un tel moment, u[z,] = d(s, 1),
on relache alors ses arétes sortantes; en particulier z; et 2. Ceci assure alors que pfz2] = d(s, z2), et
nlz2] = plza] + h(z2) < d(snzz) + d(z2,t) < d(s,t) = d* < d. € De proche en proche, » alors que
T'on choisit z,_1 dans todo, on a u[z,—1] = d(s,zp—1). On relache alors pfz,] = d(s,z,) = d*. Or,
d = pUfinal [t] < Ma ce moment [t] Absurde. O

ExempLE (ré-entrée dans todo) :
Exécution de I'algorithme A* sur I'entrée ci-dessus. La pile todo est vaut donc #, , ¢, 2 d.
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ANNEXE

C
DIVISER POUR REGNER

On se place dans un contexte dans 1'idée de coder des algorithmes avec la stratégie « divi-
ser pour régner. » Par exemple, on considéere un algorithme de calcul de maximum divisant le
tableau en deux & chaque itération.™ Le calcul usuel de maximum est en 6(n). On peut espé-
rer que cet algorithme divisant le tableau ait une complexité logarithmique. Calculons cette
complexité.

Soit (Cn)new la suite donnant le nombre de comparaisons entre éléments du tableau? effec-
tuées par l'algorithme aux_max sur un intervalle de taille |j —i+ 1| =n.Ona Cy =0, C; =0,
et pour tout n > 2, C), = CL%J + C(%ﬂ + 1.

FicureANNExE C.1

Soit (vp)pen la suite définie par v, = Cop. Ainsi, vg = 0 et

vpt1 = Copt1 :CLMJ JrC[%] +1=2vp, + 1.

2

1. Cest le principe des tournois sportifs.
2. i.e. le nombre d’appels a la fonction max.
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Calculons vy, :
vp = 2vp—1 +1
=2(2vp—2+1)+1
=22y, 5421 +2°

p—1
= 2Pyg + ZQi
p=Il

=2FP -1

Ce résultat ne s’applique que pour les puissances de 2, mais, par un argument de croissance, on
peut en déduire un résultat pour tout entier n. Montrons que la suite (C},),cn est croissante.
En effet, par récurrence forte, soit n > 2.

— Sin est pair, alors C), =2xCz+letCh 1 =Cn2+Cn2 +1=Cn_;+Cz+1
2

2
Et, C% _1<cn Par hypothese de récurrence. D’ou, Cy, > Crt1.
¥

— De méme si n est impair.

Ainsi, soit n € IN*. On pose alors p = |log, n| donc p < log, n. Par croissance de C, on a
Cor < Cp < Cypt1 donc vp < ¢y < Vp41. Alnsi,

22 _1<C, < 2P -1
ollogan] 1 ¢ ¢, g ollog2n]+1 4
2log2(n)—1 —1< @ < 210g2(n)+1

1
5n—1<0n<2n—1

Ceci étant vrai pour tout n € IN*, on a C;, = ©(n). On peut remarquer que cet algorithme
a une complexité équivalente a un algorithme itératif. Mais,® la complexité de cet algorithme
s’améliore si les calculs se font en paralleles.
Autre exemple, le tri fusion a une complexité en C,, = C EY +C 2] + n, ce qui donne une
2 2

complexité en O(nlogn).

3. et c’est tout 'intérét pour les tournois sportifs
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D

LEMME D’ARDEN ET RETOUR
SUR LE THEOREME DE KLEENE

ExempLE (Lemme d’ARDEN) :
Soient K et L deux langages. Résoudre X = K- X UL pour X un langage. (On trouve X =
K* - L.) On suppose que £ ¢ K. On procede par double-inclusion.

“D” Soit X un langage tel que X = K - X U L. Montrons par récurrence « si w est un
mot de X de taille n, alors w € K* - L.

— Sin =0,alorsw € Lcare ¢ K. Ainsi, w = ¢ - w et e € K*. On en déduit
quew € K* - L.

— Si |w| = n, alors
— siw € L,alorsw =¢-wetdoncw € K*L.

— siw =v-w ouv € K etw’ € X, alors |w’| < |w|. Ainsi, par hypothése
de récurrence, w’ € K* - L. Ainsi,v-w’ € K* - L.

Ainsi, X C K* - L.
“C” Soit w € K* - L. Il existe donc n € N, (vi,...,vn) € K" et w' € L tels que

w=w1-... -V w.Alors,w’ € X doncv, -w' € X donc...doncvivs...v,w' € X.
Ainsi, w € X.
ExEmPLE :

On considere 'automate ci-dessous.

FicureAnNExE D.1 — Automate exemple (o)
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MPI*

au « pivot de GauB. »

X1 = {CL}-XQU{CL}Xl
Xo ={b} - X1U{a} X3U{e}
X3 =S {b}Xg U {8}

On pose X; = £((X,@,{i}, F,0)), ot z; est I'unique point de départ. Ainsi, £ (s1) =
Ui - X;. Déterminons les valeurs de X1, X2 et X3. On applique un algorithme similaire

X1
X2
X3

}@

Xo

———— —— —/—
.
w

={a}* - {a} - X2

=Z(ba* - a)X2 U {a}X3 U {e}

= {b} - X3 U {e}

=2(a* -a)X2

=2((-a*-a)*) - ({a} X3 U{e})
= {b} X3 U {e}

=2(a* - a)X2

=

On peut généraliser la méthode employée dans I'exemple précédent pour montrer que tout

langage reconnaissable est régulier.
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E
TAS ET FILES DE PRIORITES

L'objectif d’une file de priorité est de récupérer I'élément de priorité minimale. On organise
cette structure de données sous forme d’un arbre tournois.® Un arbre tournois est un arbre dont
la priorité d'un nceud est supérieur a celle de ses fils. On impose une structure supplémentaire,
Parbre doit étre parfait : 'arbre est complet jusqu’a 'avant dernier niveau, ou il est replis a
gauche. On définit plusieurs opérations sur cette file de priorité (de type fp, ou les éléments
sont de type elem) :

— insérer : fp — elem — fp qui insére un élément,

— lire_min: fp — elem qui récupére I’élément de priorité minimale,

— supprimer_min : fp — fp qui supprime I’élément de priorité minimale,
— (diminuer_priorité : fp — elem — :fp),n

— créer: () — fp.

On définit un type btree, représentant un arbre binaire, et on implémente les opérations ci-
dessous en OCaML.

type ’a btree =
| Node of ’a * ’a btree * ’a btree
| Empty

[CR

CopeAnnexe E.1 — Définition du type btree

Pour l'opération créer, on retourne Empty (cela donne une complexité en ©(1)). Pour I'opération
insérer, on insére ’élément comme feuille (de maniére a conserver la propriété de ’arbre par-
fait), et on inverse le nceud avec son parent jusqu’a ce que la propriété soit vérifiée (©(log, n)).
Pour l'opération 1ire_min, on lit la racine (©(1)). Pour 'opération supprimer_min, on permute
la racine et le dernier noeud (i.e. le nceud le plus a droite de hauteur maximale), et on restore
la structure d’arbre tournois en permutant un nceud et son fils de valeur minimale, et en ré-
pétant (O(log, n)). Pour trouver le dernier neeud, on garde en mémoire cet emplacement. On
peut aussi implémenter cet algorithme avec un tableau (> Tp), ou avec une liste triée (mais la
complexité est moins bien).

1. Un arbre tournois n’est pas un arbre binaire de recherche.
2. Cette opération est parfois omise car trop compliquée a implémenter.
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ANNEXE

F
ARITHMETIQUE

Un des premiers algorithmes codé est I’algorithme d’Euclide pour calculer le paep. Pour a #
0,onaaA0=aetaAb=>bA (amodb). On peut le coder en OCamL avec la fonction euclid
suivante.

let rec euclid (a: int) (b: int): int =
(*x Hyp: a >= b et a != 0 *)
if b = 0 then a
else euclide b (a mod b)

s w o e

CobeAnnexe F.1 — Algorithme d’Euclide calculant le racp

Quelle est la complexité de cet algorithme? On représente le nombre d’appels récursifs a
euclid, et on devine une courbe logarithmique. En notant (u,,) les divisions euclidiennes réali-
sées et (qn) les quotients, ainsi, on un = gn—1 - Un—1 + un—2. Alors, euclid(up, up—1) =+ =
euclid(us,uz) = euclid(ug,u1) = euclid(ui,ug).

En fixant la complexité, on cherche les valeurs de (u, ) maximisant les appels récursifs. On
peut montrer par récurrence que si euclid(a, b) conduit & n appels récursifs de euclid, alors
a>F,etb> F,_1,0u (Fn)nen est la suite de Fibonacci.

En effet, soit un tel couple (a, b). Alors, (b, a mod b) conduit & n — 1 appels récursifs donc b >
Fp_1 et amod b > F,,_2 par hypothése de recurrence. Et, a = bg + (a mod b) et donc a >
Fn1+ Fr 2= Fy.

De plus, pour tout n € IN \ {0,1}, F, > ¢"~2 ol ¢ est le nombre d'or.™ En effet, Fb = 1 >
W =1letFs =22 ¢! =9p=(1+V5)/2Et Fy = Fam1 + Frna > "3 + "% >
PP L+ ) 2 "2

Soient (p, ¢), ot p > ¢, une entrée de 'algorithme d’Euclide. Si 'appel euclid(p, ¢) conduit
a plus de [log,, p| + 4 appels, alors p > Fﬁogw P44 > (p[logga P42 o P86 P — . ce qui est
absurde.

Ceci conduit & une complexité en 6(log p).
Soit n un entier premier. Pour I'algorithme RSA, on cherche un inverse de a € Z/nz : on

cherche b € Z/nz tel que ab = 1 [1]. D’apres le théoreme de Bézout, on a au + nv = 1 car
a An = 1. L'inverse est v. D’ou 'importance des coefficients de Bézout.

1. Cest la solution positive de X2 — X — 1 = 0.
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Comment calculer les coefficients de Bézout ? On peut utiliser I’algorithme d’Euclide. On pose
r, la valeur de a apres n appels récursifs.

i | ow | | ow |
ro=a 1 a 0 b
re =b 0 b 1

S e

Ti—2 Ui—2 | @ | vi—2
Ti—1 wi—1 | a | vi—1 | b

TaBLEANNEXE F.1 — Valeurs de r; avec invariant r; = au; + bv;

Alors,

Ti = uj—2a +v;—2b — (ri—2/ri—1)(ui—1a + vi—1b)

= (ui—2 — (ri—a/ri—1)ui—1)a+ (vi—z — (ri—2/ri—1)vi—1)b

Ainsi, on a bien pged(a,b) = un—1a + vn—1b.
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ANNEXE

G
ARBRES ROUGES-NOIRS

Un arbre rouge-noir est un cas particulier des arbres binaires de recherches. On l'utilise
notamment pour représenter des ensembles, on veut donc réaliser deux opérations simples :
I'insertion et le test d’appartenance. Initialement, on pense représenter un ensemble par une
liste triée. Mais, on utilise plutét un arbre binaire pour représenter des données avec une hau-
teur logarithmique, contrairement a une hauteur linéaire. Les arbres binaires de recherches
sont des arbres dans lesquels ont peut réaliser une dichotomie.

type ’a btree = E | N of ’a * ’a btree * ’a btree

let rec mem (x: ’a) (t: ’a btree): bool =
match t with

5 | E -> false

6 | N(y, g, d) ->

N R C R

7 if x <y then mem x g

8 else if x = y then true

9 else mem x d

10

11 let rec insere (x: ’a) (t: ’a btree): ’a btree =

12 match t with
13 | E -> false

14 | N(y, g, d) ->

15 if x <y then N(y, insere x g, d)
16 else if x = y then t

17 else N(y, g, insere x d)

CopeAnnexe G.1 — Arbre binaire de recherche

La fonction mem permet de réaliser ce test d’appartenance et la fonction insere insére I'insertion
dans l'arbre. Ainsi, on peut représenter un ensemble avec le type ’a btree.

Mais, cet arbre peut étre déséquilibré, et I'utilisation de la dichotomie ne donne pas de ré-
sultats trés avantageux. On utilise donc un arbre auto-équilibrant, comme les avL du ler pm.
Pour les avi, la différence de hauteur est —1, 0 ou 1.

On introduit donc le concept d’arbre rouge-noir. Un arbre rouge-noir est un arbre parfait, qui
a une certaine « élasticité. » On colorie chaque noeuds pour imposer des contraintes sur cette
élasticité. Les branches de 'arbre a une longueur de rupture. Un arbre contenant uniquement
des nceuds noirs est un arbre parfait. Et, entre deux noeuds noirs, on peut insérer un nceud
rouge. Un arbre rouge-noir vérifie donc les trois propriétés suivantes :

(a) laracine est noire,
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(b) le pere d’'un neeud rouge est noir,
(c) la hauteur noir de chaque feuille externe est constante. [important]

Une feuille externe est, dans le code OCamri, I'expression E; et, la hauteur noir d’'une feuille
externe est le nombre de neeuds noirs depuis la racine. On définit la hauteur noir d'un arbre
comme la hauteur noir de chaque feuille externe (qui est constante).

Le probleme est I'insertion d’un nceud. Insérer un nceud noir est, en général, plus dangereux
car il modifie la hauteur noir de tout arbre. On préfere donc insérer un nceud rouge, sauf dans
le cas de la racine.

On considére donc la propriété (c) comme invariante. En effet, corriger un arbre pour valider
la propriété (a) ou la propriété (b) est bien plus simple.

On traite tous les cas dans le diaporama sur cahier-de-prépa, et on réalise 'exemple sur les
lettres A, L, G, O, R, I, T, H, M, E.

Pour supprimer un nceud dans un arbre binaire classique, on peut le remplacer par le maxi-
mal de son sous-arbre droit, ou le minimum de son sous-arbre gauche. Si on supprime un nceud
ayant un seul fils, on n’a qu’a re-brancher le sous-arbre. Pour les arbres rouges-noirs, c’est sup-
primer un neeud noir qui pose probléme. Pour cela, on introduit les noeuds doublement noirs,
qui comptent pour deux dans la hauteur noir. Ainsi, on supprime le nceud noir et on remplace
les autres noeuds par des nceuds doublement noirs. L’algorithme n’a donc qu’a faire remonter
le noeud doublement noir, jusqu’a la racine, ou il sera transformé en noeud simplement noir.

Un arbre de hauteur h a une hauteur noir bh > h/2. Et, la taille, i.e. le nombre de nceuds,
est supérieure & 2" — 1. On conclut que h < 2log, (taille + 1). De méme par la propriété (c)
permet de conclure que h = O(log, taille).
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H
COMPLEXITE MOYENNE

Dans les annexes et cours précédents, on a vu la complexité « pire cas » et la complexité
amortie. On considere les nombres d’opérations possibles pour toute entrée de taille n. La
complexité « pire cas » est la complexité obtenue en prenant le max d’opération possibilité. Pour
la complexité moyenne, on suppose que chaque ensemble d’entrée de taille n est munit d'une
probabilité P, . Par exemple, on considére qu'une entrée est une permutation de n éléments, i.e.
un élément de G,,. On suppose que chaque entrée arrive avec équiprobabilité. Ainsi, Vo € &,,,
P, (o) = 1/n!. Ainsi, on a

Cimax(n) = max C(s) et Cmoy = Z P(0) - C(o).
oeG,

La complexité moyenne est la moyenne des complexité pondérées par les probabilités.

EXEMPLE :
On considére 'algorithme ci-dessous.

AlgorithmeAnnexe H.1 Calcul d’inverse d'une permutation

Entrée 0 € G, eti € [1,n]

Sortie j € [1,n] tel que o(j) = .

1: pour j € [1,n] faire

2: | sio(j) =i alors retourner j

On munit &,, de la probabilité uniforme. Soit i € [1,n]. Notons, pour tout j € [1,n],
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&% = {0 € &, | 0(j) = i}. Remarquons que &,, = U?:l &. Ainsi,

n

Cmoy =, Y Pu(0)C(0)

J=1 UEGZ1
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I

PREUVES DE CORRECTION
POUR LES FONCTIONS
RECURSIVES

On consideére I'insertion dans un arbre binaire de recherche. Démontrons qu’elle est correcte.
On adopte les notations de 'annexe G sur les arbres rouges-noirs. Montrons que, pour tout ABR
t, et pour tout étiquette e¢ € I,

étiquettes(insertion(t, z)) = étiquettes(t) U {z}.
Montrons le par induction.
1. Sit=E. Soitz € E:
étiquettes(insertion(E, z)) = étiquettes(N (z, E,E)) = {z} = étiquettes(E) U {x}.
N
o

2. Sit=1N(y,g,d). Soit z € E.

— siz < y, alors

étiquettes(insertion(t, x)) = étiquettes(N(y, insertion(g, x),d))

{z} U étiquettes(insertion(g, z)) U étiquettes(d)
= {y} U étiquettes(g) U {x} U étiquettes(d)

= étiquettes(N(y, g, d)) U {x}

= étiquettes(t) U {z}

— on procéde de méme pour les autres cas.

On procede de méme pour les autres propriétés.
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