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Ce chapitre se rattache a la branche de I'informatique des langages formels. On I’'a étudié au
chapitre 1 avec les automates, et au chapitre 4 avec les machines. Pour le moment, nous avons
5 classes de langages : (1) les langages finis, (2) les langages locaux, (3) les langages réguliers,
(4) les langages décidables en temps polynomial, (5) les langages décidables. L'objectif de ce
chapitre se situe entre les points (3) et (4).

Intéressons-nous a un langage particulier, le langage des programmes OCamL avec une syn-
taxe valide. Ce langage est il régulier ? Non. On peut considérer I’expression

en= <« ((+(0)-)) »
S—— >

qui est une expression OCamr valide. Par application du lemme de I’étoile, il n’est pas recon-
naissable par un automate & NV états en considérant enr 1.
L'ensemble % des mots bien parenthésés est le plus petit ensemble tel que
— c€RB
— siu€ Betve B,alorsu-v ERB
— siu€ B,alors (-u-) € B.

Une telle définition de langage est appelée une grammaire. Un autre exemple de langage est
la grammaire de la langue francaise :

— phrase : sujet + verbe + complément,
— complément : COD + complément,
— complément : CCL + complément,

— complément : ¢.

Avec cette déﬁnitionﬂ on peut reconnaitre des phrases simples comme

« Matthieu aime les trains. »
—_——— —— ——

sujet verbe complément

1 Définition, vocabulaire, propriétés

1.1 Grammaires non contextuelles

Définition: On se munit d'un alphabet X' qu’'on appelle terminaux. On se munit d’'un
ensemble de symboles 7 qu’on appelle non-terminaux. On suppose 7 N X.

ExEMPLE :
Dans la suite, on pose ¥ = {(, )} et ¥ = {B}.

Définition: On appelle régle de production la donnée
— d’un symbole V € 7/,
— d’'un mot wyws ... w, sur 'alphabet 7 U X,

que l'on note V. — wijws ... wy.

ExeMPLE :
L’ensemble & est décrit par les regles

— B—g,

1. On néglige les regles manquantes & cette définition de la grammaire francaise.



— B BB,
— B — (B).

Définition (Grammaire non contextuelle) : Une grammaire non contextuelle est la don-
née de

— un alphabet de non-terminaux 7/,

— un alphabet de terminaux Z‘,El

— un ensemble fini de régles de production P,

— un symbole initial S € ¥/,
que l'on note (7, X, P, S).

ExXEMPLE :
On note dans la suite

6= ({B},{(,)},{B—¢,B—BB,B— (B)},B).

Interlude. Avec cette définition, on espéere pouvoir appliquer ces regles pour définir des mots
valides. Par exemple,

B -5 BB ~» (B)B ~» (B)(B) ~ (BB)(B) ~ (BB)() ~ (B)() ~ ((B))() ~ ()0

C’est l'objectif de la sous-section suivante.

1.2 Dérivation

Définition (Dérivation immédiate) : Soit € = (7, X, P, S) une grammaire. Soient u et
v deux mots de (X' U%)*. On dit que v dérive immédiatement de v dans la grammaire G,
que 'on note u = v, si

— il existe z et y deux mots de (X' U 7)*
— il existe (V — wiwz...wy,) € P

telsqueu=x -V -yetv=x -wiws... wy-y.

EXEMPLE :
Ainsi, u = v.

Lemme (de composition) : Soit ¢ = (7, X, P, S) une grammaire. Soient u,v € (YUY )*
tels que u = v. Soitw € (YUY )*.Onauv-w=v-wetw- -u= w-v.

Preuve :
A faire a la maison.

On propose trois définitions différentes mais équivalentes pour la dérivation =,

2. avec “terminaux/non-terminaux” vient 'implication que 7 N X = &



Définition: Etant donné une grammaire ¢ = (7,X,P,S), on étend = en sa cloture
réflexive et transitive, que 'on note =, appelé dérivation.

Définition: On définit = comme u = v g In € N, I(uo,ut,...,un) € ((‘7/ U
)<t tels que ug = u, un, = vet Vi € [0,n — 1], u; = uwitq.

Définition : Soit la suite (="),,civ définie inductivement par

0 def,
— U= UV <~ uU="0,

n+1 def,

— u= v <<= u=>"voudw e (TUY)", u=wetw =" v.

*
On pose alors = = UnE]N =P

Lemme (de composition*): Soit € = (7, X, P, S) une grammaire, et soient u,v € (XU
U)* tels que u =P v, pour p € N. Et, soient (w,t) € (X U )2 tels que w =9 ¢, pour
q € IN. Alors, uw =P+ vt.

Preuve :
Soit uguy ... up tels que ug = w, up, = vetVi € [0,p — 1], u; = ujq1. Soit wow; . .. w, tels que
wo = w, wg = tetVi € [0,q — 1], w; = w;41. Soit alors la dérivation
UW = UpW = UTW = UW =+ = UpW = UpW] = UpWz = * = UpWg = VL.
On a donc uw =P17 vt. O

Définition: Soit ¢ = (7, X, P, S) une grammaire. Son langage est défini par

2(©) ={ue |53 u}

EXEMPLE :
Dans 'exemple précédent, on a
2(%) = B.

Interlude : grammaires contextuelles. Dans une grammaire contextuelle, une regle de
production peut-étre de la forme bB — aBaB, ou ¥ = {a, b}. Ces régles dépendent du contexte,
et non juste des symboles.

Lemme (de décomposition) : Etant donnée une grammaire non contextuelle (%7, 2, P, S),
soit w = w; ... w, un mot de n lettres tel qu’il existe p € Wet v € (X U V)* tel que
w =P v alors il existe 01, 02,...,0n, € (X UV )* et p1,...,pn € N tels que wi =P1 o1,
wo =P2 Vg, ..., wy =Pn Uy, et v =01 Uy, et i1 Pi =D



Preuve :
On procede par récurrence sur p € IN.

— casdebase (p = 0).Ona wyws ... w, =" v, dott v = wyws ...w,.On choisit donc ¥; =
et p; = 0 pour tout i € [1,n]. On a alors, pour tout i € [1,n], w; =° @, etv = ¥, ...o
n
7 = 0=
Z;:l Pi p
— hérédité. Soit w = wy ... wg_1ur1Us ... UpWGy1 .. Wy =P v, 00 (Wg = UL ... u) € P.
Soit donc, par hypothese de récurrence, 01, 02, . .., 0y, —14, tels que
— Vi€ [1,q1], wi =° 9,
— Vi€ [1,7], u; =%+ D441,
— Vi€ [qg+ 1,n], w; =+ 9;4r_1,

n—1+47r
= etZ’:1 S —"pI—Hl"
On pose alors, pour tout ¢ € [1,q — 1], 9; = 03, g = DgDgt1 - Dg+r—1, €t pour tout i €
[a+1,n],d; = 9i4r—1.Onpose aussi, pouri € [1,q—1], p; = s;, puis pg = 1+Z;>:1 Sitg—1,
et, pour i € [q + 1,n], pi = Sitr—1.
On a clairement v = 9193 - - - ¥,,. De plus, Z:’Zl pi = (Z:rl'fl s,) +1=(p-1)+1=p.
Et surtout, pour i € [1,q — 1], w; =° ©; donc w; ="' ;. Ainsi,

1

E SRR =L ~
Wq = UL -« Up => i=1 Vg .. -VUg4r—1,

T

q

donc wy =P ¥4 et, pouri € [g+ 1,n], w; =41 Dppr_q et w; =P Tl

O

1.3 Preuves par induction
Propriété (principe d’induction): Etant donnée une grammaire € = (v,%,P,S),
et un non-terminal V' € 7, on note localement V| = {w € X* | V = w} P Soit

alors un ensemble de propriétés Py pour V € ¥/, tel que, V(V — wiwsz...wy) € P,
V(1,0 ..., Wm) € (Z*)™

s E S P = A )
Vi € [1,m], wie s = wf wz = W; ... Wy vérifie Py,
w; €V = w; vérifie Py,

alors pour tout V' € ¥, V| vérifie Py .

ExEMPLE :
On considére € la grammaire

€ = ({P,I7 X} {a},{P —»¢,1 = a,P — aPa,l — ala,X — IPI},X).
On pose les propriétés Pp(w) : « |w| est pair » ; Pr(w) : « |w| est impair » ; et, Px (w) :
« |w| est pair. »
— cas P — e. Le mot ¢ est de taille pair donc &Pp () est vrai.

— cas I — a. |a| est impair donc Pr(a) est vrai.

— cas P — aPa. Soit donc w = aw’a avec w’ vérifiant Pp. Alors, |w| = 2 + |w’| qui
est pair.

— cas I — ala. Soit donc w = aw’a avec w’ vérifiant ;. Alors, |w| = 2 + |w'| qui
est impair.

— cas X — IPLI. Soit donc w = zyz, avec x et z vérifiant Py, et y vérifiant Pp. Alors,
|w| = [z] + [y| + |2, qui est pair.

3. Avec cette définition, £(%6) = S| .




1.4 Définitions équivalentes

Comment représenter une dérivation en machine? On considere les régles de production
X — XX et X — a. On peut, par exemple, représenter une dérivation par un ensemble de
possibilités :

X = XX = {aX,Xa, XXX} = --- .

Mais, avec une telle définition, il y a explosions du nombre de possibilités.

Définition (Dérivation immédiatement gauche (resp. droite)): Ktant donnée une gram-
maire € = (7, X, P, I), et étant donnés deux mots u et v de (X UY)*, on dit que u dérive
immédiatement a gauche (resp. droite) de u dés lors qu’il existe z € X*, y € (Y UV)*
(resp. z € (YUY )* ety € X*), et (V — wi...wp) € P tels que u = zVy et
v =T wiwsz...wy -y. On note alors u =4 v (resp. u =>4 v). On définit, de la méme

LN Zo: . . * *
maniére que pour la dérivation simple, = et =4.

EXEMPLE :
On considére une grammaire ayant pour régles de production X — XX et X — a. A-t-on
— XZ,ax?  V (X =g XX =4 aX)

— XZ,Xa? X

Définition (Arbre de dérivation): Etant donnée une grammaire € = (V,X,P,S), on
appelle arbre de dérivation un arbre dont les noeuds sont étiquetés par des éléments de
{e} UV U X et tel que

— tout neeud interne (ayant des fils) est étiquetés par un élément de 7/,
— la racine est étiquetée par S,

— tout neeud interne ayant une étiquette V' et ayant des fils 7y,...,7, oun # 0
dont les racines sont étiquetées par wi, ..., w, avec (V — wi ... wy) € P.

— tout nceud interne d’étiquette V ayant pour unique fils I'arbre feuille réduit a ¢ et
tel que (V — ¢) € P.

Dans la suite du chapitre, on fixe ¢ = (7, X, I, P) une grammaire.

AN
A N

[se}
oe}
oe}

&

€

Ficure 1 — Exemple d’arbres de dérivation




Définition (« production » d'un arbre): On définit inductivement la fonction prod de
Iensemble des arbres de la grammaire G vers (X' U7 )*, comme

— prod(Leaf(z)) = =,
— prod(Node(_, [T1, . ..,Tn])) = prod(T1) - prod(7%) - ... - prod(Th).

EXEMPLE :
Dans les arbres de dérivation exemples précédents, la fonction prod retourne (BB), ¢ et

O-

RemarquE (Notation) :
On dit qu'un arbre de dérivation 7" est « clos » lorsque prod(T') € I*.

ExEMPLE :

Dans les exemples précédents, le premier arbre n’est pas « clos » mais les deux suivants
le sont.

Propriété: Etant donné w € X*, il est équivalent de dire que
1) we 2(%),
2 3w
B SZqw

(4) 1l existe un arbre de dérivation 7" dont w est le produit.

Preuve :
On proceéde la démonstration dans l'ordre suivant.

3)

N\

) — @ — (1)

NS

— (4 = (2). Soit la propriété P(7") : « siw € X* admet 7" comme arbre de dérivation (w est

le produit de 7°) avec T" un arbre de dérivation généralisé, enraciné en V € 7/, alors V :*>g w. »
Montrons cette propriété par induction.

— SiT = Leaf(x) avec x € X' U {e}, alors ok par un arbre de dérivation.
— SiT = Node(V, [Ty, ..., Ty)]), alors, pout i € [1, n], raisonnons par disjonction.

— Si T; a une racine d’étiquette w; € X, alors prod(7;) = w;, donc w; :*>g prod(T;)
— Si T; a une racine d’étiquette w; € 7, alors, par hypothése d'induction sur 7}, on a
w; £>g prod(Ty;).

Ainsi, par concaténation, prod(7') = prod(Th)-...-prod(T,).Or, (V — w1 ... w,) € P.
Alors, considérons la dérivation

V =5 wiws ... wy
:*>g prod(Th) - wa . .. wy,
:*>g prod(7y) - prod(7s)
:*>g cee :*>g prod(Th) - prod(T%) - ... prod(T,)

— (2) = (1). Vrai car = est « inclus dans » = (c’est un cas particulier).




— (1) = (4). Soit la propriété P,, « VV € ¥,Vw € X*,s1 V =" w, alors w admet un arbre de
dérivation généralisé enraciné en V. » Montrons le par induction.
— Sin = 0, absurde.
— SiV =™ wavecn > 1,donc V = wiws ... w =" wdonc (V — wiws...w,) €
P, alors, par lemme de décompositions, il existe w1, ..., W, tels que w = w1 - ... Wy
et Vi € [1,p], w; =P @; avec Zp (Pi = n— 1. Dou, Vi € [1,p], pi < n.Par
i—
hypothése d’induction, il existe, pour tout < € [1, p], un arbre T; produisant @, enraciné
en w;. Soit alors 7" = Node(w, [T4, . .., Tp]). Ainsi, prod(T") = @y - ... - ¥, = w. Dans
I’éventualité ot 'un des p; aurait le mauvais gotat d’étre nul, on fabrique, a la place, 'arbre
T; = Leaf(w;).
O

Définition : Une grammaire est dite ambigiie s’il existe un mot w de son langage ad-
mettant au moins deux arbres de dérivations.

ExXEMPLE :
On considére la grammaire de non-terminal initial B ayant pour regles de production
F—0|1]---]9etB—-B+B|B—B|F.Lemot «1—1+9 » admet les deux arbres

de dérivations ci-dessous.

A

/N

[oe}
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Ficure 2 — Arbres de dérivations de « 1 — 1+ 9 »

Interlude :langages algébriques. Leslangages reconnus par des grammaires non-contextuelles

sont des solutions d’équations polynémiales, ot la multiplication correspond a la concaténation
et addition correspond a I'union. D’ou le terme langage algébrique.

Définition: Deux grammaires G; et G2 sont dites faiblement équivalentes des lors que
L(%1) = 2£(%2).

ExXEMPLE :
On considere la grammaire G; de régle de production S — aS | ¢, et la grammaire 62
de regle de production S — SS | a | . Les deux grammaires 6; et G5 sont faiblement
équivalentes. En effet, £(61) = £(a*) = £(%2). Mais, elles ne sont pas fortement équi-
valentes.

4. Deux grammaires sont fortement équivalentes si elles produisent les mémes arbres de dérivation.



2 La hiérarchie de CHOMSKY

Le terme « hiérarchie de CHoMsky » n’est pas au programme. Dans cette partie, on traite
des inclusions avec les autres familles des langages au programme.

2.1 Avec les langages réguliers

Propriété: Soient ¢; et G2 des grammaires non contextuelles. Alors,
1. £(%1)U2(%2) est reconnu par une grammaire non-contextuelle ;
2. L(%1) - £(%2) est reconnu par une grammaire non-contextuelle ;

3. (%(%1))” est reconnu par une grammaire non-contextuelle.

Preuve :
Soient 6, = (74, X, P1,51) et 65 = (7%, X, P2, S2). On peut supposer, quitte & renommer les non-
terminaux, que 74 N7 = .

1. Soit alors S € 74 U 7. On pose € = (77 UTL U {S}, X, P, UP, U{S — S; | S2},S). Soit
wE X*.

w e L(G) <= S Sy w
— (S =% S B w) ou (S =4 S 2y w)
<~ (S1 2 w) ou (Sa e w)

<~ (S1 :*>‘cl w) ou (Sa :*>gr‘_) w)
= w € L(61) UZL(62)

2. Soit alors S & 71 U94. Onpose € = (74 U T, U {S}, X, PL UP>, U{S — S1-S2},5). Soit
w e X7,

we LG = S g w
= S5=5 -5 Sgw
<~ 3d(u,v) € (E*)Q., S1 é_{; u et So :*>*{, vetw=u-v
< 3(u,v) € (Z*)?, S £>ql u et Sy £>'g2 vetw=u-v

— J(u,v) € (Z)?, ueL(®1)etveL(G)etw=1u-v
= w e L(61) - £(62)

3. Soitalors S € 73 U75.0npose 6 = (74 U{S}, X, PLU{S — S-5;|¢e},S).Soitw € I*.

w e L(Y) = S g w

= S D¢ w

n
— S=8.5 = 88181 = --- = 8181 --- 51 25 w

N
<= 3n € N, I(W1,...,T,), (Vi € [1,n], S1 S W;) et w = Wy - - - Wy
< 3In € N, I(W1,...,0,), (Vi € [1,n], S $>~x,l W;) et w = Wy - Wy,
<= 3n € N, I(01,...,0n), (Vi € [1,n], w; € ‘/3(‘.9’1)) etw =Wy -+ Wy,

= w € (L(%61))"

Théoreme: Tout langage régulier est reconnu par une grammaire non contextuelle.




Preuve :
On a déja montré que les grammaires non-contextuelles sont stables par union, concaténation et passage
a l'étoile. Il ne reste qu’a montrer le résultat sur les cas de base. On a

— {e} =2({S}, 2, {S = €}, 9)),

— @2 =2({5},¥,9,89)), (> voir 1o 14.)

— {0} =2(({S}, 5, {S > £}, 9)).

11 suffit alors de conclure par induction. O

REMARQUE :
L’inclusion précédente est stricte. En effet le langage {a™ - b" | n € IN} est reconnu par
une grammaire non contextuelle mais n’est pas un langage régulier.

RemarquE (Digression) :

« Tout langage est-il le langage d’une grammaire non contextuelle 2 »

On procéde par un argument de taille d’ensembles. Soit ¢ = (7, 2, P, I) une grammaire.
On considere X = {0,1}. On pose |§| = || + |V| + E(Vﬁ»wl...wn)eP(” +1)+1.0n
considere G, = {6 | |¢| = n}. Uensemble G = Un oy Gn est dénombrable comme union
dénombrable d’ensembles finis. Montrons qu’il existe une bijection entre ©({0,1}*) et

[0,1]. Atoutz € [0, 1], on peut poser z = 0,z1x2 ... %y .... Do,
bijection bijection bijection o
0, 1] — (N — {0,1}) p(N — p({0,1}%).
encodage binaire 1 encodage binaire

2.2 Lien avec les langages décidables

Propriété: Les langages des grammaires non contextuelles sont des langages déci-
dables. |

La preuve de cette propriété est dans le Tp 15. (On peut montrer, par programmation dyna-
mique, que 'appartenance d’'un mot & une grammaire non contextuelle est calculable en temps
polynomial, en 6(n?).)

EXEMPLE :
> T 15, exercice 1.

EXEMPLE :

On considére 'alphabet ¥ = {C, LP, RP} et les regles de production S — TS | C et
T — LP - S - RP. Codons un programme reconnaissant la grammaire définie par ces
regles. On représente X' par le type token ot C' correspond a C, LP a LP et RP a RP.

type token = C | LP | RP
type word = token list

type non_term = S | T

(* closed derivation tree *)
type cdt =

8 | Node of non_term * cdt list
9 | Leaf of token option

G C R

10



exception Non

let rec parse_s (w: word): cdt * word =
match w with
| C :: w’> -> (Node(S, [Leaf(Some C)1]),
| _ =
let (g, w’) = parse_t w in
let (d, w’’) = parse_s w’ in
(Node (S, [g; dl), w’?)
and parse_t (w: word): cdt * word =
match w with
| LP :: w’ -> begin
let (u, w’’) = parse_s w’ in
match w’’ with
| RP w??’ -> (Node (T,

[Leaf (Some LP); u;

| -> raise Non
end
| _ -> raise Non

Leaf (Some RP)]),

w’)

PEERD}

CopEk 1 — Programme reconnaissant une grammaire §
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