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L'objectif de ce chapitre, sera de “critiquer” le travail en logique fait précédement, puis d’ap-
porter une solution & ce probléeme; on finira par un peu de Hors-PrROGRAMME.

0 Motivation

0.1 Tables de vérité

Pour l'instant, pour montrer I' = G ou G = H, nous devons encore utiliser une table de
vérité. Par exemple, montrons

H
—N
pP—aN@—r)ED—T.
———————
G
On réalise la table de vérité ci-dessous.

p‘q‘r‘p%q‘q%r‘G‘H
F|F | F 1% 1% V| Vv
F|F |V 1% Vv V| v Vv
F |V | F 1% F F|V

A faire : Finir table de vérité

TaBLE 1 — Table de vérité pour montrer (p - ¢) A (¢ —7) =p — 7

0.2 Equations

Supposons [G]? = V. Montrons que [H]” = V.On a

V = [G]*
=[lp—>a A(@—n)]°

= [l - [al® + [pD? - [a]” - [71° + [al” - []°

et

[H)° = [p = 1]

=Tol? - 1al° + [p1” - Tal?
+ 717 - Tal? - ([p)” + [1°)
+[r)P+?

A faire : finir le calcul
0.3 Raisonnement mathématiques

Supposons (p — q) A (¢ — r). Montrons que p — 7.

< Supposons donc p. Montrons r

< Montrons q.



< Montrons p, qui est une hypothése.
< Montrons p — ¢, qui est aussi une hypothese.
— Montrons g — 7, ce qui est vrai par hypothese.

On reconnait un arbre.

1 La déduction naturelle en logique propositionnelle

1.1 Séquents

Objectifs de preuves.

EXEMPLE :

Montrons P A Q est vrai.
< Montrons P.

— Montrons Q.

Hypotheéses courantes.

ExEMPLE :
Montrons que (n € AN - n € 2IN) A (n € 4N+ 3 — n € 2IN 4 1).

< Montrons n € 4N — 2IN.
< Supposons n € 4IN. Montrons n € 2IN.

local
< Montronsn € 4N +3 — n € 2IN + 1.
< Supposons n € 4IN + 3. Montrons n € 2IN + 1.

Définition (Séquent): Un séquent est la donnée
— d’un ensemble d’hypothéses I';
— d’un objectif G.

On le typographie I' - G.

ExempLE :
Montrons @+ (n € AN - n € 2N) A (n € 4N+ 3 — n € 2IN + 1)

— @+ (n€4N — n € 2IN)
< {n € 4N} +n e 2N

— OFne€4N+3 —nec2N+1)
— {n€4dlN+3} >ne2lN+1

1.2 Preuves

On typographie cette preuve sous forme d’un arbre. A faire : Arbre a faire

Définition: On appelle régle de construction de preuves une regle de la forme :

F1|_QD1 FQ"QDQ F3|—QD3 Fnl—gon
nom

'k



On appelle I't F o1, [b F o, I3 F @3, ..., ['n F ¢y les prémisses, et I' = o la conclusion.

Sin = 0, on dit que c’est une régle de base.

ReMarQUE (Notation) :
I' est un ensemble. Alors, 'ensemble I" U {1} est noté I, ).

EXEMPLE :
Un axiome est de la forme

Fipko

Une preuve de la forme, appelée introduction du r,

T'ke Tk
—— A1
I'EpAy
permet de prouver un gr. Il correspond au raisonnement mathématique suivant : suppo-
sons I'; montrons ¢ A ;
<— montrons ¢;

<— montrons .

Définition (Arbre de preuve): On appelle arbre de preuve un arbre étiqueté par des
séquents, et dont les liens pére—fils sont des liens autorisés par les régles du systéme de
preuves. Un systéme de preuves étant un ensemble de regles.

ExempLE (Systéme Jouet) :

It It It It
NI Y ?  ie ¥

i s vi,d.
Loky TFoAd TFoVvey “TFove
ExXEMPLE :
Avec le systeme précédent,
[— ' — Ax
{P,Q,R}F P . {P,Q,R} - Q .
_— V1,8 Vi,g
1

{P,Q,R}F (PVQ)A(QV—R)
{P,Q,R} - (PAX)V ((PVQ)A(QV—R))

Vi, d

Définition (Etre prouvable): On dit d’un séquent I" - G qu’il est prouvable dans un
systeme de preuve deés lors qu’il existe une preuve dont la racine est étiquetée par I" - G.

RarpEL (objectifs) :

On veut trouver d’autres moyens de montrer F' = G. On veut que, si F' - G, alors F' = G
(correction). Mais, on veut aussi que, si F' = G, alors G | F' (complétude). On veut aussi
qu’il existe un algorithme qui vérifie F' = G (décidabilité).




Définition (Correction): On dit d’'un systeme de preuve qu’il est correct dés lors que :
pour tout I, pour tout G, si I' - G admet une preuve, alors I" = G.

Exempre: 1. On pose la régle “Menteur” définie comme

Menteur
r+~_1 :

Ce systéme de preuve n’est pas correct car { T} [~ L. Or,

———— Menteur

{T}FL :

2. Le systeme jouet est correct. Montrons cela par induction sur la preuve de I' - G.
— Sila preuve de I' - G est de la forme

- Ax
I'GrG

Montrons que I U {G} = {G}. Soit donc p un modele de I" U {G}. Alors
Vo € I' U{G}, [¢]? = V. Montrons que p est un modele de G. On pose
¢ =Gj;onadonc [G]” = V.

— Sila preuve de I' - G est de la forme

Lre Iky

Ay
On appelle 7; la branche gauche de l’arbre, et 72 la branche de droite. Par
hypothese d’'induction sur 71, I' - ¢ admet une preuve (qui est une sous-

preuve), donc I' = . De méme, I" |= 1 avec la branche m>. On en déduit
que I' = ¢ A ¢ d’apres les résultats du chapitre 0.

— De méme pour les autres cas.

Définition (Complétude): Un systéme de preuves est complet dés lors que, si I' = G,
alors il existe un preuve de I' - G.

EXEMPLE :
Le systéme de preuve ayant pour régle, pour tout I, et tout G,

OoP
I'-aG

est complet mais pas correct.

ExEMPLE :
Le systeme de preuve ayant pour regle, pour tout I, et tout G tel que I" = G,

I'-G

est complet et correct.

1.3 Déduction naturelle

On définit les différentes regles d’'introduction et d’élimination suivantes.




SYMBOLE REGLE D'INTRODUCTION REGLE D’ELIMINATION

Ti
T T
N I+ _1
I'EG
IGEF L ; I'-aG Fl—ﬁGﬁe
'+ -G '+ _1
I'GrH . I'rH — G I'+-H
— —_— 1 —e
I'-G—H I'EG
A I'EG FI—H/\i F}—G’/\H/\e,g F}—G’/\H/\e,d
I'-GNH I'EG I'+H
e . I'+-H . I'AVB INAFG I''BFG
\ ——  Vig —— — Vvid Ve
I'-GVH I'FGVH I'+G

ok

TaBLE 2 — Reégles d’introduction et d’élimination

A ce stade, nous avons définis le systéme de preuves que 'on appellera déduction naturelle
intuitionniste. Dans le chapitre 0, on a donné une notion de vérité. On a maintenant donné une
notion de preuve. On souhaite maintenant montrer le séquent @ - pV —p, nommé tiers exclu :la
variable p est, soit vrai, soit fausse. Avec le systéme de preuve actuel, on ne peut pas le montrer.
Mais, on a bien & |= p V —p, car pour tout environment propositionnel p, [p V —p]? = V. D’ou

la remarque suivante.

REMARQUE :
Ce systéeme de preuve n’est pas complet vis a vis de la sémantique de la logique proposi-
tionnelle : on ne peut pas prouver le séquent @ - pV—p malgré son caractere tautologique.

ExXEMPLE :
De plus, montrons le rés1%}tat : 1l existe deux irrationnels x et y tels que z¥ soit rationnel.
S ; B e . AL e :
On considere lo%/reel V2V 7. S est rationnel, la preuve est terminée. S'il ne l'est pas,
2 5 e -
notons z = v/2" ", et on remarque que V2 = 2. Dans cette preuve, on utilise le tiers
exclu : x est soit rationnel, soit irrationnel.

Ainsi, la déduction naturelle classique est le systeme de preuve obtenue en ajoutant la regle

suivante :
————— TE
I'EGvV -G :

La déduction naturelle classique est un systéme de preuve complet.

ExempLE (preuve en déduction naturelle classique) :
Montrons le séquent @ = ——p — p. Une preuve de ce séquent n’était pas possible en
déduction naturelle intuitionniste, mais elle est possible en déduction naturelle classique



a laide de la reégle du tiers exclu TE.

Ax
——p,pk —p ——p,pkp e
———
TE Ax TP e
——pkpV-p —-—p,ptp —=p,~pkp Ve

-—phkp

— i
GFE-—p—p

ExempLE (preuve en dédution naturelle intuitionniste) :
On montre maintenant I'implication inverse. S’il existe une preuve en déduction natu-
relle intuitionniste, elle reste valide dans le systéme de preuve de la déduction naturelle

classique.

Ax Ax

p,mpkp p,—p bk —p e

p,pkL .

— 1
pk--p

Fp— (=p)

—1

ExeMPLE :
On prouve le séquent introductif @ + ((p — ¢) A (¢ — r)) = (p — ), a laide le la
déduction naturelle intuitionniste. On nomme I" I'ensemble p, (p — q) A (¢ — 7).

s LFe—=an@—r)
I't(p—=qgN(g—r) I'Fp—gq I'kp
Ne,d —e
I'Fq—r I'tgq
pp—a)AN(@—r)Er

P—=9A(@=r)Fp—=r

sE((p=q)A(@—r)—=(—T)

ExEMPLE :
Toujours en déduction naturelle intuitionniste, on prouve le séquent
2+ (p—q) — (~g— —p).

Ax Ax

Ax P, —q,p—+qkEp—q p,—¢,p—>qkp
_>

P, ¢, p — g g pﬁq,p—ﬂquﬁe

p,mg,p—>qt L 4

—¢,p —>qt —p
p—+qk—q—-p
F®—q) — (~g— —p)

€

—1
—1

Théoreme: La déduction naturelle classique (respectivement intuitionniste) est cor-
recte.

Preuve :
Par induction (longue) sur I'arbre de preuves (c.f. plus haut). O




Corollaire: Pour prouver I' |= G, il suffit de construire un arbre de preuve de I" - G.

REMARQUE :
On aurait pu définir la déduction naturelle classique en ajoutant une des deux regles
suivantes plutot que le tiers exclus :

I+ --G r-G~F L

Tra T g A

EXERCICE :
Refaire les preuves du séquent @ - ——p — p avec les regles ——e, et Abs.

2 Lalogique du premier ordre

On veut rajouter a la déduction naturelle des quantificateurs, tels que V ou 3. On considére

la formule
G =V, (((z>0)/\(3y, z=y+1)) v(a::O)).

Cette formule peut étre représentée sous forme d’arbre syntaxique, comme celui ci-dessous.

VY

<
juy

Ficure 1 — Arbre syntaxique de la formule G = Vz, (((x >0)A3y, z=y+1)V(z= 0))

2.1 Syntaxe de la logique du premier ordre

Définition: On appelle signature du premier ordre la donnée de deux ensembles S
et @ﬂ Ces symboles viennent avec une notion d’arité

a:SUP — IN.

On appelle I'ensemble des constantes la sous-partie des éléments c de S telle que a(c) = 0.
Les autres symboles, non constantes, sont appelés fonctions. On appelle % 'ensemble des

1. Abs correspond a absurde



prédicats. On a toujours SN P = .

Définition: Etant donné un ensemble § de symboles de fonctions et de constantes, et
un ensemble ¥ de variables, on définit inductivement I'ensemble des termes sur S et 7/,
typographié 7 (S,7), par

— sifeS, ettr,ta,... tap € (T(S, 7)), alors f(t1,t2,. .., fa(s)) €T (S, ).

ExEMPLE :

Sis§={+,—,0},aveca(+) =2,a(—) = 1E|et a(0) =0;81Y D {z,v, 2}, alors
— —(2)
— 0

— +(z—(+(0))

sont des termes.

Définition (Logique du premier ordre): Etant donné une signature du premier ordre
(8, %), et un ensemble 7 de variables, on définit 'ensemble des formules des formules
de la logique du premier ordre typographié (S, %, %), par induction

— siPeP,etta,...,tqp) € (?7(8,7/))“(})), alors P(t1,...,tqp)) € F(S,P,);

— 1L, TeFS,2,7);

— 51 (G, H) € F(S,P,7)?, alors

GAHEFS,P,%), G— HeFS,P,%7), -G € F(S,P,V);
GV HEF(S,P,%), G o He%FS,P,%7),
— Siz eV etG e F(S,P,7), alors
(Vz, G) € F(S,P, V) 3z, G) € F(S, P, V).

On note un symbole 4 avec son arité a(4) = 2 comme +(2).
ExXEMPLE :
En choisissant = {>(2),=(2)}, S = {+(2),0(0),1(0)} et ¥ O {z,y}, on peut alors

construire la formule de 'exemple précédent :

G =Vz, (((m>0)/\(3y, z:y—i—l))\/(z:O)).

Codons le en OCamL, comme montré ci-dessous.

type symbole_arite = string * int

symbole_terme: symbole_arite list;

1

2

3 | type signature = {

4

5 symbole_predicat: symbole_arite list

2. § est 'ensemble des symboles utilisés pour construire des termes; % est 'ensemble des symboles utilisés
pour passer du monde des termes pour passer au monde des formules.
3. il ’agit du ‘—’ dans 'expression —z.



}

type var = string

10 | type terme =

11 | V of var

12 | T of symbole_arite * (terme list)

14 | (* Quelques exemples *)

T(("0", 0), [1);
T(("1", 0), [1);

16 [ let ex0
17 | let ex1
18 [ let ex2
19 TC("+", 2), [

20 v(i"x"),

21 T(("-", 1), [

22 T(("+", 2), [

23 v('z"),

24 T(("o", 0), [1)
25 1)

26 1)

27 D)

29 | (* Definissons la logique du ler ordre *)

31 | type po_logique =

Forall of var * po_logique
Exists of var * po_logique

32 | Pred of symbole_arite * (terme list)
33 | Top | Bottom
34 | And of po_logique * po_logique
35 | Or of po_logique * po_logique
36 | Imp of po_logique * po_logique
37 | Equiv of po_logique * po_logique
38 | Not of po_logique
I
I

CopE 1 — Définition des formules de premier ordre en OCamL

On définit, dans la suite de cette section, 'introduction et I’élimination de V et 3. Mais, nous
devons réaliser des substitutions, et c’est ce que nous allons faire dans le reste de cette sous-
section.

Définition: On définit vars inductivement sur J (S,7') par :
— siz € V, vars(z) = {z};
n

— vars(f(t1,...,tn)) = U vars(t;).

=1

Définition : On définit inductivement deux fonctions

FV:%(8,2,%) — o@)f BV : F(S,2,%) — ()]
par
— FV(T) =g, — FV(P(t1,...,tn)) = U?:l vars(t;),
— FV(L) =g, — FV(=G) = FV(G),
— FV(G @ H) = FV(@) u Fv(E)  — FV(Vz, G) =FV(G)\ {z},
avec © € {A,V,—=, <}, — FV(3z, G) = FV(G) \ {z},
et

10



— BV(T) = — BV(G ® H) = BV(G) U BV(H)

— BV(L) = avec ® € {A,V,—, <},

— BV(P(tl, .. tn)) =g, — BV(Vz, G) = BV(G) U {z},

— BV(-G) = BV(G) — BV(3z, G) = BV(G) U {z},
EXEMPLE :

A faire : Inclure exemple. BV(F) = {x,y} et FV(F) = {y, z}.

Définition (a-renommage) : On appelle a-renommage 'opération consistant & renom-
mer les occurrences liées des variables dans une formule.

ExXEMPLE :
On considere la formule

(Vw, P(X)) A (Vw, Yy, Q(z,z + y))

Elle a pour a-renommage les formules
— (Vm, P(w)) (Vx Yy, Q(z,x + y)) ;
(VZ, P(z)) (Vm Yy, Q(z,x + y)) ;
— (Vz, P(z)) (Vz, Yy, Q(z, 2 +y)) ;
(Vz, P(2)) A (Vz, Vz, Q(z,x + 2));

3 3 3 B

2.2 Substitution

Définition (Substitution): Une substitution est une fonction de ¥ — J(S,7) qui
est 'identité partout, sauf sur un nombre fini de variables que 'on appelle clé de cette
substitution.

ExXEMPLE :
On considere la substitution

o: Y —9(S,7)
y+y siz=y
T

T +— .
simon.

L’ensemble des clés de cette substitution sont {y}; en effet, o(y) =y + y, et o(z) = =.

Définition (Application d’'une substitution 2 un terme): Etant donné une substitution
o, on définit inductivement la fonction

o] : T(E, V) —s T(S, %)
t — tlo]

5. FV : free variable, variable libre
5. BV : bound variable, variable liée

11




par
— zfo] =o(z) avecx € V;

— (f(t1,.. - tn))[o] = f(talo], - - - talo]).

Définition (Application d’une substitution a une formule) : Etant donné une substitu-
tion o, on définit inductivement ’application de la substitution o & une formule par

— Tlo]=T; avec © € {V,\, =, < };

— do]=1; — (=G)lo] = ~(Glo]);

— P(t1,...,tn)[o] = P(t1[o],...,ta[o]); — (Vz, G)[o] = Vz, G[o[z — z]]
— (Ge H)[o] = Glo] ® Ho] — (3=, G)[o] = 3z, Glo[z — ]|

/\ On s’assurera que les variables apparaissent dans 'espace image de la substitu-
tion o n'intersecte pas avec les variables liées de G lors du calcul de G[o]. Ce peut-étre
assuré au moyen du a-renommage.

ExXEMPLE :
On consideére la formule P(z,y) A (Vz, Q(z,y)). On applique la substitution o : (z —
T +y, y+—0).

A A

ANEVAN

P Vz P  Vz
z Yy Q + 0 Q
NN

Ficure 2 — Arbre de syntaxe de la formule P(z,y) A (Vz, Q(z,v)), application de la
substitution o = (z — z 4+ y, y — 0)

EXEMPLE :
On considére la méme formule, et la substitution o : (y — = 4 ).

12




AN A
A i

@ Y

A

Z oy
B @
formule originale  substitution sans a-renommage  substitution aprés a-renommage

Ficure 3 — Arbre de syntaxe de la formule P(z,y) A (Vz, Q(z,y)), application de la
substitution o = (y — z + z) directement et avec a-renommage

2.3 Extension au premier ordre de la déduction naturelle

On ajoute les regles suivantes.

SymMBOLE | REGLE D'INTRODUCTION REGLE D’ELIMINATION
G . I'tEVz, G
LT E A et S B
v I'tvz, G I'tG[(z — )]
z & FV(I") vars(t) N BV(G) = @
M3z, H T,HFG
kGl —t) ‘ Je
3 T I'-G
'3z, G

z € FV(I') UFV(G)

TaBLE 3 — Extension au premier ordre de la déduction naturelle

EXEMPLE :
Vz, P(0,z) - Vz, P(0,z)
vz, P(0,z) - P(0,1)
vz, P(0,z) -3y, P(y,1)
= (Vz, P(O,:c)) — (Ely7 P(y,l))
EXEMPLE :

Ax
Vz, P(x) b Vz, P(z) o
Vz, P(x) F P(x)
Vz, P(x) F 3z, P(x)
= (Vz, P(CC)) — (Hx, P(a:))

13




EXEMPLE :
On pose F1 = 3z, P(z) et Fo = Vz, Yy, (P(x) — Q(y))

Ax
I, P(z) > Q(y), P(z) - P(z) = Q(y) I, P(z) - P(x)
e Fy, F», P(x), (Jy P(z) = Qy)), P(z) » Q(y) - Q(y)
1
Fy, Fa, P(z) F 3y, P(z) —» Qy) F 3y, P(z) - Qy) Fy, Py, P(x), (3y P(z) — Qy)), P(z) — Q(y) - Jy, Qy) o

—e

o+ 3z, (B(z) = Vy, B(y))

Fi, F>, P(z), 3y P(z) = Q(y)) F 32, Q(2) L Fy, F», P(z) - Yz, 3y, P(z) —|Q(y) :jx
i e
. Fi, Fp, P(2) b (Jy P(z) = Qy)) — (32, Q(2)) Fy, F, P(z) F 3y, P(z) = Qy) N
€
Fy, Pyl 3z, P(z) Fy, F, P(z) - 3z, Q(2) =
Jz, P(z);Vz, Jy, (P(z) — Q(y)) 3z, Q(2)
ExempLE (Paradoxe du buveur) :
On pose ¢ = Jz, - B(x).
=
N Ax
—(3z, ~B(z)), B(x),~B(y) F ~B(y)  _
Ax Ax =]
¢,—B(z), B(z) F B(z) 0, —B(z), B(z) F ~B(z) —(3z, =B(x)), B(x),~B(y) - =(3z, -B()) ~(32, ~B(x)), B(z),~B(y) - 3z, ~B(x) |
»,~B(z), B(z) - L =(3z, =B(z)), B(z), ~B(y) F L
e
o Bl ) =V B —(3z, =B(z)), B(z) F B(y)
i »,mB(z) - B(z) — Yy, B(y) 3% -y, B(z) - Yy, B(y)
w4 Fe ¢, ~B(z) - 3z, (B(z) = Vy, B(y)) o —¢ = B(z) - Vy, B(y) "
GFeV-p ¢+ 3z, (B(z) = vy, B(y)) —p + 3z, (B(z) = Vy, B(y)) Ve




Théoreme: L’ajout des quatre régles précédentes a la déduction naturelle, intuition-
niste ou classique, maintient sa correction. O

ReEMARQUE (Hors-PROGRAMME) :
L’ajout de ces regles maintient également sa complétude vis-a-vis de la logique classique.

2.4 Regles dérivées

On définit de maniére informelle la notion de régle dérivée comme des régles que l'on peut
obtenir comme combinaison des régles déja existantes.

ExXEMPLE :
On considére la régle nommée TE’ définie comme

IHFG TI,-HFG
FE@

TE'.
Elle se dérive des regles TE et Ve :

—— Ax
I'-HvV-H I'H-G I''-HFG
I'EG

Ve’

REMARQUE :
Si I' - G est prouvable, et si I' C I/, alors I/ - G est prouvable. On ajoute donc parfois
une regle dit d’effaiblissement, définie comme

/
F'_GAff

r'cr.
I'EG

2.5 Sémantique

On considere la formule défini par l'arbre de syntaxe suivant. Ona & = {P(1),Q(1)}, S =
{©(2),0(0),1(0), 6(3)} et ¥ 2 {z,y, z}.

15



A

Q =
|
S} P
/N |
i y z D
A
6 x
Ficure 4 — Arbre de syntaxe exemple

Pour interpréter une formule de la logique du premier ordre, on doit définir le “monde” des

variables, leur valeur, la valeur d’'une constante et d’'une fonction, la valeur des prédicats, et le
sens des quantificateurs.

Définition (Domaine) :

On appelle domaine d’interprétation des termes un ensemble
non vide M.

EXEMPLE :

On peut choisir M =R, ouM =N, M=Z, M=BouM =9(S,7).

Dans toute la suite de cette section, on fixe les ensembles S, ¥ et P.

Définition (Environnement de variables) :

On appelle environnement de variable sur
V' C U une fonction

p:V — M.

ExempLE :
On a par exemple p = (z +— 3).

Définition (Structure d’interprétation): On appelle structure d’interprétation la don-
née de
— un domaine M ;
— une fonction fM : M%) —; M pour chaque symbole f € §;
— une fonction PM : M*(P) — B pour chaque symbole P € 9.

On typographie une telle structure M.
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ExEmPLE :
Sis={P(2),5(2)}, 2 ={Q(2),5(2)}, et M = IN, alors on définit les fonctions

QY :N* — B
oM N — N

V sin<m
(n,m) — .
(m,n) — m+n, F  sinon,
et
M . g2
" N — N oM :N? B

n—m sin>m V sin=
(n,m) — {0 sinon (n,m) — { s? e

’ F  sinon.

Définition : On définit la fonction eval prenant en argument
— un terme ¢,
— une structure d’interprétation,
— un environnement sur au moins les variables de ¢,

et s’évaluant dans M, telle que eval(z, M, u) = u(z) avec z € 7, et que

eVal(f(t17t27 ce- 7ta(f))7M: lu’)
=fM(eval(t1, M, p), eval(ty, M, p), ..., eval(te sy, M, 1))

EXEMPLE :
Avec la structure précédente, on a

eval (& (2, 6(z,9)), M, (@ = L,y = 2)) = & (u(2), & (u(a), n(y)) )

Définition (Interprétation des formules): On définit inductivement [-]** comme
— [T+ =v;
— [LM* =F;
— [~G]M# =[Gk
— [GAH =[G+ - [H]M*;
— GV HP =[GV + [H]M
— [G — HJM = [GIV% + [H]M;
— [G & H]Y ¥ = ([GPT# + [H]**) - ([H]P# + [G]**);
— [[P(t17 R ta(p))] Mu _ pM (eval(tl, M, p), ..., eval(tqpy, M, ,u)) ;
— [3a, GﬂMaH = < [[GHM,H[mHvz] ;
vy EM
— [Va, GEM)N = 0 [[G]]M,u[rﬁvm],
vy EM
ouondéfinit + B=V <= VeERB,et e B=F < Fec BavecB C{V,F}.
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ExXEMPLE :

On pose § = {&(2), 2(0)}, ? = {©(2), ©(2)}, et
G = Vz, <3y, <3z, S(z, 8y, 2)) A (2, Z)))

On considere la structure M définie comme donnée de M = IN, &M = 4+, ZzM — o,
M =<, et ©M =« = . Ainsi,

0= o (4 (F toro Tom)),

vzEN vy€N v €N

ot 'on définit 1 comme V si G est vrai, et F sinon. Pour v, = 0, alors, pour tous vy, € IN
etv; € Nyonaly,—y,+v, - Ly,=0 = F. Ainsi, [G]M# = F. A faire : cas ou M = Z

Définition: Une formule G de la logique du premier ordre est dite satisfiable dés lors
qu’il existe une structure M, et un environnement de variables y tel que [G]M:# = V.

Une structure M est dit modéle de G dés lors que, pour tout environnement de va-
riables p, on a [G]M# = V.

Une formule G de la logique du premier ordre est dite valide dés lors que pour toute
structure M, et tout environnement de variables y, on a [G]M:#* = V.

Etant donné deux formules G et H, on dit que H est conséquence sémantique de G dés
lors que, pour toute structure M et environnement de variables , si [G]*:# = V, alors
[H]:# = V.Onle note G = H.

On dit que deux formules G et H sont équivalentes dés lors que, G = H et H = G. On
le note G = H.

Remarque: — Une formule est dit close dés lors que FV(H) = @.

— Une formule de ma forme P(t1,t2, ..., tq(p)) est appelée formule atomique ou pré-
dicat atomique.

— Si FV(G) = {z1,...,zn}, la formule Vz1,...,Vz,, G est appelée cloture univer-
selle de G. La formule 3x1,...,3z,, G est appelée cloture existentielle de G.
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3 Synthese du chapitre

SYMBOLE ‘ REGLE D'INTRODUCTION REGLE D’ELIMINATION
Ti
T I'FT
1L F'_J‘J_e
r-aG
IGF L ; I'+-G ' -G —
'+ -G '+ _1
I'GrFH I'-H — G I'-H
— _— 1 —e
I'-G—H I'EG
A I'+-aG Fl—H/\i F}_G/\H/\e,g F)—G’/\HAe’d
I'-rGNH I'EG I'-H
e . I'+-H . I'-AVB INAFG I''BFG
vV ——  Vig —— — Vvid Ve
I'rGVH I'FGVH I'+-G
ek

TaBLE 4 — Reégles d’'introduction et d’élimination

TE | I'F -G
I'-GvV-G T'EQ B

I'-GF L
—e | =L — "~ Abs
I'tG

TaBrLE 5 — Déduction naturelle classique

SyMBOLE | REGLE D'INTRODUCTION

REGLE D’ELIMINATION

Jal e I'EVz, G
v I'HVz, G I'kG[(z — )]
z & FV(I") vars(t) N BV(G) = @
'3z, H T,HF
. '+ G~ t)] - HEG o
- 5 r'-G
'3z, G
z & FV(I) UFV(Q)

TaBLE 6 — Extension au premier ordre de la déduction naturelle
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