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g}, U CHAPITRE 1, on s’est intéressé aux langages réguliers, et aux automates qui est un mo-

dele de calcul relativement simple. Dans ce chapitre, on s’'intéresse & un modele plus
puissant : un ordinateur, on va notamment re-définir la notion de probléme. Le choix classique
de définition d’un ordinateur n’est pas celui qui a été choisi au programme : un programme
OCamL.

0 Remarques mathématiques

Définition : Etant donné une relation % sur € x %, on dit que & est
— totale a gauche dés lors que Ve € €, 3f € F, (e, f) € R;

— déterministe dés lors que Ve € 6, V(f, f') € F2,si (e, f) € R et (e, f') € R,
alors f = f'.

Définition : On appelle fonction totale de € dans F une relation sur € x F déterministe
et totale a gauche.

Définition : On appelle fonction partielle de € dans F une relation sur € x F détermi-

niste. On note alors
def(f) = {z €% |y e F, (z.1) € f}.

REMARQUE :
Soit f une fonction partielle de € dans F tel que [] € %, alors on peut completer f en une
fonction totale de € dans & U {{J} de la maniére suivante :

fi8—Fu{O}

- {f(z) siz € def(f)

] sinon.

1 Problémes

Définition : Etant donnés un ensemble d’entrée €, un ensemble de sortie S, on appelle
probléme sur € x S une relation ERElsur € x S totale a gauche.

EXEMPLE :
Le probleme
Entrée :ncIN

Sortie : n est-il premier?

PrIME : {

est donc défini comme

Prive = {(0, F), (1, F),(2,V),(3,V), (4, F),(5,V),...} CIN x B.

ExXEMPLE :

1. Cest 'ensemble des liens entrées/sorties




Le probleme
Fixon - Entrée : un tableau 7" contenant au moins un 0
0" \Sortie :ic N telqueT[i]=0

est donc défini comme

Fioo = { (110, 1,111,0), ([0, 1,0[},0), ({10, 1,01},2). ... }.

REMARQUE :
De la méme maniére qu'en mathématiques, on n’écrit pas {(0,1), (1,2), (2,3), ... } mais
z — = + 1, en informatique, on préfere la notation sous forme de probléeme.

REMARQUE :
On précisera, en cas d’ambigiiité la représentation choisie pour les entrées.

EXEMPLE :
Les deux problemes

Entrée :n sous forme décomposée en facteurs premiers
Sortie : n est-il premier?

et
{Entrée : n en base 2

Sortie : n est-il premier?

sont différents.

REMARQUE :
Lorsque ce n’est pas précisé, dans la suite du cours, les entiers sont représentés en base
2.

EXEMPLE :
Dans le probleme

Entrée : L; et Lo deux langages réguliers
Sortie :L; = Lo,

on doit préciser la représentation de L1 et Lo.

Définition : On appelle probléme de décision un probléme a valeurs dans B détermi-
niste.

ExeMPpLE :
Par exemple, le probleme PriME est un probléeme de décision.




Remarque (Notation) :

Lorsque @ est un probléme, on note € son espace d’entrée, et Sg son espace de sortie.
De plus, si Q est un probleme de décision, on note QT = {e € € | (e,V) € Q} et
Q- ={e€%y | (e, F) € Q}. {Q",Q} est une partition de €g.

2 Décidabilité
La définition d’un algorithme comme une suite finie d’instruction élémentaire, nous montre
que 'ensemble d’algorithmes est dénombrable.ﬂ Mais, 'ensemble de probléemes est indénom-

brable. En effet, pour = € [0, 1], on définit le probleme

Brr. - Entrée :n €N
* Sortie :le n-iéme bit de z.

Et, comme [0, 1[ n’est pas dénombrable, 'ensemble des problemes ne l’est pas non plus.

2.1 Modeles de calcul

Définition: On appellera modéle de calcul la donnée d'un ensemble de machines

— qu’il est possible d’exécuter sur des entrées;

— qui peuvent ou pas retourner une réponse.

ExXEMPLE :
Les automates déterministes qu’il est possible d’exécution sur une entrée w € X*, obte-
nant ainsi un booléen b € BB, est un modele de calcul.

Dans ce chapitre, notre modeéle de calcul sera 'ensemble des fonction OCamr ayant pour
type string — string qu’il est possible d’exécuter, qui peuvent donner un réponse ou non
(boucle infinie, erreur).

REMARQUE :
On se place dans un monde d’exécution idéal : mémoire infinie.

ExXEMPLE :
On reprend le probléeme Prime. On code, sous forme de fonction OCamr, la machine ci-
dessous. Elle répond au probleme PrimE.

1 | let est_premier (s: string) : string =
2 let n = int_of_string s in
3 if n <= 1 then "false"
4 else

5 let i = ref 2 in

6 let i_sq = ref 4 in

7 let compose = ref false in

8 while not !compose && 'i_sq <= n do

9 if n mod !i = 0 then compose := true
10 else i_sq := !'i_sq + 2 * !i + 1;

11 i = 1i + 1;

12 done ;

13 string_of_bool(not !compose)

2. en bijection avec IN
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Copk 1 — Machine décidant le probléeme PrivME

Remarque (Notation) :
Dans la suite, lorsque /4 est une machine, et w € string, on notera

— w — w' silexécution de M sur w conduit & w’ € string.
A

— w — O si 'exécution de J sur w conduit a une erreur.
Al

Dans la suite de ce chapitre, on fixe X' = char et donc X* = string.

REMARQUE :

On pourra, dans la suite, généraliser la signature de nos machines a un type € — F des
lors qu’on exhibe une fonction de sérialisation ¢ : € — X* inversible (sur son espace
image) injective : avec ¢ : € — X* et g : F — Y*, on a

1 let ma_super_fonction (e: €) : F =
2

let ma_fonction (s: string) : string =

3
4 wg(ma_super_fonction(wgl(s))) H

Cobk 2 — Généralisation des machines ayant pour entrée un ensemble € et sortie F

2.2 Décidabilité

Définition : Une fonction partielle f : € — S est dite calculée par une machine Jl des

lors que
Ve € def(f), e 7 f(e).

On dit alors d’une telle fonction qu’elle est calculable.

REMARQUE :
Cette définition ne spécifie aucunement le comportement de /i sur une entrée e ¢ def(f).

ExEMmPLE :
Considérons la fonction partielle \/~ : Z — Z telle que def(y/ ) = {p? | p € N}, et \/z
est 'unique y € IN tel que y° = .

let sqrt (m: int): int =

2 if m < 0 then -1

else

4 begin

5 let i = ref 0 in

6 let i_sq = ref 0 in

while !i_sq <> n do
i_sq := l!i_sq + 2 * li + 1;

9 i = t1i + 1;

10 done;

11 i

12 end

Copk 3 — Machine calculant la fonction /




— Pourn< 0,onan — —1.
A
— Pour n > 0 qui n’est pas un carré, n — O.
a

— Pour n > 0 qui est un carré,n — /n.
a

Ainsi, y/ est calculable.

Définition : Etant donné qu’un probleme de décision Q est un cas particulier de fonc-
tion totale €5 — B, on dit que @ est décidé par une machine ./l dées lors que

Ve € €q, (e€Q+<:>e—>V et eEQ_<:>e—>F).
A a

On dit alors que ce probleme Q est décidable.

EXEMPLE :
On consideére le probleme

Entrée : un tableau T
Existg : : ) )
{Sortle :3i e N, T[i| = 07.
La machine ci-dessous décide le probléme Existg.

1 | exception OK

2

3 | let existe (t: int array) : bool =

4 try

5 for i = 0 to (Array.length t) - 1 do

6 if t.(i) = 0 then

7 raise 0K

8 done;

9 false

10 with

11 | 0K -> true

Cobk 4 — Machine décide le probleme ExistEg

2.3 Langages et problemes de décision

Les notions de langages et problemes de décision d’entrée X* coincident. En effet, 4 un lan-
gage L C X*, on associe le probléme de décision

Entrée :we XY*

APPARTIENT], :
L {Sortie cweLT.

On a alors (ApparTienT;, )T = L. Réciproquement, & un probléme de décision @) d’entrées X*,
on associe le langage Q.

Définition: Un langage L est dit décidable lorsque le probleme ApparTiENT;, est déci-
dable.

Définition : Etant donné une machine il de type string — bool, on appelle langage




de /L, que I'on note £ (M), 'ensemble

*
{wex |w7V}.

REMARQUE :
£ (At) n’est pas le complémentaire de {w € X* | w - F}. En effet, il peut exister

weZ*telquewIO.

Propriété: Un langage L est décidable si, et seulement si L est le langage d'une ma-
chine J telle que Vw € X*, w — V ouw — F.
A A

Propriété: Tout langage régulier est décidable.

Preuve :
Soit L un langage régulier. Montrons que L est décidable. On utilise alors la fonction OCamL suivante de
reconnaissance d'un mot dans un automate (que I'on a déja codé en tp). O

Propriété (stabilité des langages décidables): Un langage décidable est stable par
1. union;
2. intersection;

3. complémentaire.

Preuve : 1. Soient L, et L, deux langages décidables. Montrons que L; U Lo est décidable. Soit
decide; : string — bool la fonction décidant le langage L,.[|Soit decides : string — bool
la fonction décidant du langage Lo. On construit alors la fonction

1 [ let decide (w : string) : bool =
2 (decide; w) || (decides w)

Cobk 5 — Fonction OCamrreconnaissant I'union de deux langages décidables

REMARQUE :
& est décidable (par fun s -> false); X* est décidable (par fun s -> true).

2.4 Sérialisation

Définition : Etant donné un type OCamL t, on appelle sérialisation calculable de ce
type t, la donnée d’une fonction £ OCamL de type t — string qui soit telle que

— pour tout e : t, (f e) est bien parenthésée;
— £ est injective;
— la réciproque de £ (définie sur Im(f)) est définissable en OCamL.

3. le.Vw € X", w € L1 <= decide; (w) = true



ExXEMPLE :
Le type int est sérialisable par la fonction string_of_int.

Propriété: Soit t, et tp deux types OCamL sérialisables, alors le type ta * tp est séria-
lisable.

Preuve :
Soit . et ¢y les fonctions de sérialisation des types t, et t,. On définit alors la fonction

1 [ let ¢ ((a,b): ta * tp) =
" (ﬂ - (*Qa (l) - H) B (II - (H—”'b b) - H) "

Cobk 6 — Fonction OCamL sérialisant le produit cartésien de deux types sérialisables

On remarque que
—  est a valeur dans les chaines de caracteres bien parenthésées;
—  est injective (par identification de parentheses et injectivité de ¢, et oy);

— la réciproque de ¢ est décidable en OCamL (preuve a faire en OCamr).

REMARQUE :
Une programme OCamMmL est trivialement sérialisable : c’est déja une chaine de caractéeres.

ExXEMPLE :
La sérialisation de la fonction

let rec fact (n : int) : int =
if n = 0 then 1
else n * (fact (n-1))

o R

Cobk 7 — Fonction factorielle en OCamL

est la chaine de caractere

i || PG uEeELReEE W (i 8 ikt ) w8 w G uE
2 [ uuifyn,=,0,then 1
3 | huelseyny*,,(fact, ,(n-1))".

2.5 Machine universelle

Soit I'ensemble 6 des chaines de caractéres qui sont des sérialisations de programme OCamL

valide.

ExXEMPLE :
La sérialisation de la fonction fact trouvée précédemment est un élément de 6. Mais,
“let” & 6.




Définition : Soit la fonction interprete : 6 x X* — X* définie par

w' tel que w — w’
interprete(Jl,w) = M
non défini sinon.

Théoreme: La fonction interprete est calculable. On appelle machine universelle un
programme OCamL la calculant.

Preuve :
On considére utop ou WinCaml. O

De méme, considérons le probléeme suivant

Entrée : M cO,we XY* nelN
Sortie : M se termine-t-elle sur w en moins de n étapes élémentaires ?

Ce probleme est décidable.

2.6 Théoréme de PARRET

Dans cette sous-section, on considére le probleme
Entré M €O 2
ARRﬁT:{ ntrée €O, weE

Sortie : M sarréte-t-elle sur w.[f

Théoreme: Le probléeme Arrir est indécidable.

Preuve :

Par I'absurde : supposons Arrét décidable. Soit arret : string — bool prenant en argument une chaine de
caracteres qui est la sérialisation d'un couple M code d’'une machine (M C X*), et w € X*, et retournant
true si et seulement si M s’arréte sur I'entrée w. Si 'entrée n’est pas une sérialisation convenable, on
retourne false. On crée le programme suivant

1 | let paradoxe (w : string) : bool =

2 if arret (serialise_couple w w) then
3 (while true do () dome; true)

4 else false

CopEk 8 — Programme paradoxe prouvant que le probleme ArriT est indécidable

ou serialise_couple est une fonction sérialisant un couple avec 'algorithme trouvé précédemment. Soit
Sparadoxe 12 sérialisation de la fonction paradoxe.

Quid de (paradoxe Sparadoxe) : S0it ¢ = (serialise_couple Sparadoxe Sparadoxe). Lia chaine c est donc la
sérialisation d'un couple dont la premiére composante est le code de la fonction paradoxe. De plus, arret
se termine sur toute entrée.

— Si (arret ¢) = false, alors on va dans la branche else et 'exécution de paradoxe sur Sparadoxe
termine. Mais, comme (arret c¢) = false, paradoxe ne se termine pas sur Sparadoxe-

— Si (arret ¢) = true, alors on va dans la branche then, et donc (paradoxe Sparadoxe) N€ S€ termine
pas. Mais, comme (arret c) = true, alors (paradoxe Sparadoxe) S€ termine.

On en conclut que le probléeme Arrer est indécidable. O

4. je 37 € X%, w — w’
M




Corollaire : Il existe des problemes indécidables.

2.7 Réduction

e fw) ) fw) eRY > we gt

Ficure 1 — Structure d’'un sous-probleme

Définition: Soit Q et R deux problemes de décision. On dit que Q se réduit au probléme
R sl existe f : €g — € totale et calculable, telle que

we QT «— f(w)ERT.

On note alors Q < R.

Propriété: SiQ < R, et que R est décidable, alors Q est décidable.

Preuve :
Soit decider : string — bool décidant R i.e. (decider w) = true <= w € RT. Soit f : €Q — 6r
totale calculable, telle que w € QT <= f(w) € R™. On doit coder la fonction suivante.

1
2

let decideg (w: string) : bool =
(decider (f w))

Copk 9 — Fonction décidant un sous-probléme

La fonction decideq décide bien le probleme Q. En effet,
(decideg w) = true <= (decider (f w))
<~ (fw) e R"

— weQr.

Corollaire: Si @ < R, et Q non décidable, alors R non décidable.

EXEMPLE :
On consideére le probleme

Entrée : M €0

NonV: g
onviDE {Sortie LM £ D7

Le probléme NonVipE est indécidable.
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EXEMPLE :

Les problemes
Entrée : M; et M> deux machines
{Sortie :Z(My) UZL(Mp) = X*

et

Entrée : M; et M5 deux machines
Sortie :ZL(Mi)NL(M2) =9

sont indécidables.

Propriété: La relation < est un pré-ordre :
— < est réflective;

— < est transitive.

Preuve :
Soit @ un probleme de décision.

— @ < Q par la fonction identité, qui est totale et calculable.

— Soient @, R et S trois problemes de décision tels que @ <X Ret R < S. Soit donc f; la réduction
de Q a R, et f> laréductionde Ra S. Soit f = fao f1 : 69 — €s. La fonction f est totale comme
composée de fonctions totales, f est calculable comme composée de fonctions calculables. De plus,

Ve €€q, fle) € ST «— fa(fi(e)) € ST
<~ fi(e) € RT

— ecQt

3 Classe P et NP

Pour répondre & un probléme, on peut le résoudre par des algorithmes plus ou moins rapides.
Mais, l'objectif de cette section est de montrer que certains problémes ne peuvent se résoudre
que par des algorithmes lents, et que I'on ne peut pas faire mieux.

Définition: Le modele de calcul impose une représentation des entrées par chaines de
caracteres. Cela induit donc une notion de taille d’entrée, qui est la longueur de la chaine
de caracteres.

3.1 Complexité d’'une machine

Définition : Etant donné une machine .l et une entrée w € X*, on note C(w) le
nombre d’opérations élémentaires effectuées lors de 'appel de . sur w. Lorsque w — O,
on définit C = +4o0. a

Pour n € N, on définit alors

CM = max{C*"(w) | w € Z"}.

REMARQUE : -
Ona,Vn €N, C# € N=INU {+oc}.

11



Définition: Soit f : IN — IN une fonction totale et calculable. On note TiME(f) I'en-
semble des machines ./l telles que

— I s’arréte sur toute entrée;
— (Ci) nen =0((F (M) en)-

3.2 ClasseP

Définition: On dit d'une machine /Il qu’elle est de complexité polynémiale dés lors qu’il
existe k € IN tel que .l € TMe(n"®).

Définition: On dit d'une fonction (partielle ou non), qu’elle est calculable en temps
polynémial des lors qu’il existe une machine /i de complexité polynomiale la calculant.

ExemprLe: — lidentité (n — n)

— la fonction successeur (n — n + 1)

Propriété: Lacomposée de deux fonctions totales calculables en temps polynomial est
une fonction totale calculable en temps polynomial.

Preuve :
Soient f; et fo deux telles fonctions. Soit donc calcule; : string — string et calcules : string —
string calculant respectivement f; et f>. On pose la fonction ci-dessous

1 |1et calcul s = calcule; (calcules s)

Copk 10 — Machine calculant la composée en temps polynémial

dont le nombre d’opérations élémentaires est
caleul de £, (s)
N

C(s) = C2(s) + C' (f2()) + L

calcul de f5 (s) composée

Or, la fabrication d'une chaine de caracteres de taille n nécessite au moins n opérations élémentaires. Soit
p1 € Netps € IN tels que la complexité de calcule; est O(n”!) et la complexité de calcules est O(nP?).
On a donc, pour tout w € X avec |w| = n, que | fa(w)| = 6(nP?) Par composition des 0, on a que

C(s) = 6(Is|” 7).

REMARQUE :

Dans la preuve précédente, l'ordre du polynéme change. En effet, 1a composée de deux
programmes en O(n?) est un 6(n*). L'espace des fonctions calculables en 6(n?), pour un
p fixé, n’est pas stable par composition.

Définition (Classe P): On dit qu'un probléme est dans P deés lors qu’il est décidable
en temps polynémial.

12



Propriété (Stabilité de la classe P): La classe P est stable par
— union; — intersection; — complémentaire.

Preuve :
a faire O

3.3 Classe NP

Définition (Classe NP): On dit qu'un probléme de décision @ est dans NP si et seule-
ment si

— 1l existe un polynéme A;
— un probleme VErir € P;
— un ensemble € (certificats),

tels que

Yw € %, <w €Qt < e, |u < A(w]) et (w,u) € VERIF+).

La classe NP est la classe de problémes tels qu'’ils sont vérifiables en temps polynémial. Par
exemple, si on a une formule logique, trouver un environnement propositionnel est cotiteux en
temps, mars vérifier la solution est tres simple. Nous verrons ce résultat plus tard dans cette
sous-section.

Le “NP” ne vient pas de Non Polynémial, mais vient de Non-déterministe Polynémial.

Propriété :

Preuve :
A faire : Modifier la définition de Verir avec la nouvelle définition d’'un probleme NP Soit ) un probleme
de décision dans P. On pose € = €, A(X) = X, et VErir = Q. En effet, pour tout w € X*,

we Q" = Ju=uw, lu] < A(Jw]) etu € Verie .

Propriété :
Sar € NP.

RAPPEL :
On rappelle la définition du probleme Sar.

{Entrée : Une formule G
Sar :

Sortie : Existe-t-il p € BY2'5(G) tel que [G]? = V' ?

Preuve :

13



Soit alors le probléeme suivant.

Une formule G,
un environnement propositionnel p € BY2r*(),
Sortie :[G]° ="V

VERIFSAT :

Entrée : (

En 1P, on a codé une solution polynéomial & VerirSAT donc VeErirSaT € P. On définit I'ensemble € des
certificats comme
@ ={(G,p)|GeFetpec B (D}

On a alors
G e Smt «— 3pe B [G]” = V.

11 suffit alors de choisir A(X) = 2X. O

3.4 NP-difficile

. fw) (> f(w)eRT we QT
X*ow ]R

Ficure 2 — Structure d’'un sous-probleme

Définition (Réduction polynéomiale): Soit Q et R deux problemes de décision, on ap-
pelle réduction polynémiale de Q a R la donnée d’'une fonction f totale, calculable en
temps polynémial de €, dans €p telle que

Vw € €y, weEQT <= f(w)e€RT.

On note alors Q < R.

Propriété: La relation <, est transitive et reflective : c’est un pré-ordre.

Preuve :

La réflectivité est assurée car id est totale et calculable en temps polynomial. La transitivité est assurée
par les propriétés précédentes (composée de deux fonctions polynomiales ?). O
Propriété: SiR <, Q,et R€ P, alorsQ € P. O

Définition (NP-difficile) : Un probleme @ est NP-difficile si

VREeNP, R<p Q.

Propriété: SiQ est NP-difficile, et Q < R, alors R est NP-difficile.

Preuve :
Soit S € NP, donc S <, Q. De plus, Q@ <, R, donc S <, R, par transitivité. Ceci étant vrai pour tout
S € NP, on en déduit que R est NP-difficile. O

14




On admet le théoréme suivant.

Théoreme (Coor-Levin) : Le probleme Sar est NP-difficile.

Preuve :
Admis O

Définition (n-rnc): Soit n € IN. Une formule G est sous forme n-rnc dés lors que G
est sous forme Fnc et chaque clause de G contient au plus n littéraux.

On parle aussi de forme cnr traduction anglaise de rnc. De méme, on parle de forme n-cnr
au lieu de n-rnc.

ExempLE :
La formule (p V ¢) A r est une 2-cnrF. La formule (pV gV p) A (rVpVqV q) est une 4-cNF.

Définition: On définit le probléme ci-dessous.

Entrée : G une n-cNF

-CNF-SAT :
[ITONEEAT {Sortie : Existe-t-il p tel que [G]¥ =V ?

Propriété: Soit 3sar = 3-cNF-Sart. Le probléme 3sar est NP-difficile.

Preuve (par réduction de SaT a 3sAr) :
Soit G une formule sur @, un ensemble de variables propositionnelles. Pour toute sous-formule H, on note

— x une variable propositionnelle,

— Ky une formule définie par
— siH=T,H=1louH =pe€Q,alors Ky = H,
— siH = —H;,alors Ky = ~xy,,

— siH = Hy ® Hz,avec ® € {—,V, A, >}, alors Ky =z, © Tw,.

K = /\ (zr < Kn).

H sous-formule de G

Définissons alors la formule

On note aussi, si@ C @' deux ensembles de variables propositionnelles, et p € B, on note p’ I p des lors
que def(p’) = @' et Vz € @, p(z) = p’(x). Onpose @' = Q U {x | H sous-formule de G'}. On considére
a présent le lemme suivant.

Lemme: Soit p € B®. Il existe p’ € B tel que p’ J p et [K]? =V.

Prouvons ce lemme.

15



Preuve :
On définit

1o Jp(x) siz €Q
P(@) = {[[H]]" Sl = .

Soit alors H une sous-formule de G.

— SiH = T,alors p'(wp) = [H]? = [zu]”, et [Ku]” = [H]? = [T]? = [H]". Ainsi,
[za + KH]]"/ =V.

— SiH = —H,, alors [z = [H]?, et
[Kn)” = [~em]” = [en ] = [H1]" = [H]".
On en déduit que [zy <> KH]]”, =V.
— Si H = Hy A Hy,alors [xu]? = [H]?, et
[Knl” = [om, Awm,]”

=[zm,]”  [2m,]”

= [#.]° - [H2]"

= [H1 A H2]”
= [H]”
— De méme pour les autres cas. ..
On a donc
o' ;
[[ /\ ZEHHKHH = ° [zg < Ku]”
H sous-formule de G H sous-formule de G
=V
et donc [[K]]/" =V. O

Lemme: Pour tout environnement propositionnel p € B%, et pour tout p’ € BY . Si [K] =V,
alors p(z¢) = [G]”.
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Preuve :
Soient p € B et p’ € B® deux environnements propositionnels. Montrons, par induction sur les
sous-formules de G, pour toute sous-formule H de G, que p' (x ) = [H]".
— Si H = T, alors, comme [[K]]”/ =V,ona[zyg < KH]]”/ = V,donc p'(zg) = [[H]]”, =
[H]*.
— Si H = —Hj, avec p’(z,) = [H1]” par hypothése d’induction, alors [K]” = V donc
[tr < Kg]? =V, dou

’

o (er) = [Ku]”
= [~zu,]”
= [[ZI‘H]]]P’
= [H]»
= [~H:1]?
= [H]”

— SiH = Hy A Ho, avec p'(zp,) = [H1]”, et p'(zm,) = [H2]” par hypothése d’induction,
alors [K]” = V donc [zg <> KH]}”, =V dou
¢ (wn) = [Kn]”
= [za, Aza,]"
= lzm]” - [2m]”
= [H1]? - [H2]"
= [H1 A H2]”
- [’

— De méme pour les autres cas...

A Iinstance G du probleme Sar, on associe donc la formule K A z¢.

“—" Soit G € Sar", soit alors p tel que [G]” = V, alors il existe, d’aprés le premier lemme, un
environnement p’ tel que [K]” = V. Le second lemme nous donne alors [z¢]” = [G]? = V
donc [K A zg]” dou [K A zg] € Sart.

“4e—=7 Si K Azg € SarT, il existe donc p’ tel que [K A z¢]? = V donc [K]? = Vet p'(z¢) = V.
Soit alors p la restriction de p’ & @. Ainsi, d’apres le second lemme, [G]” = p’(zg) = V.

O

REMARQUE :
Pour tout n > 3, le probléme n-cnr-sat est NP-difficile. Ceci peut étre prouvé par réduc-
tion avec la fonction identité a 3sar.

Définition : On dit qu'un probleme est NP-complet §’il est dans la classe NP et dans
la classe NP-difficile :
NP-complet = NP-difficile " NP.

REMARQUE :
Le probléme Sar est NP-complet.
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