CHAPITRE 2

Hugo Sarou MPI*

Derniére mise a jour le 7 février 2023



Table des matiéres

I Iniroduction]

[ Algorithme de MonTE-CARLO]

3 Algorithme de type Las-VEcas|

Annexe A. HoRrs-PROGRAMME/

12



1 Introduction

ANS CE CHAPITRE, on s’intéresse aux algorithmes probabilistes de deux types : MonTE-CARLO
X et Las-Vegas. L'idée est de donner une définition plus mathématique d’un « algorithme
probabiliste » et de I'influence de 1’aléatoire.

Définition : Un algorithme déterministe est un algorithme tel que pour chaque entrée I
de l'algorithme, 'exécution de ’algorithme produit toujours exactement la méme suite
d’états.

REMARQUE :
Un algorithme déterministe produit donc toujours les méme sorties sur les mémes en-
trées.

Définition: Un algorithme probabiliste est un algorithme opérant sur un ensemble €,
tel que la suite d’états obtenus par exécution de 'algorithme sur une entrée e € € est
une variable aléatoire.

REMARQUE :
Avec cette définition, un algorithme déterministe est un algorithme probabiliste.

ExempLE :
On consideére le probléme suivant :

Probleme Ta1 : {Entree : un tableau T de taille n

Sortie  : T trié.

Une réponse a ce probleme est I'algorithme nommé Bozosort décrit ci-dessous. On le
nomme aussi « tri aléatoire. »

Algorithme 1 Bozosort

Entrée 7 un tableau
: tant que 7 non trié faire
i U([1,n —1])
L j—w(L,n —1])
Echanger i et j dans le tableau T’

" epe

On étudie l'algorithme ci-dessus : il est trivialement partiellement correct (i.e. s’il est
correct). En effet, par négation de la condition de boucle, on a 7' trié.

Le temps d’exécution de 'algorithme est difficile a estimer. I’algorithme peut ne pas
terminer.

ExeMPLE :
On considére a présent le probléme ci-dessous : approximer 7. L'algorithme tire des points
au hasard dans un carré unité, et regarde si le point est dans le disque unité.




Ficure 1 — Algorithme de MonTE-CARLO pour approximer m

On compte le nombre de points dans le disque, et ceux en dehors. Avec un grand nombre
de points, on approxime le ratio de 'aire du disque et de I'aire du carré. Puis, on calcule

4x<ﬁ>xw

Le temps d’exécution dépend uniquement des parametres de précision de ’algorithme,
pas des tirages. Par contre, la qualité de la réponse dépend des choix aléatoires.

Définition (Algorithme de type Las Veeas): Etant donné un probleme P, un algo-
rithme probabiliste répondant au probléme P est dit de type Las Vecas dés lors que, s’il
se termine, c’est en donnant une réponse correcte.

Définition (Algorithme de type MonTe-CarLO) : Etant donné un probléme P, un algo-
rithme probabiliste répondant au probléeme P est dit de type MonTe-CaRrLO dés lors que
son temps d’exécution dépend uniquement de son entrée. L'algorithme peut cependant
répondre de maniére erronée au probleme P avec une « certaine » probabilité.

REMARQUE :
Dans le cas d’un probléme de décision (la réponse de 'algorithme est our ou Non), un
algorithme de type MonTE-CARLO est dit

— « a erreur unilatérale » §’il existe une des réponses (out ou NoN) r telle que, si
Palgorithme répond r, alors il a raison (r est la réponse au probléme);

— « a erreur bilatérale » si pour chaque réponse l'algorithme se trompe avec une
probabilité non nulle.

ExEMPLE :
On considére le probleme : étant donné un tableau 7' € {0,1}" tel que 7" contient p fois
la valeur ‘0’, avec 0 < p < n, on cherche si, pour i € [1,n — 1], T'[i] = 1.

Une réponse a ce probleme est un algorithme de type MonTe-CARLO, comme celui ci-
dessous.




Algorithme 2 Algorithme de MonTe-CARLO pour répondre au probléeme
Entrée k € IN et 7' un tableau

1+ 0

: pour j € [1, k] faire

L i U([1,n —1])

si T'[i] = 1 alors
| retourner i
retourner :

SOOI NCOR LR

Mais, on peut également donner un algorithme de Las-Vecas répondant aussi au méme
probleme.

Algorithme 3 Algorithme de Las-Vegas pour répondre au probléeme

Entrée T un tableau
101+ U([1,n —1])
2: tant que 7T[i] # 1 faire
3: | i+ U0,n—1])
4: retourner i

Etudions l'algorithme de Las-Vecas : la correction partielle est validée. Etudions la
terminaison : fixons 7" un tableau de taille n contenant p occurrences de ‘0’ avec 0 < p < n.
Notons (X¢)¢cg la suite des variables aléatoires donnant la valeur produite par le /ieme
appel a U ([0, 1]). Remarquons que @ est une variable aléatoire : en effet c’est [0, N] pour
un certain N € IN si'algorithme se termine; sinon, on a @ = IN. Notons A, I'’événement
«l'algorithme s’arréte apres g appels au générateur U ([0,n — 1]). On a donc

Ag =“T[Xo] =0AT[X1]=0A---ANT[Xq—2] =0AT[Xq—1] =1".
D’ou1 en passant aux probabilités, on a
P(Aq) = P(“T[Xo} =0A T[Xl] =0A---A T[qug] =0A T[qul] = 1”)

et, par indépendance, on a donc
q—2
P(Aq) = P(T1Xg—1 = 1) x ([ [ PTIX;1 = 0)).
§=0

Or, Vj € [0,q — 2], P(T[X;] = 0) = £ par uniformité, et, de plus, P(T[X,—1] = 1) =
“=L par uniformité. On pose p = £, et donc P(Ay) = p4~'(1—p). Notons N I'événement
«l’algorithme ne se termine pas » et calculons

P(N) =1— P(N)

—-r( Y 4)

gEIN*

=1- Z P(Ag)

gEN*

=1-% p'1-p)

qEN*
1-p

1-p




Soit I la variable aléatoire indiquant le temps d’arrét de I’algorithme (en nombre d’ité-
rations). On calcule I'espérance de J :

—+oo
:ZtXpt '(1-p)
t=1
+oo
=(1=-p) txp
=l
+oo t—1
=1=-p> > s
==
+oo +oo

Il
=
=)
|
>
)
>
L
U,

Etudions maintenant I'algorithme de MonTe-Carro. Il se termine trivialement, et la
probabilité d’erreur est p x --- X p. Par exemple, pour p = %, et k = 80, la probabilité
derreur est de 7. P

2 Algorithme de MoNTE-CARLO
On consideére le probléme : « étant donné trois matrices A, B, C de Jl,,(%/2z), a-t-on A - B =
c?»

Un algorithme trivial serait de calculer A - B et on vérifie, point a point, que A- B = C. La
complexité cet algorithme est en ©(n?) a cause du produit matriciel.

Un algorithme de MonTe-CARLO serait le suivant.

Algorithme 4 Algorithme de MonTe-CarLO répondant au probléme
Entrée A, B, C trois matrices et k € IN
1: pour j € [1, k] faire
2| v U((ZLz)™) >n
g r <+ B-r > n

3

4: ro <— A-1rq > n?2
54 rg <« C-r > n?
6 sir3 # ro alors

7 | retourner Non
8: retourner Oul

Dans le pire cas, la complexité est en k x n2. On cherche la probabilité d’erreur de cet algo-
rithme. Pour cela, on utilise le lemme suivant.

1. a faire



Lemme: SiD #0,etr ~ U((Z/2z)"), alors P(D-r =0) < 3.

Preuve :
Si D € Uiy, (%/2z) \ {0}, alors il existe i et j tels que D; ; # 0.Si D -r = 0,ona

n n
E Dirry =0 etdonc 7, =— E D ;7%
k=1 =1

k#j

Donc, si r; # Zzzl Dikry, alors P(D - r # 0) > P(r7 == ZZZL Dl,krk). On note E I'événement

k#j k#j
«r; =0et Z;“lzl D; ki = 1»et By Pévénement « 7; = 1 et 22:1 D; grr = 0.» D'ou
J#] i#J

n
P(r] # E D,,A.rk) = P(Eo V E).
k=1
J#J
Par incompatibilité, on a P(Ey V E,) = P(Ey) + P(E,), dou

Va € {0,1}, P(E,) = P('r‘_j =aA E D; prr =1 — (L)

k=1
J73J

et, par indépendance,

n

Va € {0,1} P(E.) = P(r; = a) - P(ZD,‘,_”,« =1-a)= %P(4 ).

k=1
J#J
D’ou . .
P(l‘_, + ZD,,,.,,”,) . %[P(Z D e = 1) + P(ZDM,”, . 0)}
= = b=

et, par incompatibilité,

P(r; # ZD,,k,rk) - %%P(ZDU‘.” € {0,1}) = %
=1 k=1

J#3 J#J

D’ou, I'algorithme ci-dessous est tel que sa probabilité d’échec est de zik Or, l’algorithme a
une complexité de 6(kn?).

3 Algorithme de type LAs-VEGas

On étudie le tri rapide. On considére les fonctions “ Partitionner,” puis “Tri Rapide.”



Algorithme 5 Fonction “Partitionner” utilisée dans le tri rapide

Entrée T le tableau a trier, g, d et p trois entiers (bornes du tableau)
Sortie un entier J et le sous-tableau 7[g..d] est modifié en T de sorte que ’Z_’HJ} =T[p], et
Vi € [g,J — 1], T[i] < T[J], et Vi € [J + 1,d], T[i] > T[J], et Vi € [0,n — 1] \ [g, d],
T[i] = T[i], et T est une permutation de 7.
. Ecuancer(T, J, d)
J<+g
I<+g
: tant que I < d faire
si T'[I] > T'[d] alors > Cas “T'[I] > pivot”
| IT<I+1
sinon > Cas “T'[I] < pivot”
Ecuancer(T, I, J)
J—J+1
I+—T1T+1
: Ecuancer(T, J, d)
: retourner J

© ® DT RN

o e

REMARQUE : -
On admet que 7" est une permutation de 7. On admet également que, Vi € [0,n — 1] \
lg, d], T'1i] = T'[4].

Lemme: “Partitionner” est correct.

Preuve :
On considéere
Vk € [g,1I], T[k] < T[d] (1)
(F): s Vk € [J,I—1], Tk] > T[d] (2) .
9<JI<I<d ®3)

— Montrons que .¥ est vrai initialement : a I'initialisation, I = g et J = g, donc les trois propriétés
(F) sont trivialement vraies.

— Montrons que I'invariant (.¥) se propage. Notons I, J, et T" les valeurs de I, J et T avant itération
de boucle. Notons également I, .J et T les valeurs de I, .J et T aprés cette méme itération de boucle.
Supposons que I, J et T vérifient (.), et la condition de boucle. Montrons que I, J et T vérifient
(:F). On a donc, d’apres (.¥),

Vk € [g,J — 1], T[k] < T[d]
Vk € [T, —1], Tik] > T[d]
9<I<ILd

Mais aussi, d’apres la condition de boucle, I < d. Mais également, d’aprés le programme,
— SiT[I] > T[d,alors =1+ 1,T="T,etJ = J;
— sinon si T[] < T'[d], et donc J=J+1,I=1+1,Yk € [on, —1] \ {I, J}, T[k] = T[k],
et T[I] = T[J], et T[J] = T[I].
Cas 1 T[I] > T[d], alors
(B) g<J=J<I<I<d
(1) Soit k € [g,J — 1], onadonc k € [g,J — 1], et donc T'[k] = T'[k] < T'[d] = T'[d].
(2) Soitk € [J, T—1],
— sik € [J,I — 1], alors T[k] = T[k] > T[d] = T[d].
— sik =1 — 1= I, par condition if, alors T'[I| = T[I] > T'[d] = T[d].
Cas2 T < T(d]
(3) OnaJ < I,doneJ+1<I+1,doug<J+1=J<I<d
(1) Soitk € [[g, J= 1], donc

2. La notation T représente le tableau 7" apres I'algorithme, et la notation 7" représente le tableau 7" avant
l'algorithme.



— sik € [g,J — 1], alors T[k] = T'[k] < T'[d]
— sik=J—1=J,alors T[k] = T[J] =
(2) Soit k € [J,I— 1], alors
— sik € [J,J — 1], alors, comme J > J, et donc T[k] = T'[k] > T'[d] = T/[d].
— sik=1—1=1,etdonc T[k] = T[I] = T[J] > T[d] = TI[d].
Ainsi, (.f) est un invariant, et donc, en sortie de boucle, I, J et T" sont tels que
vk € [g,J — 1], T[k] < T[d]
vk e [J, I —1], T[] > T[d]} et I>d,
9<I<I<d

la négation de la condition de boucle. On a donc I = d, et donc en fin de programme,

Vk € [lg,J — 1], Tk] < T[J] et Vke [J+1,I], T[k] > T[J].

Algorithme 6 Tri rapide

Entrée T un tableau, g et d les bornes de ce tableau
1: sid > g alors
P p < CuoxPwvor(T), g, d)

J <+ PartiTion(T, g, d, p)

TriRarPIDE(T, g, J — 1)

TriRapPDE(T, J + 1, d)

AN

La fonction “Tri(T")” est donc définie comme TriRAPIDE(T,0,n — 1) si T est un tableau de
taille n.

Etudions rapidement I'influence du choix du pivot.

Cas 1 On définit “ChoixPivot(T, g,d) = g.” Ainsi
A faire : Figure
Ficure 2 — Arbre des appels récursifs de “TriRapide” avec le pivot a gauche
Ainsi, la complexité de cet algorithme, avec ce choix de pivot, est en (n — 1) 4+ (n — 2) +
(n—3)+--+2=06(n?).
Cas 2 On définit maintenant le choix du pivot comme l'indice de la médiane.
A faire : Figure
Ficure 3 — Arbre des appels récursifs de “TriRapide” avec le pivot a la médiane
Rédigeons-le rigoureusement : soit C, = maxy tableau de taille n. C (). Posons (up)pen =
(C2p)pen. D’apres l'algorithme de “TriRapide,” on a
Upt1 = ortl _q + up + up
= 2P+l _ 1 4 2,
= (2PT1 — 1) +2(2P — 1) + 2%up_y
=2optl g poptl 9192y, 4
=9Ptl 14 9oP+l _ 94 92(2P=1 _ 1 4 9y, ,)
=2Ptl 7 optl 94 optl_ 92 4 934, .

On adoncug =1etu, =p x 2P — (2P — 1). Or, la suite (¢, ), e est croissante. Or,

Vn € N, 9 lloga n] <n< glloga n]+1



donc
Ullogy n)] S On S Ullogy n)+1-
Dou
cn < ([logg n| + 1) x 2llos2nl+1 _ ollogz nj=1,

Et donc, on en déduit que c,, = O (nlogy(n)).

RemarquE (Notations) :

On fixe un tableau 7" de taille n. De plus, on suppose dans toute la suite, que I’ € &,,.F]On
note alors X g [T'] 1a variable aléatoire indiquant le nombres de comparaisons effectuées
par l'algorithme TriRapPIDE(T), g, d), dés lors que T'([g,d]) C [g,d].

On note de plus, E[X g [T] Yespérance de cette variable aléatoire.

a. T est une permutation de n éléments. Ici, S,, représente 'ensemble des permutations de [1, n].

Théoreme: Le nombre moyen de comparaisons effectuées par I’algorithme de tri ra-
pide pour une entrée 7" de taille n est équivalent & 2n In n. Autrement dit,

E[Xg_l[TH ~ 2nlnn.

Preuve : — Lorsque d < g, alors X(‘f [T]=0.
— Lorsque g < d,

— dans I'éventualité d’'un choix de pivot d’indice p € [g, d], le nombre de comparaisons est
alors
cott du 1< appel récursif

e
d—g—1 + X;"[p] 1 [Tg.d,p} + X'}l'[p]ﬂ [Ty.(l.p}

cotit de ParmimioN(T', g, d, p) coftt du 22 appel récursif

ot T9:%P est le tableau 7" apres appel a PartirioN(T), g, d, p). Dot
d

E :ij[T]} = ZE[X;[T]

=g

} - P(p =)

p=7]

d

- o 2B,

=9

d

- 1 - T[j]—1[g,d,j
= 7{179+1 Z(d g 1+E{Xy [T }]

=g

it E[Xff‘mﬂ [TWU]D

d

(d=g=1)+—— j] - Z (E[Xﬁ L [T”'“'T”WH

k=g

4+ E{X;Q, [TW‘*"”“‘“H)

car T : [g,d]] — [g, d] est une bijection.
Soit donc la suite (c¢)¢cz définie par

[VeeZ™, c,=0
\Ve e N*, ¢, = E[X§[id]].




On a alors

14
* 1
VL e N, 022(5—1)+m E (ck—1 — co—k—-1)
k=0

-1
2
=(-1 —_—
ce = ( )+ 1 Ck
k=1

-1
U+ 1De,=L+1)(L—1)+2 E Ck

k=1

Dlow, b, = £(4 — 2) + 2 Zi:? ¢k, et donc

(L+1)ce — ooy =42 —1 — 4% + 20+ 2¢4_4.

On en déduit donc que
4+ 1)ce — (L+2)ce—1 =20 -1

et donc
Ce Cce—1 20— 1

+2 ¢+1 (+D(f+2)°

Soit alors (ug)een = (ce/ (£ + 2)) et ug = 0. Alors

LEN’
S wn=3 it
Uy = U — Uk — =
k=1 k=1

k+2)
que cp ~ 2¢1In£.

2k—1 2 2 g £ 2 cduni
O G ™ R et Zk:)l % diverge donc u, ~ Zk:l % ~ 2In£. On en déduit donc

O
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Dans la preuve précédente, on a utilisé le lemme suivant.
Lemme: Soit (g,d) € IN? et soit T' € &,, une permutation telle que T'([g, d])) C [g, d].

E[Xg[T]] = E[ngg[id]].

Preuve (par récurrence forte surd — g = £ € IN) : — Soient (g,d) € IN? tel que d — g = 0. Soit T €

S, telle que T'([g, d]) C [g, d]. On a bien X_;I[T] =0=XJ9id].

— On remarque, par hypothése de récurrence,

k—1—g<d—g
E[x;= [T ]| = E[x5 ' ~¢lid]
N Bl [T 0] = B ]
On a alors
E[Xj[T]}
d
=d-g-D+ 7= ; 1 Z (E[Xg Hred T W] 1e(x, [Tg‘d‘rl[k]”)
k=g
=(d-g—1)+ ﬁ Z (E[Xl’f*“g[ad]} + E[Xg’k’l[id]D .
k=g

Ceci est vrai pour tout 7' € &, telle que T'([g, d]) C [g, d], donc

B[Xgld] = (@d—g - 1)+ ——— (17 — Z (e[x5~ 1] +B[xg~*(ia]])

= E[x;(T]]

11
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