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0 Motivation

0.1 1% motivation

@I@L Y A une grande différence entre les mathématiques et 'informatique : 1a gestion de 'infini.
90<¢ On n’a pas de mémoire infinie sur un ordinateur. Par exemple, pour représenter 7 ou /2,
on ne peut pas stocker un nombre infini de décimales. Ce n’est pas une question de base, ces
nombres ont aussi des décimales infinies dans une base 2.

Par exemple, si on ne veut utiliser v/2 seulement pour plus tard le mettre au carré. On peut
définir une structure en C comme celle qui suit

typedef struct {
int carre;
bool sign;

73

CopE 1 — /2 sous forme de structure

On a pu décrire /2 comme cela car il y a une certaine régularité dans ce nombre.

On définit des relations entre ces objets. Dans ce chapitre, on va commencer par étudier autre
chose : les mots. Les mots sont utilisés, tout d’abord, pour entrer une liste de lettres mais aussi
le programme lui-méme. En effet, il y a une liste infinie de code possibles en C.

0.2 2nde motivation

Les ordinateurs sont complexes; il peut étre dans une multitude d’états. On représente une
succession de taches (le symbole @ représente une tache) :

Ficure 1 — Etats d’'un ordinateur

Par exemple, pour une boucle infinie, on a un cycle dans le graphe ci-dessus. Ou, s’il atteint un
certain neeud, on a un bug.

Mais, pour résoudre ce probléeme, on peut forcer le nombre d’état d'un ordinateur ; par exemple,
dire qu’un ordinateur a 17 états.

On décide donc de représenter mathématiquement un ordinateur afin de pouvoir faire des
preuves avec. Et, c’est 'objet de ce chapitre.

1 Mots et langages, rappels



Définition: On appelle alphabet un ensemble fini, d’éléments qu’on appelle letires.

Définition : On appelle une mot sur 3’ (ou X est un alphabet) une suite finie de lettres
de X.

La longueur d'un mot est le nombre de lettres, comptées avec leurs multiplicité. On la
note |w| pour un mot w. Si [w| = n € IN*, on indexe les lettres de w pour (w;);c[1,n] et
on écrit alors

W = WIW2W3 . .. Wn.

11 existe un unique mot de longueur 0 appelé mot vide, on le note ¢.

Définition : Si X est un alphabet, on note
— XY™ les mots de longueur n;
— X* les mots de longueurs positives ou nulle;

— X7 les mots de longueurs strictement positives.

REMARQUE :

2*:U2" 2+:U2".

nelN nelN*

Définition : Soit X' un alphabet. Soit x et y deux mots de X*. Notons

a8 = BN aPDATE) o o o g,

Y =Y1Y29y3 ... Yn-

On définit alors concaténation notée x - y 'opération définie comme

T-Y=T1T2X3...TnY1Y2 .. Yn-

REMARQUE: — - est une opération interne;
— ¢ est neutre pour - : VneX* e x=z-c==z.

— - est associatif.

(On dit que c’est un monoide.)

REMARQUE :
L'opération - n’est pas commutative.

Définition : Soit z et y deux mots sur 'alphabet X. On dit que

— x est un préfixe de y si FveX* y=z- v;




— x est un suffixe de y si Fve X y=v-z;

— 1z est un facteur de y si (v, w) € (E*)z, Yy=v-z- w.

ExempLE: — a est facteur de aa;

— ¢ est un facteur de a.

Définition: On dit que z est un sous-mot de y si = est une suite extraite de y. Par
exemple
a ¢ aa ¢ a — aaaa.

Définition: Un langage est un ensemble de mots. C’est donc un élément de p(X*).

REMARQUE (A\) :
@ # {e}.

2 Langage régulier

2.1 Opérations sur les langages

REMARQUE :

Les langages sont des ensembles. On peut donc leurs appliquer des opérations ensem-
blistes.

Définition: Soient L1, Ly € p(X*) deux langages. On définit la concaténation de deux
langages, notée L1 - Lo :

Li-Ly={u-v|ué€Li,veE La}.

ReEmarQuE: — L'opération - (langages) a {¢} pour neutre.

— Lopération - (langages) a @ pour élément absorbant :
VLep(X*), L-o=2-L=2a.
— Lopération - est distributive : soient K, L, M trois langages; on a

K-(LUM) = (K -L)U (K- M);
(LUM) K = (L-K)U(M-K).

Définition : Etant donné un langage L, on définit par récurrence :
— L={e};
— rtli—ge.p=r. L[




On note alors

L*:UL" et L+:UL“.

nelN nelN

REMARQUE :
On a >* = ¥*. On notera donc X* dans tous les cas.

REMARQUE :
Sie € L,alors L* = LT. Eneffet, L* = Lt U {e}.

REMARQUE :
On nomme l'application L — L* I’étoile de KLEENE.

REMARQUE :
Avec L et K deux alphabets, on a

|L- K| < |L]|K].

En effet, avec K = {a,aa}, on a K? = {aa, aaa, aaaa}.

EXEMPLE :
Avec L = {a,ab},on a
— L' =1L;
— L2 = {aa, aab, aba abab};
— L* D {e, a, ab, aa,...,aqaaqaaa...}.

Définition : Soit X un alphabet. On appelle ensemble des langages réguliers, noté LR.
Le plus petit ensemble tel que

— @ CLR;

— Sia € X, alorsa € LR;

— SiLi € LRet Ly € LR,ona L1 ULy € LR;
— SiLi e LRet Ly € LR,ona L -Ls € LR;
— Si L € LR, alors L* € LR.

ExempLe: — Soit ¥ = {t,0}. Est-ce que {toto} € LR? On sait déja que {t} et {0} sont
déja des langages réguliers. Or,

{toto} = {t} - {o} - {t} - {o}.
Et donc {toto} € LR.
— Ona {¢} =2* € LR.

1. La deuxieme égalité est assurée par 'associativité de 'opération -.




— Ona

{ zn Ti2 ...  Tln,
21 T22 ... X2y
ol @p®  oco  Eipgnes (@ IUR
car {x;1,%2,...,Tin,; } €LR et cest stable par union finie.

— Avec ¥ = {a,b},ona

€LR
AN\ *
L = {e, a, aa, aaa,...} = ({a})
——
c€LR
— XY* e LR.
— Contre-exemple : {a™ | a premier } ¢ LR.
2.2 Expressions réguliéres
On représente & I'ensemble vide, _|_'union de deux expressions régulieres, _ - _ la concaté-

nation de deux expression réguliéres, et, _* ’étoile de KLEIN pour les expressions réguliéres.

On cherche a représenter informatiquement ces expressions a ’aide d’'une regle de construc-
tion nommée.

Définition: Etant donné un alphabet X, on définit Reg(X) défini par induction nom-
mée a partir des regles :

0 1
_ o _ .
2 1
—\‘; _L‘;
z

Ces regles peuvent étre définies en OCamL (douteux) de la fagon suivante :

type regex =
| @
| of regex * regex
of regex * regex

of char

R A SRt

|
|
| % of regex
|
|

CobEk 2 — Regles des expressions régulieres en OCamL

On peut donc écrire
(@) ] (a-b) — [(x(20), (L(a), L(b)))-
A-t-on |(L(a), L(b)) =" |(L(b), L(a)) ? Non, sinon on risque d’avoir une boucle infinie au mo-
ment de 'évaluation de cette expression.

On peut simplifier la notation : au lieu d’écrire |(«(2()), -(L(a), L(b))), on note &* | (a - b).



Définition: On définit

£ : Reg(X) — p(X7)
D — &
av+— {a}
er— {e}
€] -eg —— 3(61) ° 55(62)
el | ex — L(e1) UZL(e2)
e’ — L(e)*

ExEMPLE :

Deux expressions réguliéres peuvent donner le méme langage : on a () = < mais
également £(0 | @) = £(2) U%(9) = U2 = 2. De méme, £(a | (b-b*)) =
{a,b,bb,bbb, ...} =L((bb*) | a).

Définition: On définit sur Reg(X) la fonction “vars” définie comme

vars : Reg(X) — p(X)
I —
Er— I
a€ X — {a}
el - eg — vars(e1) U vars(e2)
e1 | e2 — vars(ep) U vars(ez)

1
e* — vars(e).

Propriété: Un langage L est régulier si et seulement §’il existe e € Reg(X) telle que
Z(e) = L.

Preuve ¢ <= " Montrons que, pour toute expression réguliere ¢ € Reg(X), P. : “le langage Z(e) est
régulier.” On proceéde par induction.
— Py :%(@) =9 € LR;
— P.:2(e) = {e} = @* € LR;
— Soit a € X. Montrons P, : £(a) = {a} € LR;
— Soient e; et e; deux expressions régulieres telles que P, et P., soient vrais. Montrons
P, .c, :2(e1-e3) =Z(e1) - L(e2) € LR
ELR  €ELR

— Soient e; et e; deux expressions régulieres telles que P., et P., soient vrais. Montrons
2, 1 Z(e1 | e2) =Z%(e1) UZ(e2) € LR
€LR €LR

1lez

“ =" Montrons que, pour tout langage régulier L, il existe une expression réguliére e de I'alphabet >
telle que £ (e) = L. Soit X I'ensemble des langages L tels qu'’il existent une expression réguliere
e de I'alphabet X telle que #(e) = L. On a
X 2 {o}u{{a}|ac z}.
Il Il

%(2) Z(a)

De plus, si deux langages L, et Lo sont dans X, alors il existent e¢; et e5 deux expressions régu-
lieres de X telle que £(e1) = L1 et £(e2) = L2. Or, £(e1 | e2) = L(e1) UZL(e2) = L1 U Lo et
done Ly U Lo.




De méme pour L, - Lo.

Si un langage L est dans X, alors il existe une expression réguliere e d’'un alphabet X telle que
Z(e) = L,alors £(e*) = L* € X.

X contient les langages @ et {a} (avec a € X) et X est stable par U, - et *. Or, LR est défini
comme le plus petit ensemble vérifiant les propriétés et donc LR C X.

(]

Remarque (Notation) :
Les notations Reg(X') et Regexp(X) sont équivalentes.

3 Automates finis (sans e-transitions)

On consideére 'automate représenté par les états suivants. L'entrée est représentée par la
fleche sans noeud de départ et la sortie par celle sans noeud d’arrivée.

g b
Ficure 2 — Exemple d’automate

On représente une séquence d’état par un mot comme aaba (qui correspond & une séquence
valide) ou bbab (qui n’est pas valide).

3.1 Définitions

Définition : Un automate fini (sans e-transition) est un quintuplet (Q, X, I, F, §) ou
— (@ est un ensemble d’états;
— X est son alphabet de travail ;
— I C Q est 'ensemble des états initiaux;
— F C Q est 'ensemble des états finaux.
— 0CRxXYXxQ.




Ficure 3 — Exemple d’automate (2)

EXEMPLE :
L’automate ci-dessus est donc représenté mathématiquement par

({0,1,2},{a
Q

,b}, {07 2}> {1}7 {(07‘17 1)7 (07 b7 2)’ (1: a, 0)’ (2’ a, 1)7 (27 b7 2)} )
——
Py I B [

Définition : On dit d’une suite (g0, q1,q2,- - -, qn) € Q"1 quelle est une suite de tran-
sitions de Uautomate 9l = (Q, X, I, F,§) des lors qu’il existe (a1,az,...,an) € X™ tels
que, pour out i € [1,n], (¢;—1,a:,¢:;) € 6. On note parfois une telle suite de transition
par
al ag as QAn
go —>q1 —>q2 —>q3 — - = qn — 1 —> gn.

EXEMPLE :
b b . .. .
1% 0= 2 2 2 est une suite de transitions de 'automate ci-avant.

Définition: On dit qu’une suite (qo, q1, . - ., gn) est une exécution dans 'automate o =
(Q,X,I,F,$) si c’est une suite de transition de A telle que ¢o € I. On dit également
qu’elle est acceptante si g, € F.

al az ) . . s
Lorsque gp — q¢1 —> q2 — -+ — qn—1 — qn est une suite de transitions d'un
automate o, on dit que le mot ajas . .. a,, est étiquette de cette transition.

Définition (Langage reconnu par un automate) : On dit qu’'un mot w € X* est reconnu
par un automate o = (Q, X, I, F, §) s'il est 'étiquette d'une exécution acceptante de o.
On note alors &£ (9) I'ensemble des mots reconnus par I'automate .

Définition : On dit d'un langage L qu’il est reconnaissable s’il existe un automate o
tel que £(sd) = L. On note Rec(X') 'ensemble des mots reconnaissables.

ExEMPLE :




Avec X = {a, b}, on cherche d tel que

— Z(d) = X%
— () = (Z2)*
a
N
b b
(a) Automate minimal pour £ () = ((lng)litomate minimal pour £ (sf) =
o
a
a
g ? a
\8 \ ; '@——
7 7
b b
(d) Automate minimal pour £ (o) =
(c) Automate minimal pour £ (4) =  X* . {a}
{a}ru{b}”

Ficure 4 — Automates minimaux pour différentes valeurs de &£ ()

Définition (Automate déterministe): On dit d'un automate o = (Q, X, I, F,§) qu’il
est déterministe si

1. |I|=1;
2. V(q,q1,q2) € Q*,Va € X, (g,a,q1) €b et (q,a,q2) €6 = q1 = q2;

REMARQUE :
(2) est équivalent a

Y(g,0) €Qx X, {d € Q| (g,a,¢) €6} < 1.

Définition (Automate complet) : On dit d'un automate 4 = (Q, X, I, F, §) qu’il est com-
plet si
¥(g,0) €Q X X, 3¢ €Q, (g,a,¢') €.

ExXEMPLE :
Les automates ci-avant sont

(a) complet et déterministe;
(b) complet et déterministe;
(¢) non complet et non déterministe;

(d) non complet et non déterministe.

10




3.2 Transformations en automates équivalents

On peut représenter le langage utilisé par 'automate ci-dessous avec une expression régu-
liere : a* - (a | bab). L'arbre ci-dessous n’est pas déterministe. On cherche & le rendre détermi-
niste : pour cela, on trace un arbre contenant les noeuds accédés en fonctions de 'expression

lue.
Q a

Ficure 5 — Automate non déterministe ayant pour expression réguliere a* - (a | bab)

(0,3}

{0, 3}

s
/ %{1}
{0}
\ b {2}%® baba_» @
/ bab > {3}
{1} babb >
T

%]

=

Ficure 6 — Neeuds possibles par rapport a 'expression lue

A Taide de cet arbre, on peut trouver un automate déterministe équivalent a I'automate
précédent.



Ficure 7 — Automate déterministe ayant pour expression réguliere a* - (a | bab)

Définition: On dit de deux automates o et of’ qu’ils sont équivalents si £ (o) = L(d’).

Théoréme : Pour tout automate o, il existe un automate déterministe 91’ tel que £ (s) =
2L(d’).

Preuve :
Soit 9l = (@, X, I, F, §) un automate. Onpose X' = X,Q" = p(Q),I' ={I}, F = {Q € p(Q) | QNF #
o} et

5 ={@a@)ee x9xa'|@ ={d calIaeQ @ad) e}

On pose alors 'automate ¢’ = (@', &', I, F’, §"). Montrons que #(s’) = Z(s). On procéde par double-
inclusion.

“C” Soit w € £(d). Il existe donc une exécution acceptante I > qo 2 q1 L2y qa — - —

qn—1 Ly gn € F telle que w = wiws . .. w,.On pose Qo = I, et, pour tout entier i € [1,n],
Qi={d €@ |3g€Qi1, (g wi,q') € &}

Remarquons que, pour tout entier i € [1,n],ona (Q;—1,w;,Q;) € §'.OnadoncI" > Qo L

Q1 — -+ = Qn_1 — Q, est une exécution de o1’. Montrons que, pour tout i € [0, n], on a
q; € Q; par récurrence finie.
— qo € I = Qo-

— Soit p < ntel que g, € Q,, alors g1 est tel que (¢, Wpt1,qp+1) € 6 et gpy1 esttel quiil
existe ¢ € Q, tel que (¢, wpt1,qp4+1) € 6. On en déduit gp11 € Qpi1.

Onadoncq, € Q, etgq, € FdoncQ, NF # @ etdonc Q, € F’. Lexécution Qg el Q1 —

e Qo1 =24 Q,, est donc acceptante dans o’ et done w = w1 . .. w, € L ().
“D” Soit w € Z(d"). Soit donc I’ 5 Qo 2 Q1 > - > Quo1 = Q, € F' une exécution

acceptante de w dans ¢’. Q,, N F # @. Soit donc ¢q,, € Q, N F. Soit ¢, 1 € Q,_1 tel que

(qn—1,Wn,qn) € & (par définition de (Qr,—1,wn,Qn) € §'). “De proche en proche,” il existe

40, q1s- - - qn—2 tels que, pour tout i € [1,n], (gi—1,wi,q:;) € Setq; € Q;.0r,q0 € Qo € I' =

{I} donc Qo = I et donc go € I.On rappelle que g, € F. On en déduit donc que go =L q1 —
C = Qn—1 Ly gn une exécution acceptante da ns o et donc w € £ (d’).

O

Pour comprendre la construction de 'automate dans la preuve, on fait un exemple. On consi-
dere automate non-déterministe ci-dessous.

12



Ficure 8 — Automate non déterministe

On construit la table de transition :

a b
1%} 1%} 1%}
{0} | {o0,1} | {2}
{1}

TaBLE 1 — Table de transition de 'automate ci-avant

A faire : Finir la table de transition

REMARQUE :
L’automate ¢’ construit dans le théoréeme précédent est complet mais son nombre de
neeud suit une exponentielle.

Propriété: Soit 9 un automate fini a n états. Il existe un automate o’ ayant n + 1
états tel que L (o) = L(dA’) avec of’ complet.

Preuve :
Soit d = (@, X, I, F, §) un automate a n états. Soit P ¢ @. Onpose ¥’ = ¥, 60’ = QU {P},I' = I,
F' = Fet

¥ =6y {(q,(, P)e@ x I x {P}|vq €@, (¢,6,q) ¢ 5},

Montrons que £ (s1) = Z(s1’). A faire : Preuve a faire

Définition: Soit 9 = (Q, X, I, F, §) un automate. On dit d'un état ¢ € @ qu’il est
— accessible s’ existe une exécution I > qo Bt qr — = Qn-1 Yn, T, = @

o o o o ono wi w
— co-accessibles’] existe une suite de transitions ¢ — q1 — -+ — gn—1 — qn €
F.

Dans 'automate ci-dessous, I'état 0 n’est pas accessible et 'état 2 n’est pas co-accessible.

13




Ficure 9 — Non-exemples d’états accessibles et co-accessibles

Définition : On dit d’'un automate o qu’il est émondé dés lors que chaque état est ac-
cessible et co-accessible.

Propriété: Soit o un automate. Il existe s’ un automate émondé tel que ZL(d’) =
ZL(d).

Preuve :
Soit f = (@, ¥, 1, F,5). Onpose X/ = 5,@" = {q € @ | g accessible ou co-accessible }, I’ = I N R/,
F'=FnNnR et

§={(a,4,q) €@ x ¥ xQ |(q,¢,q)€s}=(@,x,a)ns.

Montrons que £ () = £ (s1’). On procede par double inclusion. On vérifie aisément que £(A’) C £ (d).
On montre maintenant £ (o) C 2 (sd’). Soit w € L(dA"). Soit qo, - . . , gn tels que g Ly Qg — =
qn—1 BN qn est une exécution acceptante. Or, pour tout i € [0, n], ¢; est accessible et co-accessible donc
g; € @'.Deplus, go € I' et g, € F'. De plus, pour tout i € [0,n — 1], (g, wit+1,gi+1) € &'. Donc,

w w,, L
g0 —> q1 — -+ — qn_1 —= ¢y, est une exécution acceptante de o’ O

Parfois, on veut pouvoir “sauter” d’'un état a un autre dans un automate. On utilise pour cela
des e-transitions.

4 Automates finis avec e-transitions

Définition: On dit d'un automate sur I'alphabet ¥ U {¢} que c’est un automate avec
e-transition.

EXEMPLE :
L’automate ci-dessous est un automate avec e-transitions.

€

Ficure 10 — Exemple d’automate avec e-transition

Définition: Soit w € (X U {e})". On définit alors w le mot obtenu en supprimant les
occurrences de ¢ dans w.

14



ExEmPLE :
Avec ¥ = {a,b} et w = abeaacea, on a W = abaaa.

On a également é = ¢ ; pour deux mots w1 et wo, on a wy - we = W1 -2 ; on a également
a=apoura € X et =c¢e.

Définition: Soit of un automate avec e-transition. On pose Z(sf) est le langage de
Pautomate sur 'alphabet X' \W{c}. On appelle langage de 9, 'ensemble A faire : retrouver
la formule.

EXEMPLE :
On peut trouver un automate reconnaissant la concaténation des langages des deux au-
tomates ci-dessous.

Ficure 11 — Automate reconnaissant le langage (ba)* - (c | a(ba)*)

b

®

Ficure 12 — Automate reconnaissant le langage (a | baa)(bbaa)* | (b | abb)(aabb)

Ficure 13 — Automate reconnaissant la concaténation des deux précédents

15




4.1 Cloture par concaténation

Propriété: Soient o = (X,Q,I,F,6)etd = (X/,Q',I’,F’,§") deux automates avec
QNQ = 2. Alors Z(d) - £(d4”) est un langage reconnaissable. Il est d’ailleurs reconnu
par automate ol = (X', Q",I',F",§ ) définiavec ¥ = YUY, Q QUQ', I =1,F =F'
et

& ={(ge,9)|qe F, ¢ €I'}.

Preuve :
Montrons que £(d') = £L(d) - £(s4"). On procéde par double inclusion.

“C” Soitw € L(d") et soit
QOI=I3q S g g g1 e e€F =F CQ

une exécution acceptante de o telle que @ = w. On pose ig = min{i € [1,n] | ¢ € Q}.
On a alors, Vi € [1,i9 — 1], ¢; € Q. Montrons que Vi € [io,n], ¢ € Q' par récurrence
finie. On a ¢;, € Q'. De plus, si ¢; € Q' et (gi,wi+1,qi+1) € 6 done g;+1 € Q’. Inspectons
(Q 2 qig—1,uiy:qi, € Q) € &§. On sait que (gi,—1, Uiy, qi,) € 6 car g;, € Q'; de méme,
(Qig—15Wiy> Tiy) & 6 car qiy—1 € Q done (gi,—1, Uiy, diy) € {(¢,6,4") | ¢ € Fng’ € I'}.0na
donc que q;,—1 € F et q;, € I. Ainsi

F I
Uy D> e 3 Ui
I>g —q =>4 =Gy, —>— - = qn €F

est une exécution acceptante de s d’étiquette  est une exécution acceptante de oi’ d’étiquette
UL .. Uy —1- Wig41 -+ Un.

donc w1 ;,—1] € L(o4) et Uiy 51,n] € L(A").

W= U= U|[1,i0—-1] * Yio * Y|[ig+1,n]

= U[1,i0+1] * Y| [io+1.n]

“D” Montrons que £(d) - L(d’) C L(dA™). Soit w € L(d) - L(dA"), il existe donc
ISq—5q— =g, €F

une exécution acceptante dans o d’étiquette u; . .. u,,. Il existe également

Upp2
I'Sqnis — > qniy1 — -+ > qm EF

une exécution acceptante dans ¢’ d’étiquette w, 12 ... um. Or, 5 C § et &' C & donc Vi €
[1,n], (gi-1,ui,q:) € 6 et Vi € [n+2,m], (gi—1,%i,q:) € 6.0r,qn € Fetgnyr € I’
donc (g, &, gny1) € 6. Finalement A faire : recopier.

O

4.2 Cloture par étoile
Propriété: Soit d = (X, Q, I, F,J) un automate fini. Alors £(s)* est un automate

reconnaissable, il est de plus reconnu par l'automate . = (X, Q«, I+, F,d+) défini
avec Xy = X, Q« = QU {V}ouV ¢ Q. A faire : recopier ici. . .

EXEMPLE :
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Ficure 14 — Automate reconnaissant £ (4)*

4.3 Cloture par union

Propriété: Soit o = (X,Q,I,F,6) et d’ = (X/,Q',I',F',¢) deux automates avec
QNQ' = o. Alors, Z(d) UZL(d’") est un langage reconnaissable. Il est, de plus, reconnu
par sl = (5Y,QY, IV, FY,§Y) avec ZY = YUY, Q" = QUQ’, IV = [UI', FY = FUF'
etV =506

Preuve :
Montrons que £(”) C £ (d) U £(s4’). Supposons, sans perte de généralité que les automates o et o’
sont sans e-transitions. Soit w € % (s4"). Il existe une exécution acceptante

IY>q0 2 q1 = = gpo1 — g, € FV
avec w = wg - . . Wy,
Montrons que, en supposant go € I sans perte de généralité, Vi € [1,n], ¢; € Q de proche en proche.

On adonc g, € Q N FY = F et on a alors, pour tout i € [1,n], (gi—1,wi,q;) € 6°.0r, ¢;—1 € Q et
(gi—1,wi, q:) € 6" donc (qi—1,wi,qi) € 8.

Finalement, qq i q1 — -+ — qn est un exécution acceptante de of donc w € ZL(d). O

REMARQUE :
Pour tout a € X, {a} est reconnaissable : par exemple,
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Ficure 15 — Automate reconnaissant {a} aveca € ¥

REMARQUE :
& est reconnaissable : par exemple,

—@ @—

Figure 16 — Automate reconnaissant &

Propriété: De ce qui précede, on en déduit que I'’ensemble des langages reconnais-
sables par automates avec e-transition est au moins 'ensemble des langages réguliers.

Théoréme: Si ¢ est un automate avec e-transitions, alors il existe un automate s’
sans e-transition tel que £ () = £(d”).

EXEMPLE :

Ficure 17 — Automate avec e-transition

L’automate avec e-transition ci-dessus peut étre transformé en automate sans e-transition
comme celui ci-dessous.

Ficure 18 — Automate sans e-transition
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état de 'automate. Alors, automate o' = (,@', I, F', §") défini par X' =
I'=1,
{qe@|(g¢e,q) €6} sigreF

F'=FuU .
%) sinon,

6" =(6\{(g,e,qr) €6 | g€ Q})
U{(g;a,9) | (¢;¢,49r) € det(gr,a,q') € detaec I}
U{(g,&,4") | (g,€,qr) €S et (gr,e,q") € et g # ¢ €@},

est tel que
— 1l n’y a pas d’e-transitions entrant en g, ;
— L) =L (s);
— sl g € @ n’a pas d’e-transition entrante dans o, il n’en a pas dans ¢’.

Propriété: Soit d = (X,Q, I, F,d) un automate avec e-transitions. Soit ¢, € Q un

5,6 =@,

Algorithme 1 Suppression des e-transitions

Entrée un automate o = (X,Q, I, F, )

Sortie un automate équivalent a o sans e-transitions

28— 6

: F'« F

Q'+ @

: tant que il existe ¢ € @’ avec une e-transition entrante dans §’ faire

| (X,Q',I',F’,§") + résultat de la proposition précédente avec gr = g
: retourner (X/,Q', I’ F' ')

S o

On a donc démontré que tout langage régulier peut étre reconnu par un automate.

ExEMPLE :

On veut, par exemple, reconnaitre le langage (a-b)* - (a | b). A faire : Faire les automates

5 Théoréme de KLEENE

On s’intéresse & un autre ensemble de langages, les langages locaux.

5.1 Langages locaux

5.1.1 Définitions, propriétés

Définition (lettre préfixe, lettre suffixe, facteur de taille 2, non facteur):
langage. On note I'ensemble P(L) des lettres préfixes défini comme

PL)={{teX|Fwel, ve T, w=1~ v}
={¢tecXx {{} - 2*nL =g}

On note 'ensemble S(L) des lettres suffixes défini comme

S(L)={wp |lweL}y={teZ|Z* - {{}NL# o}
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On note 'ensemble F'(L) des facteurs de taille 2 défini comme
F(L)={t1 L2 € 52| Z* - {£1,02} - Z* N L # &}.
On note 'ensemble N (L) des non-facteurs défini comme
N(L) = 2\ F(L).
On défini également ’ensemble

A(L) = LN {e}.

Définition : Soit L un langage. On définit le langage local engendré par L comme étant

p(L) = A(L)U (P(L) 5 AP S(L)) \ Z*N(L)Z*.

ExXEMPLE :
Avec L = {aab,e}, on a P(L) = {a}, S(L) = {b}, F(L) = {aa,ab}, N(L) = {ba,bb},
A(L) = {e}. Et donc, on en déduit que

p(L) ={e}U{ab} U{aab} U --{e} U{a™ -b|n e N*}

Définition : Un langage est dit local s’il est son propre langage engendré i.e. p(L) = L.

Propriété: Soit L un langage. Alors, p(L) O L.

Preuve :
Soit w € L. Montrons que w € p(L).

— Siw =¢,alors A(L) = LN {e} = {e} donc w € p(L).

— Sinon, notons w = wjws...w,. On doit montrer que w, € P(L), w,, € S(L), et Vi €
[1,n — 1], w;w;41 € F(L). Par définition de ces ensembles, c’est vrai.

O

Propriété: Soit L de la forme
AU(PX* N X*S)\ (Z*NI¥)

avec A C {¢}, PC X, S C ¥,et N C X2, Alors p(L) = L.

Preuve :
Ona L C p(L). Montrons donc p(L) C L.

— Montrons que A(L) C L.
— Si A(L) = o, alors oxk.
— Sinon, A(L) = {e} = LN {e} donce € L et donce € A parce que ce n’est possible.

— Montrons que P(L) C P. Soit £ € P(L). Soient v € X", et w € L tels que w = ¢v. On a donc
w & A,doncw € (PX* NX*S)etdonc v =w € PY* etdonc/ € P.

— De méme, S(L) C L
— A faire & la maison : N C N (L) (ou F(L) C F)
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| Corollaire: Ona p? = p.

A faire : Figure ensembles langages locaux, réguliers, . ..

Preuve :
p(D) =Detp(X*) = 3", O

REMARQUE :
Un langage L est local si et seulement s’il existe S C X, P C X, N C X2 tel que

L\ {e} = (PZ* N Z*S)\ Z*NI*.

ExEmPLE :

Le langage L = {a} est local avec S = {a}, P = {a}, F =@ et A = 2.

Le langage L = {a, ab} est local avec S = {b,a}, P = {a}, F' = {ab} et A = @.

Le langage L = (ab)* est local avec S = {b}, P = {a}, F = {ab,ba}. Soit w € p(L). Si
w = &, alors ok. Sinon, w = abw; et w1 € p(L). Par récurrence, on montre que le langage

est local.

Le langage L = a - (ab)* n’est pas local.

5.1.2 Stabilité
Intersection

Propriété: SiL; et Ly sont deux langages locaux, alors L; N Lo est un langage local.

Preuve :
Soit L1 = A; U (PLZ* N *S1) \ (8" N1 Z%), et Ly = Ay U (P2E* N Z*S5) \ (5*N2Z*). On pose
Fi = X2\ Ny et F = X2\ Ny.On pose alors An = Ay N Ay; Pn = Py N Py; Sn = S1 N Sa;

Fr=F i NFy; Non=%?\Fq.0Ona

LiNLy =AU (PmZ“ n Z"Sﬁ) \ S*NA X",
En effet,

LiNLy= (AN Ap)
N (A1 N (P2X* N X*Ss) \ T N, 5%)
N(((PLZ* N Z*S1)\ T N1E%) N As)

NP NEZ*S1)\ Z* N Z*) N (PZ* N (P N Z*S,) \ Z°N,5%)
= (A1 N A2)((PL N P2) S N 57(S1 N S2)) \ & (N1 N N2) =~

Union

CONTRE-EXEMPLE :
Avec L1 = abet Ly = ba,ona Ay = Ay = @, Py = {a}, P> = {b}, S1 = {b}, S2 = {b},
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Iy = {ab} et F, = {ba}. Le langage L1 U Ly = {ab, ba} n’est pas local : en effet, on a
A =2, P ={a,b}, S ={a,b}, et FF = ab, ba. Le mot aba est donc dans le langage local
engendré.

On doit donc ajouter une contrainte afin d’éviter ce type de contre-exemples. L'intersection
des alphabets est vide.

Propriété: Soient L; un langage local sur un alphabet X'y et Lo un langage local sur
un alphabet Y5 avec X1 N XYy = @. Alors L1 U Lo est local.

Preuve :

Soient A, S1, P1, N1, Fi tels que L, soit défini par (Ay, S1, P1, N1, F1). De méme, soient As, Sz, P,
No, F5 tels que Lo soit défini par (Asz, So, P2, No, F»). Construisons alors Ay = A; UAs, Py = Py U Py,
Su=51USy, Fu=F UF,et Ny = (X1 U 22)2 \ Fu. Onnote ¥ = ¥y U X'5. Montrons alors que

LiULy = Ay U(PUE* N E*Sy)\ (ZFNyEY).

Ly

On procede par double-inclusion.
“C” Soitw € Ly U L.
Cas1l w=¢,alors A; = {e} ou Ay = {e} donc L; U Ly = {e} et doncw € Ly,.
Cas2 w # e.0n pose w = wj ... w,. Sans perte de généralité, on suppose w € L, et w & Lo.
Dot wy € Py et w, € S1. Et, pouri € [1,n — 1], w,w;y1 € Fy donc wy; € Py U Ps,
w, €S USsetVi € [1,n — 1], wyw;+1 € Fy U Fo. Dot w € Ly.
“D” Casl w=cealorsw € Ay, = Ly ULy doncw € A ouw € Ax doncw € Ly ouw € Lo.
Cas2 w # e.Onpose w = wiws ... w, avecw; € Py, w, € SuetVi € [1,n — 1], w;w;4+1 €
F,. Alors, sans perte de généralité, on suppose w; € X;. Montrons par récurrence que
Vp € [1,n], wp, € X.
— On sait que w; € X7 par hypothese.
— On suppose que w, € X; avec p < n. Alors, wywp41 € Fu = F1 U Fs. Or,
Fy C (22)2 et w, € Xy avec Xy N Xy = @ donc wyi1 € Y.
On conclut par récurrence que Vi € [1,n], w; € ¥;,.0r,w,, € Sy U Sz et SoNX; =&
donc w,, € S;.De plus, pour i € [1,n — 1], w;w;41 € Fy U F5 donc w;w; 1 € Fy et
donc w € Lj.
O

Concaténation

CONTRE-EXEMPLE :
Avec L1 = {ab} et Ly = {ab}, deux langages locaux, alors L - Lo = {abba} n’est pas
local. En effet, P = {a}, S = {a}, F' = {ab, bb,ba}; or aba ¢ L1 - Lo.

Propriété: Soient L; un langage local sur un alphabet >; et L2 un langage local sur
un alphabet X5, avec X1 N Xy = &. Alors L; - Lo est un langage local.

Preuve :
Soient Ay, Sy, Py, N1, F; définissant L, et soient As, So, P>, No, F» définissant L. Construisons A, =
A1 NAgy, Py = Py UA - Py, Seg =S3UAy-S;,Fy =F UF,US; - Py, Y = % UX,. Montrons que

Ly Ly=A U(PoS*NE"S)\ T N, Z* .

Le
On procede par double inclusion.
“C” Soitw € Ly - Lo.
— Siw =¢,alorse € Ly ete € Loydoncw =€ € Ay C L°®.

— Sinon, w = u -vavecu € Ly et v € Lo. On sait que |u| > 0 ou |v| > 0.
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— Siu # g,alors u = uy ...up avec p > 1. On sait que uy; € Py, u, € Si et, pour
i € [1,p— 1], uruit1 € Fy.
Sous-cas 1 Siv = g, alors Ay = {e}, etdonc S; C S,.0r, Py C P, et F; C F,.Onen
déduit que w = u € L°.
Sous-cas 2 v # g,alors v = vy ...vq avec vy € P, vy € Sy et, pour i € [1,ng — 1],
vivi+1 € F>.0r, upvy € Sp - Poetdoncw =u-v € L®.
— Siu = g, on procéde de la méme maniére.
“D” Soitw € L°.
— Siw =c¢,alorse € Ay etdonce € Ly ete € Ly. Dote € Ly - Lo.
— Sinon, on pose w = wy ... Wn,.
Sous-cas 1 Si{i € [1,n] | w; € X2} = @,onadoncVi € [1,n], w; € X;. De plus,
wy; € P,, w, € S, et,pouri € [1,n — 1], w;w;y1 € Fo.Or, P, N X1 = Py,
SeNXy =81, A = {e}etVi € [1,n —1] wijw;4+1 € Fy. On en déduit que
W=wWy... Wy €E Ly Lo.

Sous-cas 2 SiM = {i € [1,n] | w; € X2} # . Soit 59 = min(M). D’ou
W= Wy ... Wig—1 Wiy ... Wn.
— Y
e e

Si, 41,02 € F,, et ¢y € Xy, alors {5 € X5. De proche en proche, on en déduit que
Vi € [[ig,n]] , w; € Xo.

— Siip = 1,alors w1 € X3, w1 € P, w1 € P3, w1 € P2, Ay = {c}, et
Wy, € SeNZa,etw, € Sz.Deplus,pouri € [1,n — 1], w;wit1 € FeN(Za)?
donc w;w; 1 € Fo.Dotw =& -wq...w, € Ly - Lo.

— Siig > l,alorsw; € Y1 N P®* = P,w, € Y2N8* = Sy,etVi €
[1,i0 — 2], wswiy1 € F* N (21)2 = Fi. Douw;,—1w;, € F* N X115 =
S1 P, donc w;,—1 € Sy et w;, € P> donc wy...w;—1 € Ly. Finalement,
Vi € [io,n — 1], wiw;, ep,n(5)? donc A faire : Finir la preuve.

O
Etoile
Propriété: Soit L un langage local, alors L* est un langage local.
Preuve : N
Soient A, P, S, F et N définissant L. Alors A, = {¢}, P, = P, S, = SetF, = FUS - P. Afaire:
preuve a faire a la maison. O
ExeMPLE :

Avec L = {a, b}, un langage local, on a A, = {e}, P« = Sx = {a, b} (car P = {a,b} = 5),
et Sy = {ab,ba, aa,bb}.

5.2 Expressions régulieres linéaires

Définition : Un expression réguliére est dite linéaire si chacune de ses lettres apparait
une fois au plus dans 'expression.

ExEMPLE :
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Our | Nown
a aa
alb | alba

TaBLE 2 — Exemples et non-exemples d’expressions réguliéres linéaires

ExXEMPLE :
On définit une fonction booléenne permettant de vérifier si une expression réguliére est
linéaire :

g = T
e — T
linéaire : nEZ = o S
e1-ex +— (vars(ep) Nvars(ez) = @) et linéaire(e;) et linéaire(ez)
e1|e2 +— (vars(er) Nvars(ez) = @) et linéaire(ey) et linéaire(ez)
e1* +— linéaire(eq)

Propriété: Le langage d’'une expression réguliere est local.

Preuve :
11 nous suffit de montrer le résultat sur le cas de base.

% (D) : & quicorresponda A =2,S =0, P =0, F = 2.

#£(e) = {e} quicorresponda A = {c} et S =P =F = 2.

Z(a) = {a} quicorresponda A = &, S = {a}, P = {a} et F = @.

REMARQUE :
Les grandeurs A, P, S et F' sont de plus définies individuellement par la table suivante.

e A P S F|

%) %) %) %) %

€ {e} 1] (%] a

a & {a} {a} %

er™ {6} P(el) S(el) F(el)US((1)'P(81)
e - e A(el)ﬂA(el) P(el)UA(62)~P(€2) S(BQ)UA(62)~S(61) F(€1)UF(€2) 5(61) ~P(62)
@il | e A(el)UA(eg) P(el)UP(eg) S(el)US(eg) F(el)UF(eg)

TasrLe 3 — Construction de A, P, S et F dans différents cas

ReMarQUE (Notation) :
Si X et X5 sont deux alphabets et ¢ : 33 — Y9, alors on note ¢ 'extension de ¢ aux
mots de X7 :

P(wr ... wp) = ‘P(wl) cee ‘P(wn)

et, de plus, on note

¢(L) = {¢(w) | w € L}.

REMARQUE :
Ona@(LUM)=¢@(LUM)=¢@LU@M).
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Propriété :

(L - M) = G(L) - 3(M)

Y

Preuve :

wEBL-M) < 3IFueL- -Mw=q¢(u)
<~ J(v,t) ELX M, w=¢(v-t)
< 3(v,t) € L x M, w = @(v) - ¢(t)
— w e 3(L) - p(M).

Définition: Soient e € Reg(X1), ¢ : Xy — Xo. On définit alors inductivement e,
comme étant

Gy = ap = p(a)sia € X (e1 ]| e2)p = (e1)e | (e2)y

Ep =€ (61 '62)<p = (el)tp . (62)¢ (eyf)so = ((31)99)*-

Propriété: Siyp:X; — X5 ete € Reg(X1), alors

ZL(ep) = ¢(ZL(e))-

Preuve (par incuction sur e € Reg(X1)): cas @ £(D,) = L(9) = 2 = ¢(D) = ¢(£(92))

case L(e,) = L(c) = {e} = #( A faire : recopier ici
aser ez Z((e1-e2)p) =L((e1)e - (€2)p)) = L((e1)y) - L((e2)e) = B(£L(e1)) - (L (e2)) = (£ (er) -
Z(e2)) = ¢(£L(e1 - e2))-

De méme pour les autres cas

Propriété: Soite € Reg(X1). Il existe f € Reg(X) et o : ¥ — X tel que f est linéaire
ete= fo.

Preuve :
11 suffit de numéroter les lettres (c.f. exemple ci-dessous). O

ExXEMPLE :
Avece =c*((a-a)|e)-((a|c|e)*)*-b-a-a*,ona

f=ci((a1-a2)|e)- (br((az |c2|€)*))" - b2-a4-as5
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et
al = a
a2 [ a
as = a
a4 = a
) as +— a
bl = b
b2 = b
@il = @
@) [ @

5.3 Automates locaux

Définition (automate local, local standard): Un automate o1 = (X, Q, I, F, §) est dit
local des lors que pour out V(q1,42,4,93,q4) €EQ X Q X ¥ X Q x Q,

(q1,2,q3) €0 et (q2,4,q4) €6 = q3 = qa.

L'automate o est dit, de plus, standard lorsque Card(l) = 1 et quil n’existe pas de
transitions entrante en I'unique état initial gq.

Propriété: Un langage est local si et seulement s'il est reconnu par un automate local
standard.

EXEMPLE :

Ficure 19 — Automate local reconnaissant le langage (ab)*

Preuve ¥ = ” Soit L un langage local. Soit (A, S, P, F', N) tels que
L=AU(PX NX*)\(Z"NZ").
Soit alors 'automate @ = X U {e}, I = {e}, Fy = SU A, et

5= {(¢:4,d)€e@xTx0|qq € Fetqg =}
U{(e,4,q) €@ x ¥ xQ|L=gqetqeE P}.
On pose ol = (X,Q, I, Fy, ). Montrons que £ (d) = L.
“C” Soit w € £ (). Soit donc

w Wy
G —*d2 > Gn1 — qn
une exécution acceptante dans ¢/. Montrons que wy ... w,, € L.
Casl w=¢cetn=0.Ainsigo =g, =cet FNI =a.0r Fy = SU A, etdonc A = {e},

doue € L.
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Cas 2 w # e. On sait que w1 € P;eneffet, (e, w1, q1) € § donc wy = g1 € P. De méme,
(gn—1,Wn,qn) € 6,d0u S > wyn = gn.Deplus, Vi € [1,n — 1], (¢i—1,wi, ¢:) €6
et (qi, wit1,qiy1) € 0. Ainsi, w; = ¢; et w1 = qiy1 avec ¢iqi1 € F, dou
wiw;+1 € F.Doncw € L.

“D” Soitw = w;y ... w, € L.
Cas1 w=-¢e.0naA = {e}, et donc ¢ est final (ou initial). On en déduit que ¢ € £ ().

Cas 2 w # . Montrons, par récurrence finie sur p < n, qu’il existe une exécution

w1y Wp
qo —>q1 — ' > qn-1 —> qp
dans d.
. w
— Avecp = 1l,onaw; € P donc (¢,w;,w;) € 4. Ainsi, ¢ —» w; est une
exécution dans .

. w w

— Supposons construit e —» g1 — - -+ —= g, = wy, avec p < n. Or, wpwy+1 €

F donc (wp, Wpt1, Wpt1) € 6. Ainsi,

w, w, Wy
E—>qL > — Qp — Wpy1

est une exécution acceptante de oi.
De proche en proche, on a

wy Wap
E—Dqi > = Gn1 — Wy
une exécution dans d. Or, w,, € S = Fy et donc I'exécution est acceptante dans o,
etw € £(d).

“ <=7 Soitd = (X,Q, 1, Fy, ) un automate localement standard. Montrons que £ () est local. Il suffit
de montrer que p(Z (1)) = L(d). Or £(d) C p(£(sA)). On montre donc p(£(d)) C L(d).
Soit w € p(£(s)). Ainsi,

w € A(Z(sd)) U (P(Sf(sﬂ))z* n E*S(?j(m))) \ (E*N(Sf(sﬂ))z‘*).

Montrons que w € £ (sl).
— Siw e A(Z(d)), alors w = €. Or, A(Z(d)) = L(sd) N {e}. Ainsi w € L(dA).

— Sinon, w = wy ... w, avec wy; € P(Z(d)), donc il existe u € T tel que wy - u € L(d).
11 existe donc une exécution acceptante

wy ©
I>q —q1—— —gs € Fy.

. . w
11 existe donc une exécution g — q1.

Supposons construit ¢, =Ly q1— - BN qp avec p < n. Or, wpywpy1 € F(£(d)), donc
ilexistew € X" ety € X" telsque x - wy, - wpy1 -y € £(sd). Il existe donc une exécution
acceptante

- Wp Wpt1 Y

TQ— — S Tp_1 —FTp —> Tpt1 — — —>Ts.
Or, parlocalité de 'automate, ¢, = 7,,. Il existe donc qp, -1 (= 7,1) tel que (gp, wpt1,qp41) €
4. On a donc une exécution
wy Wpt1
qgo —*q1 —> " —>qp — 7 qpt1-
De proche en proche, il existe une exécution

o
q0 —>q1 — " > qn-
Or, w,, € S(£(d)), il existe donc v € X* tel que v - w,, € £(ol), donc il existe un exécution
acceptante
v .
IDmp== = fomn —= 75 @ M,

Par localité, rs = q,, € Fy.
Donc p(£(d)) C £(d) et donc p(ZL(d)) = £(sd). On en déduit que £ (o) est local.

ExXEMPLE :
Dans le langage local (ab)* | ¢*,ona A = {e}, S = {¢, b}, P = {a, c} et F = {ab, ba, cc}.
L’automate local reconnaissant ce langage est celui ci-dessous.
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Ficure 20 — Automate local reconnaissant (ab)* | c*

Propriété: Soitd = (X,Q, I, F,0) un automate et ¢ : ¥ — Y. On pose
8" = {(a,9(0),4) | (3,4, € &}.

Onpose d’ = (X,Q,1,F,§).Ona2(d") = p(L(dA)).

EXERCICE :
Montrons que LR C o(X*) i.e. il existe des langages non reconnaissables.

R n’est pas dénombrable. On écrit un nombre réel comme une suite infinie
0,10110010101...1010110...

On pose X = {a}, on crée le langage L, associé au nombre ci-dessus comme I'ensemble
contenant a, aaa, aaaa,...

ReMarQuUE (Notation) :
On note A, Pautomate (¢(E),Q, I, F,8") oud’ = {(q,9(¥),qd") | (¢,¢,q") € 6}

5.4 Algorithme de BERrY-SETHI : les langages réguliers sont reconnais-
sables
EXEMPLE :

On considére l'expression réguliere aab(a | b)*. On numérote les lettres : aja2bi (a3 |
ba)*, avec

al — a
as — a
(] a3 — a
b1 = b
b2 [ b
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A iS] P F
a1 1%} al al %}
a %) az az %)
ai - ag %) az al a1as
b1 %) b1 b1 %)
aiazby 1] b1 ai aiaz, azby
as %) as as %)
bo %) bo bo %)
as | bo 1% as, bo as, bo %)
(as | b2)* € as, by as, by asba, baas, azas, babs
arazbi(as | b2)* | @ | as,baaby al asba,boas, azas, babs,aasz, asbi,bias,bibs

TaBrLE 4 — A, S, P et F pour les différents mots reconnus

On crée donc 'automate ci-dessous.

al b1
a2

Ficure 21 — Automate déduit de la table[4]

On applique la fonction ¢ a tous les états et transitions pour obtenir 'automate ci-
dessous. Cet algorithme reconnait le langage aab(a | b)*.

Frcure 22 — Application de ¢ a 'automate de la ﬁgure

Théoreme: Tout langage régulier est reconnaissable. De plus, on a un algorithme qui
calcule un automate le reconnaissant, a partir de sa représentation sous forme d’expres-
sion réguliere.

Algorithme (Berry-SeTHI) :  Entrée : Une expression réguliére e
Sortie : Un automate reconnaissant £(e)
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1. On linéarise e en f avec une fonction ¢ telle que f, = e.

2. On calcule inductivement A(f), S(f), P(f), et F'(f).

3. On fabrique o = (X, Q, I, F, §) un automate reconnaissant £ (f).
4. On retourne o,.

A faire : refaire la mise en page pour les algorithmes

5.5 Les langages reconnaissables sont réguliers

On fait le « sens inverse » : & partir d’'un automate, comment en déduire le langage reconnu
par cet automate ?

L'idée est de supprimer les états un a un. Premiérement, on rassemble les états initiaux en
les reliant a un état , et de méme, on relie les états finaux a . Pour une suite d’états, on
concatene les lettres reconnus sur chaque transition :

ab

o' o ' o N @

Ficure 23 — Succession d’états

De méme, lors de « branches » en paralléles, on les concaténe avec un |. En appliquant cet
algorithme a 'automate précédent, on a

(aab) - ((s | aa®) | (b | aa*b) - (b| aa*b)*(aa* | s)).

Définition: Un automate généralisé est un quintuplet (X, Q, I, F, §) ou
— X est un alphabet;
— @ est un ensemble fini;
— 1 CQ;
— FCQ;
— 6§ C @ x Reg(XY) x Q, avec

Vr € Reg(X), Y(q,q) € @2, Card({(¢,7,¢') € 6}) < 1.

Définition (Langage reconnu par un automate généralisé): Soit (¥, @, I, F, ) un au-
tomate généralisé. On dit qu'un mot w est reconnu par 'automate s’il existe une suite

1 72 Tn
qo —>q1 —>q2 —> - > qn-1 — qn

et (ui)ie[[l,n]] tels que Vi € [1,n], u; € L(r;) et w =ug -ug ... up.

Définition: Un automate généralisé (¥, Q, I, F, ¢) est dit «bien détouréEl» sil = {i}et
F = {f}, aveci # f, tels que i n’a pas de transitions entrantes et f n’a pas de transitions
sortantes.

2. Cette notation n’est pas officielle.
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Lemme: Tout automate généralisé est équivalent & un automate généralisé « bien
détouré. » En effet, soit d = (X,Q, I, F, §) un automate généralisé. Soit i ¢ Q et f ¢ Q.
Onpose X' =X, I' = {i}, F/ = {f},Q" =QU {i, f} et

&' =0U{(i,e;q) la€ I} U{(g,e,f) | g€ F}.

Alors, Pautomate o’ = (X/,Q', I, F’,§") est équivalent a o et « bien détouré. »

Lemme: Soitd = (X,Q, 1, F,§) un automate généralisé « bien détouré » tel que |Q| >
3. Alors il existe un automate généralisé «bien détouré » o’ = (X, Q’, I, F,§’) avec Q' C Q
et £(d) = 2L(d’).

IE?Z;Z:\lzcdonné qu’il existe au plus une transition entre chaque pair d’état (¢, q’) € @2, il est possible de le
représenter au moyen d’une fonction de transition
T:@x Q@ — Reg(X).
A faire : Recopier la def de T' Soit g € @ \ {i, f}. Soit alors 7" défini, pour (., qs) € @ \ {q}, par
T'(4aq5) = T(da; a5) | T(da>a) - T(2: )" - T(q, qv)-

On consideére 'automate @’ = @ \ {g} et §’ construit & partir de 7”. O

EXEMPLE :
On considere 'automate ci-dessous.

Ficure 24 — Automate exemple

La fonction 7" peut étre représentée dans la table ci-dessous.

o 1 2
0| @ alb e
1| o ] %]
2 | @ %) a*

TasLE 5 — Fonction 7" équivalente a 'automate de la ﬁgure

ExEMPLE :
On applique I'algorithme a 'automate suivant.
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d*aa|(ac|b)~(cc)*-(b|ca)§de
® —@
. d*aa | (ac|b) - (cc)* - (b ca)(d]|e)* .

Ficure 25 — Application de I'algorithme a un exemple

On a donc que le langage de 'automate initial est

Z(d*(aa) | (ac | b)(cc)" (b ]| ca)(d | €)").

Théoreme: Un langage reconnaissable est régulier.

Preuve :
On itere le lemme précédent depuis un automate généralisé o jusqu’a obtention d’'un automate comme

celui ci-dessous.
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Ficure 26 — Automate résultat de application du lemme

On a alors & (d1) = £(r). O

Théoreme (Kieene): Un langage est régulier si et seulement s’il est reconnaissable.
Et, on a donné un algorithme effectuant ce calcul dans les deux sens.

6 La classe des langages réguliers

Ul

Ensemble de tous les langages

Langages réguliers

Langages locaux

Ficure 27 — Ensembles de langages

Propriété: La classe deslangages réguliers/reconnaissables est stable par passage au
complémentaire.

Preuve :

Soit L € LR. Soitdl = (¥, @, I, F, §) un automate reconnaissant le langage L. Soitsl’ = (X,Q’,I', F’, )
un automate déterministe et complet équivalent a . Soit 1" = (X, @', I’,@" \ F’,§"). Alors (& prouver &
la maison) £ (") = ¥* \ £(d) = ¥* \ L et donc ¥* \ L est reconnaissable/régulier. O

Corollaire : On a la stabilité par intersection. En effet,
A (LC U (L’)C)°

ou L¢ est le complémentaire de L.

Corollaire: Si L et L’ sont deux langages réguliers (quelconques), alors L \ L’ est un
langage régulier. En effet,

L\L =Ln (L)
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Corollaire: Si L et L’ sont deux langages réguliers. Alors L A L’ El est un langage
régulier. En effet
7 (def) 0 0
LAL "= (LUL)\(LNL).

6.1 Limite de la classe/Lemme de I’étoile

Théoréeme (Lemme de I'étoile) : Soit L un langage reconnu par un automate a n états.
Pour tout mot v € L de longueur supérieure ou égale a n, il existe trois mots z, y et z
tels que

u=uzx-y-z, |z - y| < n, y # g, et VpeN, z-y?-2€ L.

Preuve :
Soit L un langage reconnu par un automate si = (X, @, I, F,, §) a n états. Soit u un mot d’un alphabet X
de longueur supérieure ou égale a n (u € X>") tel que u € L. Alors, il existe un exécution acceptante

Uy Uy Um
go —>q1 —> g2 = ' 7> dm-1 — 7 gm
avec m > n. Par principe des tiroirs, l'ensemble {(i,j) € [0,m]? | @ < jetg; = q;} est non vide. Et
donc A = {j € [0,m] | i € [0,5 — 1], g;: = g, } est non vide. Soit alors jo = min A bien défini. Alors,
par définition de A, il existe i € [0, jo — 1] tel que ¢;, = g;, et jo < n. On pose donc

Wig Wig+1 Yio Ujo+1

2! Uy Um
90 — g1 = =iy = Qg1 = = @, = Qjo41 = —Fdm

Er y z

T =ULULS .. Ujy, Y = Ujyf1 - - Ujy €8 2541 ... Um. Onadoncy # e : en effet iy < jo. Egalement, on a

|z -y| =jo <netu=x-y- 2z Montrons alors que Vp € IN, x - y” - z € L. La suite de transitions
Uy Wig Ujo+1 U,
qo —>q1 = — > qiy, — 7 qjo+1 > — 7> Qqm

est une exécution acceptante donc = - z € L. De proche en proche, on en déduit que = - y* - 2 € L pour tout
p € N. O

Corollaire : Ily a des langages non réguliers/reconnaissables.

Preuve :
Soit L = {a™ - b™ | n € IN}. Montrons que L n’est pas régulier par 'absurde. Supposons L reconnaissable
par un automate o a n états, et soit u = a™ - b™. Alors |u| > n. D’ou, d’apres le lemme de I’étoile, il existe

un triplet (z,y,2) € (%) telquey # e, u =z -y -2, |z -y| <netx-y* -z C L ().l existe donc
p € [1,n] tel que y = aP. De méme, il existe ¢ € [0,n — p] telque z = a% et z = a” P77 . b™. Donc,
dapres (%), z -y -y -2z € Letdonca?-a? -aP -a" P~ 7.b" € L,doua™"? -b™ € L. Or, comme p # 0,
n + p # n : une contradiction.

EXERCICE :

On considére le langage Ly = {w € X* | |w|q = |wl|p}. Le langage Lo est-il régulier?
La méme démonstration fonction en remplacant L par Ly. Mais, nous allons procéder
autrement, par I'absurde : on suppose Lo régulier. Or, on sait que, d’aprés la preuve
précédente, L = Lo Na* - b*, et a* - b* est régulier. D’ou L régulier, ce qui est absurde.

EXERCICE :
On considere le langage L = {w € X* | |w|a = |w|p [3]}. Le langage L est-il régulier?

3. A est la différence symétrique
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Oui, 'automate de la figure suivante reconnait le langage L (les états représentent la
différence |w|, — |w|p mod 3).

Montrons a présent qu'un automate & moins de trois états n’est pas possible : si 6* (ig, a®) =
5*(i0,a¥) avec [0,2] 3 = < y € [0, 2], alors pour tout z € N, §*(ig, a®+?) = §*(ig, a¥+?).
On pose z = 3 — y. Alors

8* (i, a®T37Y) = 6* (i, a®).
n m

Ficure 28 — Automate reconnaissant le langage {w € X* | |w|qa = |wlp [3]}

EXERCICE :
Soit ¥ = {0,1,°C,)’,{’,‘},*,’}. On écrit en OCaml la fonction to_string définie telle
que si (affiche 9l) et (affiche 1’) donnent le méme affichage, alors of = o’.

- - -
0
Ficure 29 — Codage d’'un automate par une chaine de caracteres

Par exemple, on représente 'automate ci-dessus par

“({0,1,10},{0}, {10}, {(0,0, 1), (1,0,10), (10,0, 1), (1,1,0)}).”

1 | let affiche (Q,I,F,5) = I

Cobk 3 — Fonction affiche affichant un automate

A faire : Recopier le code

ExXERCICE :
Supposons que tout langage est reconnaissable. Soit L = {w € X* | Id, w < affiche detw ¢
Z(dd)}. Soit B un automate tel que L = £(B). Soit w € affiche B. Siw € L, alors il
existe un automate tel que w = affiche o et w ¢ £L(d). D'ou i = B par injectivité et
donc w ¢ £(B) = L, ce qui est absurde. Sinon, si w ¢ L, alors w = affiche B avec
w ¢ L(B) et w € L, ce qui est absurde.
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Annexe A. Comment prouver la correction d’un programme ?

Avec X = {a,b}. Comment montrer qu'un mot a au moins un a et un nombre pair de b.

Ficure 30 — Automate reconnaissant les mots valides

On veut montrer que

Py, : «Yw € X%, Vg € @, (il existe une exécution par w menant & ¢g) <= w satisfait I, »

ou
Iy, m ¢ (lwla 21 <= v) et (r = |w|p, mod 2).
m Mm
B {0,1}

On le montre par récurrence sur la longueur de w :

« ”»

== — Pour w = ¢, alors montrons que Vq € Q, il existe un exécution menant a g étiquetée

par w (noté % q) si et seulement si w satisfait /.
— i) (F,0) est vrai, de plus ¢ satisfait I o) ;

— sinon si g # (F,0), alors =5 ¢ est fausse, de plus ¢ ne satisfait pas I.
o

— Supposons maintenant P, vrai pour tout mot w de taille n. Soit w = wj ... wpwn41
un mot de taille n+1. Notons w = wj . . . w,. Montrons que P, est vrai. Soit g € Q.
Supposons —s q.

o

— Sig = (F,0) et wy+1 = b. On a donc N (F,1), et, par hypothese de récur-
st

rence, w satisfait. Donc |w|q, = 0 et |w|, =1 [2] donc |w|, = 0 et |w|, =0 [2]
donc w satisfait /(g ).

— De méme pour les autres cas.
“ <=7 Réciproquement, supposons que w satisfait I,.
— Siw = (V,0) et w41 = a. Alors,
— si |w|a = 0, alors w satisfait Iy (). Par hypothése de récurrence, on a donc
i;} (F,0) et done i;’» (V,0).

— si w|p > 1, alors w satisfait I(y, o) donc N (V,0) et donc N (v,0).
sl o

— De méme pour les autres cas.

On a donc bien
Vw € ¥*,Vq € @, % q <= w satisfait I,.
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Finalement,
2(t) = {we > |3 e F, 2 )
={wez" | (V,0}

={w € X" | w satisfait I(y )}
={we X" | |wle = 1et |wl, =0 [2]}

Annexe B. HoRS-PROGRAMME

«»

Définition : On appelle monoide un ensemble M muni d’une loi “” interne associative

admettant un élément neutre 1,;.

Définition : Etant donné deux monoides M et N, on appelle morphisme de monoides
une fonction p : M — N telle que

1 p(lym) =1n;
2. p(@pry) = (@) N py)-

EXEMPLE :
| - | :(X*,) = (N, +) est un morphisme de monoides.

Définition : Unlangage L est dit reconnu par un monoide M, un morphisme p : X* —
M et un ensemble P C M si L = p~1(P).

ExEMPLE : 5
L’ensemble {a™" | n € IN} est reconnu par le morphisme | - | et 'ensemble P = {n? |
n € IN}.

Théoreme: Un langage est régulier si et seulement s’il est reconnu par un monoide
fini.

ExempLE :
L’ensemble {a?™ | n € IN} est un langage régulier. En effet, on a M = Z/2z, P = {0} et

p:X* — 2z
w — |w| mod 2.
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a

b

Ficure 31 — Automate reconnaissant y~1(P) = L

Preuve ¥ =" Soit L € p(X™) reconnu par un monoide M fini, un morphisme p et un ensemble P :
L =pu '(P).Posons o = (X’',Q, 1, F,§) avec
/ Q=M 7= {1a} F=P

=X
s={(g,4,d)e@xTxa|q- ul)=q}
Montrons que Z(s) = L. Soit w € £ (o). Il existe une exécution acceptante
Iy =go —>q1 =+ —qn €P.
Orp(w ...wn) = [T wwi) = a0 [ 7, wwi) = qon(wn)- [T nwi) = ar [T7_ nlwi) =
gn € P.
O
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