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0 Motivation

G onsIDERONS la grille de Sudoku 2 x 2 ci-dessous.
Z

3 2

4 1

Ficurk 1 — Grille de Sudoku 2 x 2

On modélise ce probleme : on considére P; ; ;, une variable booléenne, c’est a dire un
élément de {V, F'}, définie telle que

Pijk: “m(i,j) = k” avec (i, 5, k) € [1,4]3 ..
On peut définir des contraintes logiques (des expressions logiques) pour résoudre le Sudoku.

Les opérateurs ci-dessous seront définis plus tard.

P13
APygo
ANPoy
ANP>3q

AP121— (mP122 A—P123A-P124)

Pour résoudre le Sudoku, on peut essayer chaque cas possible. Mais, ces possibilités sont tres
nombreuses.

En mathématiques, on utilise une certaine logique. Il en existe d’autre, certaines ou tout est
vrai, certaines ou il est plus facile de montrer des théorémes, etc. On va définir une logique
ayant le moins d’opérateurs possibles.

1 Syntaxe

Définition: On suppose donné un ensemble P de variables propositionnelles.

Définition : On définit alors 'ensemble des formules de la logique propositionnelle par
induction nommée avec les regles :

— % — " — 0
_ A}2; . <_)|2;
= \/}2; = T|O; = Vga.

On nomme I'’ensemble des formules F.




EXEMPLE :

VA= (VIP), TO), ~(LO))s V(= (TO), T()), V(r)-

Ficure 2 — Arbre syntaxique d’une expression logique

Pour simplifier la syntaxe, on écrit plutot

(P=>TA-L)V({(T+T)vr).

Définition (taille d'une formule) : On définit, par induction, la taille notée “taille” comme

taille : & — IN
pEP+—1
Tr—1
L1
-G — 1 + taille(G)
G — H > 1 + taille(G) + taille(H)
G < H — 1+ taille(GQ) + taille(H)
G AN H — 1+ taille(G) + taille(H)
GV H — 1+ taille(G) + taille(H).

Définition (Ensemble des variables propositionnelles) : On définit inductivement

vars : F — p(P) El
p € P r— {p}
T, 1l—o
-G — vars(QG)
G ® H — vars(G) U vars(H)

ou ® correspond a U, N, — ou <.

1. Le p(F) représente ici I'ensemble des parties de E.




Définition : On appelle substitution une fonction de % dans F qui est I'identité partout
sauf sur un ensemble fini de variables. On la note alors

(p1 = Hi, p2 = Ha,...,pn — Hpy)
qui est la substitution

P —F

N H; sip=p;
p sinon.

ExXEMPLE :
La fonction
c=(p—=pVgr—=pAT)

est une substitution. On a o(p) = pV q, o(r) = p A T, o(q) = q et, pour toute autre
variable logique a, o(a) = a.

Définition (Application d’une substitution a une formule): Etant donné une formule
G € F et une substitution o, on définit inductivement G[o] par

Tle]=T
Lo =1
plo] = o (p)

(=G)[o] = ~(Glo])
(G © H)[o] = (G[o]) © Hlo]

ou ® correspond a U, N, — ou <.

EXEMPLE :
AvecG =pA(qVT)eto=(p—p,g—rAT),ona

Glo] =qA ((rAT)VL).

Définition: On appelle parfois clés d’'une substitution de o, I’ensemble des variables
propositionnelles sur lequel elle n’est pas I'identité.

Définition : On définit la composée de deux substitutions o et o’ par
oo P—F

p+— (plo])[o]-

ExemPLE :
Aveco = (p—>q)eto = (g~ r),ona

o o=(prr,q—T).




En effet,

EXEMPLE :
Aveco = (p—qgAT),0/ =(¢q—~ L, r—p),ona

1LAT siz=p

1 six = q
o o(z) = .

p siz=r

@ sinon

=~ LAT, g~ L, r—p).

REMARQUE :
L'opération - est associative.

Propriété: Soient o et o’ deux substitutions, on a, pour toute formule H € F,

(H[o])[0'] = H[o" - 7).

Preuve :
Notons Pg la propriété “(Glo)D[e’] = Gl - a]”

Montrons que, pour toute formule G € #, P est vraie par induction :
— (T[U])[o"] =(deh T _ Tlo'"]

— (plol)lo] = plo’ - o]
— afaire a la maison : le cas — et un cas A.

Définition : On appelle relation sous-formule, la relation ¢ définie dans la section 3
du chapitre —1.

2 Sémantique

2.1 Algebre de BooLE

Définition: On note B = {V, F'} I'ensemble des booléens.

Définition: Sur BB, on définit les opérateurs




TaBLE 2 — Opération + sur les booléens

a a
F |V
V | F

TasLE 3 — Opération [J sur les booléens

REMARQUE :
Nom . +
Commutativité a-b=b-a at+b=b+a
Neutre V.a=a F+a=a
Absorbant F.-a=F V.a=V
Associativité (a-b)-c=a-(b-c) a+(b+c)=(a+b)+c
Idempotence a-a=a at+a=a
Distributivité a-(b+c)=a-b+a-c | a+(b-c)=(a+b) -(a+c)
Complémentaire a-a=F at+a=V
MoRrGaN a-b=a+b a+b=a-b

TasLE 4 — Regles dans B

2.2 Fonctions booléennes

Définition (Environnement propositionnel) : On appelle environnement propositionnel
une fonction de % dans B.

Définition: On appelle fonction booléenne une fonction de B dans B. On note 'en-
semble des fonctions booléennes Ir.

REMARQUE :
Si | 2| = n, alors |B?| = 2" et donc || = 22",




EXEMPLE :

La fonction
— F

—V
—V
—V

(p— F,q— F
p— F, qg—V
p—V,qg— F
p—V,qg—V

el

~
—~c

est une fonction booléenne.

2.3 Interprétation d’une formule comme une fonction booléenne

Définition (Interprétation): Ktant donné une formule G € F et un environnement
propositionnel p € B?, on définit I'interprétation de G dans I'environnement p par

— [TI°P=V;

— [P =F;

— [p]” = p(p) o p € P;
— [-G1” =[G]”;

— [G A H]? = [G]° - [H];
— [GVH] = [G]’ + [H];
— [6 - H]? =[G’ + [H]*;
— [G  H]? = ([GP° + [H]?) - (TH]” + [G]°).

EXEMPLE :
Avecp=(p—V,q—~ F),et G=(pAT)V(gALl),ona
[GI? =[pAT)V(egAL)]”

—PATI +lgn LI
= [pl? - [T1” + [a]” - [L1”
=p(p)-V+p(q) - F
=V+F
=V.

Définition (Fonction booléenne associée & une formule): Etant donné une formule G,
on note

F>[G]: B — B
pr— [G]P.

EXEMPLE :
La fonction booléenne associée a p V q est

(p—F,q— F)— F

7 (p—F,q—V)—=V
"\ p—mV,¢g—=F)—V
p—=V,qg—m V)=V

eF.

La fonction booléenne associée a p VV (¢ A T) est aussi f; tout comme (pV L)V (g A T).




2.4 Liens sémantiques

alors G = H.

Définition: On dit que G et H sont équivalents si et seulement si [G] = [H]. On note

G des lors que
vpe B?, ([G]* =V) = ([H]" =V).

On le note G |= H.

Définition (Conséquence sémantique): On dit que H est conséquence sémantique de

Propriété: On a
G=H < (GEHetHEQG).

On suppose maintenant [H]|” = V, et alors [G]” = V car [G] = [H].

Par contraposée, si [G]]” = F, alors [H]” = F. On en déduit que [G] = [H].

REMARQUE :
= n’est pas une relation d’ordre.

REMARQUE :
La relation = est une relation d’équivalence. De plus, si G = G’ et H = H’, alors

— GANH=G'ANH; — G- H=G - H'; — -G =-G.
— GVH=G'VH'; — G H=G + H';

Une telle relation est parfois appelée une congruence.

Preuve ¢ =>” Onsuppose G = H.Soit p € B”. Onsuppose [G]” = V alors [H]” = V car [G] = [H].

“<=" Onsuppose G |= Het H = G. Soit p € B”. On suppose [G]? = V alors [H]* = V car
H |= H et donc [G] = [H]. On suppose maintenant [H]” = V alors [G]” = V car G |= H.

O

Définition: On dit d'une formule H € F qu’elle est
— valide ou tautologique dés lors que Vp € B? | [H]” =V ;
— satisfiable dés lors qu'il existe p € B?, [H]? = V;
— insatisfiable dés lors qu’il n’est pas satisfiable.
On dit de p € B” tel que [H]” = V que p est un modéle de H.

ExempLe: — pV —p est une tautologie. En effet, soit p € %7, on a

[pV-pl® =I[pl” +[p]" = V.
— p est satisfiable mais non valide. En effet,

[[pﬂ(lﬂ’—)v) -V et [[pH(PHF) — F.




— p A —p est insatisfiable. En effet, soit p € B?, on a

[p A-p]* = [p]’ - [p]” = F.

Définition: Si I" est un ensemble de formules, on écrit I" = H pour dire que

VpeB?, (VG eT, [G] =V) = [H]* =V.

REMARQUE :
Si I" est fini, alors on a

ret «— (\G)En

Ger

On doit faire la preuve, pour n > 1,

{G1,Ga,...,Gp} EH < (---((G1 ANG2) ANG3)---NGyp) E H.

3 Le probleme SAT - Le probleme Validité

On définit le probleme Sar comme ayant pour donnée une formule H et pour question “H
est-elle satisfiable?” et le probléme Valide comme ayant pour donnée une formule H et pour
question “H est-elle valide?”

3.1 Résolution par tables de vérité

a b ¢c | anb | =b | —c | =bV e | (aAb) — (—=bV —c)
VI IV |V 14 F F F F
V| |F |V F vV | F \4 \%4
V| F | F F vV |V \%4 14
V|V |F 14 F Vv Vv 14
F |V |V F F F F 14
F | F |V F 14 F \4 14
F | F | F F 14 14 \4 14
F |V |F \%4 F |V v 14

TaBLE 5 — Table de vérité de (a A b) — (—bV —c)

ExXEMPLE :

Le probleme Sar lit la colonne résultat, on cherche un V. Le probleme Valide lit la colonne
résultat et vérifie qu’il n’y a que des V.

REMARQUE :

Deux formules sont équivalent si et seulement si elles ont la méme colonne résultat.

On essaie d’énumérer toutes les possibilités : si [?| = n € I, alors le nombre de classes
d’équivalences pour = est au plus 22" . On cherche donc un meilleur algorithme.



4 Représentation des fonction booléennes

4.1 Par des formules?

<

SIS I I
I ISR Sl e TS| BV

SSS<HRTN oS
S<HRS<TE R

TasLE 6 — Table de vérité d’'une formule inconnue

On regarde les cas ou la sortie est V' et on crée une formule permettant de tester cette combi-
naison de p, g et r uniquement. On unie toutes ces formules par des V. Dans ’exemple ci-dessus,
on obtient

(=pA=gqA=7)V(=pA=gAT)V (PA=gA=T)V (DAgA-T).

Théoréeme : Soit f : BY — B une fonction booléenne avec 9 fini. Il existe une formule
H € F telle que [H] = f.

Avant de prouver ce théoréeme, on démontre d’abord les deux lemme suivants et on définit
lit,.

Définition : Soit p € B?. On définit

) p  sip(p)=V;
lity (p) = {—\p sinon

Lemme: ,
VpeB?, 3G €F, (Vo' € B?, [G]” =V <= p=/).

On prouve ce lemme :

Preuve :
9 est fini. Notons donc % = {p, ..., pn } ses variables. Soit alors p € B”, on définit
H, = /\ litp(p,zy),
i=1
Montrons que [H,]” =V <= p = p’. Soit p’ € BY.

10



— Sip=/p,alors

[#,]7 = [[/\litp(pi)]l a
i=1

= o [lit,(p:)]”

i=1

Soit i € [1,n].Sip(p:) = V alors p’ (p;) = V, or, lit, (p;) = pi et done [lit, (p:)]” = [p:]” =
V ; sinon si p(p;) = F, alors p’(p;) = F, o, lit,(p;) = —p; et donc
Lty (p)]” = [-p:]” = [p:]” =p'(pi) =F =V,

et comme ceci étant vrai pour tout i € [1,n], on a

n

. [[litp(pi)]]p/ =V.

i=1

— Sinon (p # p), soit donc p; € P tel que p(pi) # p'(p:). Si p(pi) = V alors p'(p;) = F et
donc lit, (p;) = pi et [lit, p;]*" = p'(p;) = F; sinon si p(p;) = F, alors p’(p;) = V et donc
lit, (pi) = =pi et [lit, (p)]” = [-p:i]” = [p:]” =V = F.
On en déduit donc que

[H,]” = o [it,(p))]” = F
j=1

car il existe i € [[1,n] tel que [lit,(p;)]” = F. 0

On peut donc maintenant prouver le théoréme :

Lemme: Considérons alors la formule

peB”
fp)=V
Ona [H] = f.
Preuve : — Soit p € B tel que f(p) = V, on a donc
o P
[H] = H \/ H,,,ﬂ A
p'eB”
fpH=v

H,, apparait donc dans cette disjonction. Or, [H,] = V et donc [H]” = V.
Si f(p) = F, alors on a vu que Vp' tel que f(p’) = V, alors p’ # p et donc [H,/]|” = F et donc

[[ \/ H;,/H:F.

p'EB”

fp)=Vv

Finalement [H] = f.

Le théoreéme est prouvé directement a ’'aide des deux lemmes précédents.

On connait donc la réponse a la question du nom de ce paragraphe, a savoir “peut-on repré-

11



senter les fonctions booléennes par des formules ?” Oui.

4.2 Par des formules sous formes normales?

Définition: On dit d’'une formule de la forme
— pou —p avec p € P, que c’est un littéral ;
— /\:;1 £; ou les ¢; sont des littéraux que c’est une clause conjonctive ;
— \/?:1 ¢; ou les ¢; sont des littéraux que c’est une clause disjonctive;

n S . o . . 2
— /\1.71 D; oules D; qui sont des clauses disjonctives est appelée une forme normale
conjonctive ;

n N . . . 2
— ~ _C;oules C; qui sont des clauses conjonctives est appelée une forme normale
L=l
disjonctive.

REMARQUE : ) ;
On prend, comme convention, que /‘\%.:1 G;=Tet \/i:1 G; = 1.

ExempLE :
clause conjonctive clause conjonctive

e e e N . .
La formule (pA—q) V (rAp) est donc une clause normale disjonctive.

REMARQUE :
On écrit FMD pour une forme normale disjonctive et FNc pour une forme normale conjonc-
tive.

ExempLE :
La formule p A ¢ A —r est une clause conjonctive donc une FNc mais c’est aussi une FND.

EXEMPLE :

La formule T est une clause conjonctive de taille 0, donc c’est une rnp. Mais, c’est aussi
une clause conjonctive de taille 0, donc c’est une Fnc. De méme, la formule | est une Fnc
et une FND.

Théoreme: Toute formule est équivalente a une formule sous FND et & une formule
Sous FNC.

Preuve :

Soit G € F une formule. Soit [G] la fonction booléenne associée a G. Alors, par le théoréme précédent, il
existe une formule H telle que [H] = [G] (i.e. H = G) avec H construit dans la preuve précédente sous
forme normale disjonctive. O

ExEMPLE :
La formule G = p A (—q V p) a pour table de vérité la table suivante.

12




TaBLE 7 — Table de vérité de p A (—q V p)

La forme normale disjonctive équivalente & G est (p A =q) V (p A q).

Nous n’avons pas encore prouvé la deuxieéme partie du théoréeme mais, on essaie de trouver
une formule sous FNC :

ExempLE :
On reprend I'exemple de la table de vérité d'une fonction inconnue.

<

f

SE<FRS <N

SIS oS
S<HR<S<NHN <
SE<F"A<HESN
M<m<<=w<

TasrLe 8 — Table de vérité d’'une formule inconnue (2)

On analyse la formule f au lieu de f. Grace a la premiére partie du théoreme (et de la
méthode pour générer cette FND), on a

f=(EpA=gAT)V(mpAGA=T)V (PA=gAT)V (DAGAT).
Et, a l'aide des lois de DE MoracaN, on a
F=@Vav-r)APV-qVr)A(=pVqV-r)A(=pVagV-r),
ce qui est une Fnc.

A Taide de cet algorithme, on prouve facilement la 229¢ partie du théoreme.

REMARQUE :
Il est en fait possible de transformer une formule en FND en appliquant les régles sui-
vantes a toutes les sous-formules jusqu’a obtention d’un point fixe.

— ——H~ H; — (GVH)ANI ~ (GAT)V (HAI);
— (GANH)~ GV H;

— =(GVH)~GAH; — INGVH)~»{ING)V{IANH);
— HAT ~ H; — =T ~ 1 — TVH~~T,;

— TAH~ H; — L AH~ L1; — HVT~T.

— HV 1~ H; — HAL~1;

— LVH~ H; — L~ Ty

13



Propriété: Soitn > 2 et Hy, la formule H,, = (a1 V b1) A (a2 Vb2) A+ A (an V by)
avec P, = {a1,b1,a2,b2,...,an,by}. Alors, par application de l'algorithme précédent

on obtient
n

\/ (/\{aj sijEP)
b; sinon ’
Pep([1,n]) J=1
A faire :

Preuve (par récurrence) :

REMARQUE :
Qu’en est-il du probléme Sar? Le probleme est-il simplifié pour les FnD ou les Fnc?

Oui, pour les FND, le probleme se simplifie. On considére, par exemple, la formule

(fu VAP RARER /\517»,11)
Vo (a1 Nlag2 A - /\£2,n2)

Vo UmaANlm2-lmon,,).

On procede en suivant 'algorithme suivant : (A faire : Mettre I’algorithme a part) Pour i
fixé, je lis la ligne 4, puis je fabrique un environnement p.

Par exemple, pour (p A=g AT A=p)V (AT A=q)V (pAT),onap=(p+— V,r— V).

On en conclut que SAr peut étre résolu en temps linéaire dans le cas d'une forme nor-
male disjonctive. Le probléme est de construire cette FND.

REMARQUE :
Apres s’étre intéressé au probléme Sat, on s’intéresse au probléeme Valide.

Par exemple, on considere la formule (p VgV —rV —=p)A (pV —-rVpVr)A(qgVr).On
peut construire p = (¢ — F,r — F) est tel que [H]” = F.

Si on ne peut pas construire un tel environnement propositionnel, la formule vérifie le
probleme Valide.

On en conclut que Valide peut étre résolu en temps linéaire dans le cas d’'une forme
normale conjonctive. Le probléme est de construire cette Fnc.

5 Algorithme de QUINE

L'objectif de cet algorithme est de résoudre le probléeme Sar. On commence par poser quelques
lemmes, puis on donne l'algorithme.

REMARQUE :
Une forme normale peut étre vue comme un ensemble d’ensembles de littéraux (c’est la
représentation que nous allons utiliser en OCamL).

14



EXEMPLE :

L'ensemble {{p, ¢}, {p,r}, @}, a pour for- L'ensemble & a pour formule sous Fnc as-
mule sous FNc associée (pV —g)A(qVr)AL. sociée T.

L'ensemble {{p,-q},{q,7},@} a pour L’ensemble @ a pour formule sous FnD as-
formule sous FND associée (p A =q) V (g A sociée L.
r)VvT.

Lemme: Pour toute formule H, pour tout variable propositionnelle p et pour tout en-
vironnement propositionnel p, tel que p(p) = V, alors

[e ~ T1]" = 1217

Preuve (par induction sur les formules) : — Si H = p, avec p € P, alors
[0 7] =171 = v = 121"

— SiH =T,alors Hlp — T] = H.
— Si H = —H, tel que [[Hl [p+— T]ﬂp = [H,]”, alors,

[[H[p = T]H ? = [[ﬁ(Hl o= T])H !

. V)
= [[Hl [p— T]ﬂ
= [E]°
= [~H.]*
= [H]”.
— Si H = Hy N Hy avec Hy et Hs vérifiant I’hypotheése d’induction, alors

P

[~ T1]” = [(E2lp > T1) A (F2lp ~ T1)]

= [[Ul [p— T]]" ~ [112 [ T]ﬂ "
= [H1]? - [H:]”?
= [H1 A Ha]?.

REMARQUE :
Le résultat reste vrai en remplacant V par F et T par L.

Lemme : Pour toute formule H, et pour toute variable propositionnelle p, H est satis-
fiable si, et seulement si H[p — T| est satisfiable ou H[p — L] est satisfiable.

Preuve ¥ = ” Soit H € ¥ une formule satisfiable. Il existe donc un environnement propositionnel p défini
sur vars(H) tel que [H]” = V.

— Sip(p) = V, alors [[H[p — T]]] Y= V, d’apres le lemme précédent. Donc, H[p +— T] est
satisfiable.

15




— Sinon, p(p) = F et donc, d’apres le lemme précédent, [H[p — J_]ﬂ ? — V. La formule
Hp — ] est satisfiable.

“ <=7 Supposons H[p — T] satisfiable. Il existe donc un environnement propositionnel ; défini sur
vars(H[p — T]) tel que [H[p — T]]* = V. Or, vars(H[p — T]) = vars(H) \ {p}. On peut
donc étendre p en

p:vars(H) — B

- {H(ﬂ@) sic #p
\%4 sinon.

Ainsi, [H]" = [H[p — T]]? = [H]” car p & vars(H[p — T]).

Lemme: Une formule sans variables est
— satisfiable si et seulement si elle est équivalente a T ;

— insatisfiable si et seulement si elle est équivalente & L ;

Preuve :
Soit H une telle formule.

H=T < VpeB?, [H]” =[T]°
— [H]V =[T]"

Si H est satisfiable, il existe un environnement propositionnel p € B? tel que [H]? = V = [H]"). On
conclut que H = T. De méme si H est insatisfiable. O

type formule =

1

2 | Top | Bot

3 | Var of string

4 | Not of formule

5 | And of formule * formule
6 | Or of formule * formule
7 | Imply of formule * formule
8 | Equiv of formule * formule

10 | let substitution (f: formule) (x: string) (g: string): formule =
11 (code déja fait en Tp)

13 | exception Found of string (* arret de la boucle *)
14 | let get_var (f: formule): string option =

Imply (f1, £2)
Equiv(fl, £2) -> (aux f1; aux £2)

15 let rec aux (f: formule): unit =
16 match f with
17 | Top | Bot -> O
18 | Var (y) -> raise (Found(y))
19 | Not(f1) -> aux f1
20 | And(f1, £2)
1 | Or(f1, £2)
|
|

4 in try

5 aux f;

26 None

27 with

28 | Found(y) -> Some(y)

30 | let rec test_equiv (f: formule): bool option =
31 match f with

32 | Var(_) -> Nomne

33 | Top -> Some (true)
34 | Bot -> Some(false)
35 | Not(h) ->

36 begin

37 match test_equiv h with

16



38 | None -> None

39 | Some(b) -> Some(not b)

40 end

41 | And(h1l, h2) ->

42 begin

43 match test_equiv hl, test_equiv h2 with

44 | Some(false), _ | _, Some(false) -> Some(false)
45 | Some(true), Some(true) -> Some (true)
16 | _ -> None

47 end

48 | Or(hi, h2) ->

49 begin

50 match test_equiv hl, test_equiv h2 with

51 | Some(true), _ | _, Some(true) -> Some(true)
52 | Some(false), Some(false) -> Some (true)
53 | _ -> None

54 end

55 | Imply(hl, h2) ->

56 begin

57 match test_equiv hl, test_equiv h2 with

58 | Some(false), _

59 | Some(true), Some(true) -> Some (true)
60 | Some(true), Some(false) -> Some(false)
61 | _ -> None

62 end

63 | Equiv(hl, h2) ->

64 begin

65 match test_equiv hl, test_equiv h2 with

66 | Some(true), Some(true)

67 | Some(false), Some(false) -> Some (true)
68 | Some(true), Some(false)

69 | Some(false), Some(true) -> Some(false)
70 | -> None

71 end

73 | let rec quine (f: formule): bool =

74 match get_var f, test_equiv f with
75 | _, Some(b) -> b
76 | None, _ -> failswith "casyimpossible"

7 | Some(p), None -> ?

Cobk 1 — Algorithme de QUINE version zéro

REMARQUE :

Dans la suite, on s’intéresse aux formules sous forme cnr. Une cNF (ou méme une DNF)
peut étre représentée au moyen d’'un ensemble d’ensemble de littéraux. Ces ensembles
sont finis. Par exemple, la formule (p V —¢) A (r V p V p) est représenté par

{{p,—a}, {r,n}}.

Algorithme 1 Algorithme Assume

Entrée G une cnF, p une variable propositionnelle, et b € B.
Sortie Une cnF équivalente & G[p — b].

1: Soit ¢y, le littéral p si b = V, —=p sinon.

2: Soit £ le littéral —p si b = V, p sinon.

3: pour C € G faire
si /y € C alors
| Onretire C de G.
sinon
L si/p € C alors

| Onretire £z de C.

I A

On peut donc donner 'algorithme de QuUINE final :
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Algorithme 2 Algorithme de QuiNg

Entrée Une cnF G
1: si G = o alors

2: | retourner Oul

3: sinon

4 si @ € G alors

5: | retourner Non

6: sinon si 3{¢} € G alors

% si ¢ = p, avec p € vars(G) alors

8: | Quine(Assume(G,p,V))

9: sinon si ¢ = —p, avec p € vars(G) alors
10: .| Quine(Assume(G,p, F))
11: sinon
12: p < h(G)
13: On essaie QUINE(Assume(G,p, V)
14: | | On essaie QuINE(Assume(G,p, F))

18



6 Synthese du chapitre

ForMULES

-

On définit 'ensemble des formules & par
induction nommé avec les régles

- |

p
On définit inductivement taille(F'), pour
F € 7, la taille de cette formule, i.e. le
nombre d’opérateurs dans cette formule.
On définit également 'ensemble des va-
riables vars(F') d’'une formule F' € F.

&

p
Une substitution est une fonction de %
dans %, ou elle est l'identité partout,
sauf en nombre fini de variables, alors
nommés clés de cette substitution. On
note F[o] lapplication d’une substitu-
tion o a une formule F' € F. On définit
la composée de deux substitutions o - o,
comme o - o’ : p — (p[o])[o’], cela ne
correspond pas a la définition mathéma-
tique d’'une composition de fonctions.

&

FONCTIONS BOOLEENNES

Un environnement propositionnel est
une fonction de % dans IB. Une fonction
booléenne est une fonction de B? dans
B. L'ensemble I est ’ensemble des fonc-
tions booléennes.

On définit inductivement 'interprétation
d’'une formule ' € % dans un envi-
ronment p. On note ce booléen [F]*.
On note également [F] l'application
p— [F]°.

LIENS SEMANTIQUES

On note G = H si, et seulement si [G] =
[H]. On note G = H des lors que, pour
p € B?, si [G]? = V, alors [H]? = V.
On étend cette définition pour un en-
semble I" de formules G. On a G = H
si, et seulement si G = H et H = G.

-

Une formule valide ou tautologique est
une formule dont l'interprétation vaut
toujours V, peu importe l’environne-
ment propositionnel. Une formule satis-
fiable est une formule dont I'interpréta-
tion vaut V/, pour un certain environne-
ment propositionnel. Si p € BY vérifie
[F]? = V, on dit que p est un modéle de
F.
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