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0 Motivation

1 | let rec fact n =
2 if n = 0 then 1
] else n * (fact (n-1));;

Cobk 1 — Calcul de factorielle

@ E PROGRAMME calcule la factorielle d'un nombre ? En développant, 'expression de fact 3, on
=J a

(fact 3) =3 X (fact 2)
=3x(2x(1x1))

On en déduit que ce programme calcule la factorielle car ce développement s’arréte a un certain
point. Comment en étre stir? En effet, avec n = —1, on obtient une Stack Overflow Error;on
n’a plus de mémoire. Pour en étre sir, il faut définir un invariant.

A faire : Ajouter 28™€ exemple

Un autre exemple :

let mystere2 n m =
let rec aux c b =
if ¢ = 0 and b = m then 0

s e =

3
4 else if ¢ = 0 then aux (b * m) (b + 1)
5 else 1 + aux (c - 1) b

6 in aux n 0;;

Cobk 2 — Un programme mystere (2)

Ce programme a beaucoup plus de variables : les variables augmentent dans certains cas,
puis diminuent... On peut représenter I’état des variables b et c dans une figure :

A faire : Figure a faire

Ficure 1 — Etat des variables b et ¢

On en conclut que ce programme calcule la valeur de
m? x (m—1)
2

Cherchons un variant. On peut penser a b — m mais il ne diminue pas a chaque étape. Nous
verrons quel est ce variant plus tard dans le chapitre.

n+m+2m+---+m?=n+

Nouvel exemple : retourner une liste. Essayons de distinguer les différents cas possibles : si
la liste est vide, on la renvoie ; sinon, on extrait un élément x et on note le reste de la liste xs,
on retourne xs puis on concaténe a droite x. On peut donc écrire

1 let rec rev 1 =
2 match 1 with

I [0 ->1

4 | x :: xs -> (rev xs) @ [x];;

Cobk 3 — Inverser une liste

Cependant, le @ est une opération lente en OCamL. En effet ce programme a une complexité
en 0(n?), o1 n est la taille de la liste. Cette complexité est douteuse pour une opération aussi
simple. On peut également se demander si cette opération se termine. Cela parait tres simple :
la taille de la liste diminue mais nous n’avons pas le coté mathématique d’une liste. En effet,
qu’est ce qu’une liste et la taille de cette liste ? On doit formaliser I’explication de pourquoi cet
algorithme se termine.

Continuons avec un autre exemple :



let rec mystere3 m n =
if m = 0 then n + 1

else if n = 1 then mystere (n - 1) 1
else mystere (m - 1) (mystere m (n-1));;

Cobk 4 — Un programme mystere (3)
11 s’agit de la fonction AckermaNN. Sa complexité est trés importante mais ce n’est pas le sujet
de cette introduction. En effet, on a

AO,m =n+1
Amo=An_1,1

Amn = Amfl,Am,,.,
Malgré ce que I'on peut penser, cette fonction se termine mais comment le prouver ?
A faire : Exemple arbres binaires

On en conclut que, avec les outils de 'année passée, il est difficile de prouver que ces algo-
rithmes se terminent rigoureusement.

1 Ordre

Définition (Elements minimaux): Lorsque (E,<) est un espace ordonné, et A C E
(“inclut ou égal”) est une partie de F, on appelle élément minimal de A un élément z € A
tel que

YyeA ysoe = y=ax.

ExXEMPLE :

La figure ci-dessous est un diagramme de Hassk : c’est un diagramme ou les points re-
présente les éléments de 'ensemble E et ou les segments représentent une comparaison
entre les deux éléments connectés : 'élément inférieur est représenté plus bas. Dans
I’exemple ci-dessous, les éléments minimaux de A sont les points b et f.

L]
e

Ficure 2 — Diagramme de Hasse

Définition (Ordre bien fondé): Un ordre est bien fondé s’il n’existe pas de suite infini-
ment strictement croissante.




EXEMPLE :

Our | Non
(N, <) (z,<)
(R, <)

(RF, <) (/2m)
(E,C) (s E est fini) | (E,C) (en général)

TaBLE 1 — Exemples et non-exemples d’ordres bien fondés

Propriété: Une relation d’'ordre < sur un ensemble E bien fondé si et seulement si
toute partie non vide de £ admet un élément minimal.

Preuve ¥ <= " Supposons que toute partie non vide de £ admet un élément minimal. Supposons, de plus,
qu’il existe une suite (z,, ), ecn infiniment strictement décroissante. Soit alors A = {u,, | n € IN}
qui admet un élément minimal ; soit n¢ son indice. Or, x,,, 11 < Ty, ce qui est absurde.

“=—-7" Supposons que (F, <) est un ensemble bien fondé. Supposons également qu’il existe un sous-
ensemble A de E non vide n'admettant pas d’élément minimal. Comme A est non vide, on pose
alors zo € A. Et, comme A n’admet pas d’élément minimal, donc il existe z € A tel que z < zg.
Notons un tel z, z;. En itérant ce procédé, on crée la suite (z;);en qui est infiniment strictement

décroissante ; ce qui est absurde.

O

Théoreme (Induction bien fondée): Soit (F, <) un ensemble ordonné et bien fondé.
Soit P une propriété sur les éléments de £. Sixz € F,onnote ES* = {y € E |y < z}. Si
vz € E, (Yy € ES®, P(y)) = P(x), alorsVz € E, P(z).

REMARQUE :
Si (E, <) = (N, <), alors le théoréme précédent se traduit par :

sivn € N, (Vp < n, P(p)) = P(n), alors Vn € N, P(n).
Ce résultat correspond a la “récurrence forte.” Décomposons ce “V” : on extrait le cas ou

n=20
si P(0) et Vn € N*, (Vp < n, P(p)) = P(n), alors Vn € IN, P(n).

On peut donc utiliser le principe de la récurrence pour tout ensemble ordonné bien fondé.

Preuve :
Soit A = {z € E | P(z) n’est pas vrai}.

Cas1 A = g, alors OK.

Cas2 A # @. Soit alors x € A un élément minimal de A (c.f. proposition d’avant). On a que Vy €
E, y < x, P(y) est vrai donc P(x) est vrai par hypothese. Ce qui est absurde.

1.1 Ordre produit

Définition: Soit (A,<4) et (B, <p) deux ensembles ordonnés on définit alors <« sur



A X B par

V(a,b), (', b)) € A x B, (a,b) <x (a’,b') €5 (0 <4 a’etb <5 V).

Propriété: <y estune relation d’ordre. O

La proposition précédente est facilement vérifiée comme <4 et <p sont, elles aussi, des
relations d’ordre.

REMARQUE (A\) :
Si < 4 et < sont des ordres totaux, <« ne 'est pas forcément.

Propriété: Soient (A,<4) et (B, <p) bien fondés, alors (A x B, <x) l'est aussi.

Preuve :
Supposons alors que (A x B, < x ) ne soit pas bien fondée. Nous avons donc une suite infiniment strictement
décroissante

(@, bo) >=x (a1,b1) >x (az,b2) >x --- .

Onadoncag =4 a1 =4 az = ---.0r, (A, <4) estbien fondée doncil existe ny € IN tel que Vi > no, a; =
an,.Onadonc Vi > ng, by <p b;—1. Considérons (b;);>,, est infiniment strictement décroissante dans
(B,=<B), ce qui est absurde. O

REMARQUE :
On a défini une relation “produit,” on peut se demander si ces résultats s’appliquent aussi
si la relation est “somme.” Ce n’est pas le cas : soit < définie comme

def,
(a,b) <4 (a/,b') < a <4 d' oub<pb.

On peut démontrer que ce n’est pas une relation d’ordre.

REMARQUE :
Si (A, < 4) est une relation d’ordre alors (A™, <« ) a les méme propriétés.

REMARQUE :
Sur AN, on définit (un)nen <x (vn)nen Si et seulement si
Vi, u; <A V5.

N

L'ensemble ordonné (A™, <« ) est il bien fondé? La réponse est non.

Voici un contre-exemple : on pose A = {0, 1}.




Uz
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Ficure 3 — Contre exemple : (AN, <) est il bien fondé?

On consideére la suite Uy qui a pour tout n € IN la valeur de 1. Puis, on consideére la
suite Uy qui a, pour n = 0, la valeur de 0 puis pour les autres valeurs de n, la valeur de
1. Ensuite, on considere la suite Us qui, pour n = 0, 1, la valeur de 0 puis, pour les autres
valeurs de n, la valeur de 1. En itérant ce procédé, on crée une suite de suite (Up)nen
infiniment strictement décroissante :

Up =x UL =x Uz =% -+ .

On considére le programme suivant :

let rec pgcd a b =
if a = b then a

else if a > b then pgcd (a-b) b
else pgcd a (b-a);;

Copk 5 — Calcul du PGCD

Etudions ce programme. Ce programme se termine si et seulementsia = 0 etb = O ottsia > 0
et b > 0. Prouvons-le rigoureusement. On choisit comme variant (a, b) vivant dans I'ensemble
ordonné (IN* x IN*, <) ol <« est la relation d’ordre produit. A faire : Recopier une partie du
cours ici. On a donc bien une décroissance stricte de la valeur de I'expression (a,b) ) valeurs
dans un espace bien fondé. D’ou terminaison.

Démontrons maintenant la correction, c’est-a-dire, démontrons que
V(a,b) € N* x N*, (pgcdab) =aAb.
Pour cela, on procede par induction sur ((]N*)Z7 < X) pour démontrer la proposition
P(a,b) = (pged ab) = a Ab.

— Soit (a,b) = (1,1). On a
(pgcdab) = a=aAb.

(code)
— Soit (a,b) # (1,1) € (IN*)2 tel que pour tout (c,d) € (IN*)? tel que (c,d) <x (a,b) on
ait P(c, d). Montrons donc P(a,b).
— Sia=b:
(pgedabd) = a=aAb.

(code)

— Sia>b:
(pgcd a b) = (pged (a —b) b)
(code)

=(a—b)ADb
(hypothese)

=aAb.
(maths)



1.2 Ordre lexicographique

Définition :
A x B lordre

Soit (A,<4) et (B,<p) deux ensembles ordonnés, on définit alors sur

(a,b) <¢ (a’,b') & (a<aa)ou(a=ad etb=<pt).

EXEMPLE :

Propriété :

Propriété :

Dans (IN?, < ), on cherche les éléments (z,y) € IN? tels que (z,y) <¢ (3,4) :

/T

*(3,4)

Ficure 4 — Ordre lexicographique sur IN?

<¢ est une relation d’équivalence.

Preuve :
A faire
Propriété: Si <4 est totale et <, est totale alors <, est totale.
Preuve :
Soit (a,b) et (c,d) € (A x B).
— Sia <4 ¢, alors (a,b) <, (¢, d).
— Sia=c,
— sib <xp dalors (a,b) ¢ (c,d).
— sinon (b =g d) alors (a,b) >, (¢, d).
— sia >4 calors (¢,d) <; (a,b).

Si (A,<4) et (B, <p) sont bien fondés, alors (A x B, <) l'est aussi.




Preuve :
A rédiger. O

REMARQUE :
On peut généraliser a un ensemble (A", <y).

Par exemple, avecn = 3, 0on a

(a,b,c) <¢ (a', b, ) & <ad ou(a=d etb<pb)ou(a=a etb="b etc=<cc).

Méme question qu’avec I'ordre produit, 'ensemble (AN, <) est-il bien fondé? De méme, la
réponse est non, la méme suite de suite est un contre-exemple.

Uz
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Ficure 5 — Contre exemple : (AN, <,) est il bien fondé ?

L'ordre lexicographique est, comme son nom l'indique, 'ordre utilisé dans le dictionnaire. La
seule différence est que 1'on peut comparer des mots de longueurs différentes.

RAPPEL :
Si A est un ensemble, alors A* = U
finies d’éléments de A.

el A™, L'ensemble A* contient toutes les suites

Par exemple, avec A = {0,1},on a

A* 2 {(),(1),(0),(0,1),(1,0),(1,1), (0,0),(1,1,0), (0,0,0), ... }.

Définition: Si (A, <4) est un ensemble ordonné, on définit sur A* :

Ji € [1, min(n, m) + 1],
(up)pe[i,n] <¢ (Vp)pe[i,m] &L (Vi ell,i—1], u; = vy)
et ((=n+1ouwu; <4 v;).

Propriété: Clest une relation d’ordre. Elle est totale si < 4 est totale. a

Méme question avec cette nouvelle définition de I'ordre lexicographique, I'ensemble ((A* W< ‘)
est-il bien fondé ? De méme, la réponse est non. Voici un contre-exemple : on consideére la suite
de suite Up = (1), U1 = (0,1), U2 = (0,0, 1). On crée une suite infiniment strictement décrois-



sante.

Uz
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Ficure 6 — Contre exemple : ((A*)N, <, ) est il bien fondé? (2)

let rec mystere3 m n =
if m = 0 then n + 1

o -

else if n = 1 then mystere (n - 1) 1
else mystere (m - 1) (mystere m (n-1));;

Cobk 6 — La fonction ACKERMANN

La fonction AckerMANN utilise 'ordre lexicographique ; dans ce cas ci, 'ensemble ordonné est
bien fondé. C’est comme cela que 1'on a la terminaison de cette fonction.

Prenons un autre exemple :

let rec mystere n m p =
if m > 0 then 1 + mystere n (m - 1) p

else if m = 0 & n > 0 then 1 + mystere (n-1) p (p+1)
else O

Cobk 7 — Une fonction mystere (5)

A faire :
— g’assurer de la terminaison (comme celle du PGCD)

— démontrer (par induction) que

2 1
V(m,n,p) € N3, (mystere n m p) = w + pn + m.

Les preuves de correction et de terminaison sont basées sur la supposition qu'un entier en
OCamL est identique & un entier mathématique.

2 Induction nommée

Définition (Regle de Construction nommée) : On appelle régle de construction nommeée
la donnée de

— un symbole S,
— unentierr € IN,

— un ensemble non vide C.



On écrira alors cette regle

T
S ou encore “S(y,0,0,...,0) poury € C.”
C N———

T

REMARQUE :
On a parfois besoin d’'un ensemble C' trivial (de taille 1 et contenant un objet inutile), on

note alors la régle S "

EXEMPLE :
Les symboles sont écrits en rouge afin de les différencier.

0 )
oj s
0 1
] i
0 2
V) N(
N
Définition : — On appelle régle de base une regle de la forme S |g.

— On appelle régle d’induction une regle de la forme S}g

régle d’'induction

- ~~
Définition: Etant donné un ensemble fini de régles R = B U I avec B # &, on
régle de base

définit alors
Xo={(S,0)| 8|5, etae c}

puis, pour tout n € IN,

S|, e R ,acC, t1 € Xy, t eXn,...,tTeXn}.
c

Xnt1 = XaU{(S, 01,2, ., 1)

On appelle alors Un ey Xn Pensemble défini par induction nommée a partir des regles
de R.

Remarque (Notation) :
On note un n-uplet ayant pour premier élément un symbole S puis n — 1 éléments

(at,...,an—1). Aulieude (5, a1,...,an—1), on note S(ai,...,an—1).
EXEMPLE :
On pose
_ 0 1 -2
R={al,B|',¢% ,, }-

A faire : A finir

10




REMARQUE :
Pour 'ensemble A défini par induction a partir de R = {0|0, S| ! }, on dira plutét

“Soit A I'ensemble défini par induction tel que 0 € AetVa € A, S(a) € A”

Définition: Soit R un ensemble fini de regles et A 'ensemble défini par induction a
partir de ces regles. Sur A, on définit la relation binaire ¢ par
def. . ~|T
zoy <= y=5(..,=,...)avecS|; € R
On définit alors

def.
<y = dp e N, I(a,...,ap) € AP,z 0 a1 eta; o azet...eta, o youz =y.

Définition (hauteur): Soit R un ensemble fini de régles d’'induction nommée définis-
sant un ensemble A = Un N X . On définit alors

h:A— N
z+—min{n e N |z € X,}.

REMARQUE :
Siz € a, il existe alors ng € IN tel que z € X,y donc {n € N | z € X,,} # @ donc le
minimum existe.

11




Ficure 7 — Structure des ensembles X1,..., X,

Propriété: Siz ¢ y,alors h(z) < h(y).

Preuve :
Soit = ¢ y. Alors, y € A. Soit ng = h(y) # 0,onadoncy € X, .
— Siy € X,,—1 ce qui est absurde par définition de h.
— Siy € {S(u,u yooostr) | S| ERetac Cetty € Xp,—1et...ett, € Xpy—1 } Or, soit ig

tel que x = t;, donc z € X,,,—1 et donc h(z) < ng — 1.
O

Corollaire: Sin < y,alors h(z) =h(y) <= z=yeth(z) < h(y) < z<vy.
Corollaire: La relation < est antisymétrique.

REMARQUE :
La relation < est trivialement transitive et reflective. Elle est donc d’ordre.

ExEMPLE :
On prend R = {A\O, B}O} et Xo = {A, B}, X1 = Xy, ... Lensemble S défini par

12




induction sur R est {A, B}. On en déduit que < n’est pas totale.

ExXEMPLE :
Onprend R = {o|°, S 1},X0 = {0}, X1 = {0, S(0)} (ona0 < S(0)), Xz = {0, S(0), S(S(O))}
(ona0 < S(0) < 5(5(0))). Lensemble obtenu est

Ficure 8 — Ensemble obtenu avec les régles S et 0

EXEMPLE :
On pose R = { x|]§\1’ [ ”O} et Xo = {[ }}’ X1 = {::(07 [ ])7 [ L ::(17 [ ]’ ::(27 [ ])}) et Xo =
{[1, ::(0,1]), =(1,::(0,[]))}. L'ensemble obtenu est

(0, [1) (1, [1)
200,50, 1) =00, 51, 1)) - (L, x(0, [1) (L, (1, (1))

Ficure 9 — Ensemble obtenu avec les regles :: et [ ]

Propriété: La relation < est bien fondée.

Preuve :
Soit (z,,)new une suite telle que zp > z1 > x2 > -+ > xz,, > --- alors
h(xzo) > h(xz1) > -+ > h(xzp) > ---.
eV, <)
Or, (IN, <) est bien fondé, c’est donc absurde. O

13



REMARQUE :
On peut faire des preuves par induction bien fondée.

ExevpLe : — Soit l'ensemble trivial défini par {A{O, B}O}, le théoreme est trivial.
— Soit N défini par N = {O|O, S}l } Le théoreme donne :

siP(0) vraiet Vn € N, (Vp € N, p <n—1, P(S(S(---(5(0)--)))) = P(S(S(---(S(0)---))))
A e N, e’
P n
alors
vn € N, P(S(S(--- (S(0)--))))-
N———r

n

— Soit % défini par £ — {[HO, ;;|11N}. Si P([]), et V¢ € £,Vn € N,P({) =
P(::(n,0)) alors V¢ € 2, P(¢).

Propriété: Etant donné,
— un ensemble A défini par induction a partir d'un ensemble de regles nommé R,
— un ensemble I,
— une fonction f7 : C' x I" — I pour chaque regle 7' = S|g € R,

on défini de maniére unique une fonction f : A — I telle que, pour toutz = S(a,t1,...,tr) &
A, soit T = S|7, € Ralors f(z) = fr(a, f(t1),. .., f(tr))-

ExXEMPLE :
Sur & défini par { [°, ::GV }, on choisit T = IN et
R1 R

cInutile x IN?
—~
le : (—7—) — 0
Fro (Lt i) t+i.
N

On définit alors la fonction

f:£ —N

n

i(a, (ag, e i(an, []) ) — Zai.

=il

14



3 Synthese du chapitre

ORDRE

Ordre bien fondé

Un ordre est bien fondé s’il n’existe pas
de suite infiniment strictement décrois-
sante, i.e. toute partie non vide de E ad-
met un élément minimal.

Ordre produit

On définit l'ordre produit < x de (A,<4)
et (B,<p) comme

(a,b) <x (a',b')ga <ad etb<pb.

Cet ordre préserve le caractére bien
fondé de < 4 et < 3, mais pas le caractere
total de la relation. On étend cet ordre a
I'ensemble (A™,<x), en itérant 'ordre
produit.

Ordre lexicographique

On définit ordre lexicographique <, de
(A,<4) et (B, <p) comme

/
def. (a<a4a)
<~ |ou
(a=ad etbxpt).

(a,b) <¢ (a’,b)

Cet ordre conserve le caractére bien
fondé de <4 et <p, ainsi que le carac-
tere total. On peut également étendre
cet ordre & un ensemble (A", <y). On
étend également cet ordre a 'ensemble
(A*, <¢) comme

e [1,n+1],
el . -
u=<pv = |(Vj <4, uj =u;)et
191 Anf[lm (i=n+1louu; <4 v;).
- J

Le théoreme de I'induction bien fondée
nous autorise a faire une récurrence
forte sur un ensemble ayant un ordre
bien fondé.

INDUCTION NOMMEE

Une régle de construction nommée est de
la forme

s|” ou S@0O,....0
C ———

T

ot S est un symbole, » € IN est 'arité
de S, et C est un ensemble non vide. On
omettra parfois I’ensemble C' s’il est tri-
vial (i.e. de taille 1). Une régle de base
est de la forme S |g ; une régle d’induc-
tion est de la forme S|g

On définit la hauteur h comme

h: U Xp — N
nelN
z+——min{n e N |z € X,}.
On définit la relation < bien fondée telle

que x < y si z est défini a partir de y. Si
z < y, alors h(z) < h(y).

Un ensemble UnelN X, est dit défint par induction nommée a partir des regles R, si

Xo=1{S(a)| S € R, ac C},et

Xnt+1=Xn U {S(a7t1, ..

L) | SG ER, a€C(t,. ..

i) € (Xn)"}
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