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Exercice 1
1. On pose Ω = Sn muni de l’équiprobabilité P . On a donc

∀i ∈ J1, nK , (X = i) = {ω ∈ Ω | X(ω) = i}

=

{
ω =

(
1 · · · n
ω1 · · · ωn

)
∈ Ω

∣∣∣∣ ωi = 1

}

P (X = i) =
#(X = i)

n!
=

(n− 1)!

n!
=

1

n
.

2. X ∼ U
(
J1, nK

)
.

Autre rédaction : On note Yi = j si on a tiré le jeton j lors du tour i. D’où

(X = i) = (Y1 6= 1) ∩ · · · ∩ (Yi−1 6= i) ∩ (Yi = 1).

Et donc,

P (X = i) = P (Y1 6= 1)P(Y1 6=1)(Y2 6= 2) · · ·P(Y1 6=1,...,Yi−2 6=1)(Yi−1 6= 1)P(Y1 6=1,...,Yi−1 6=1)(Yi = 1).
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Exercice 4
1. Tn(Ω) = J1, nK. On a

∀k ∈ J1, n− 1K , P (Tn = k) = qk−1 p

et P (Tn = n) = qn + qn−1p = qn−1.
Vérification :

n∑
k=1

P (Tn = k) =

n−1∑
k=1

qk−1 p + qn−1

= �p×
1− qn−1

���1− q
+ qn−1

= 1.

E(Tn) =
n∑

k=1

k P (Tn = k)

=

n−1∑
k=1

k qk−1 p + nqn−1

= p
d

dq

(
n−1∑
k=0

qk

)
+ nqn−1

= p
−nqn−1 + (1− qn)

(1− q)2
+ nqn−1

=
1− qn − npqn−1

p
+ nqn−1

=
1− qn

p
.

2. Xn ∼ B(1− qn). E(Xn) = 1− qn.
3. Xn + Yn = Tn d’où, par linéarité de l’espérance,

E(Xn) + E(Yn) = E(Tn).

On en déduit que

E(Yn) = E(Tn)− E(Xn)

=
1− qn

p
− (1− qn)

= (1− qn)

(
1− p

p

)
=

q

p
(1− qn).

Exercice 5
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1.

v
u

0 1 2

−1 0 qp 0

0 q2 0 p2

1 0 qp 0

2. P (U = 2, V = 1) = 0 6= P (U = 2)P (V = 1) = qp3.

Exercice 2
Soit (Ω, P ) un espace probabilisé modélisant la situation.

1. On a X(Ω) = J2, n− 1K.

∀k ∈ J2, n− 1K , P (X = k) =
(k − 1)(n− k)(n

3

) .

Vérification :

n∑
k=0

P (X = k) =
3! (n− 3)!

n!

n−1∑
k=2

(
− k2 + (n + 1)k − n

)
=

6

n(n− 1)(n− 2)

(
−

(n− 1)n (2n− 1)

6
+ 1 + (n + 1)

(n− 2)(n + 1)

2
− n (n− 2)

)
=

6

n(n− 1)(n− 2)
×
−n(n− 1)(2n− 1) + 6 + 3(n + 1)2 + (n− 2)− 6n(n− 2)

6

=
1

n3 − 3n2 + 2n
×
(
n3 − 3n2 + 2n

)
= 1.

2.

E(X) =

n−1∑
k=2

k
(k − 1)(n− k)(n

3

) = · · · · · · · · ·

Exercice 3

1. Pour tout i, Yi ∼ B
(
m, 1

n

)
et Xi ∼ B

(
1−

(
n− 1

n

)m)
.

2. X =
n∑

i=1

Xi d’où E(X) = n

(
1−

(
n− 1

n

)m)
︸ ︷︷ ︸

E(Xi)

.
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Exercice 6
(X,Y ) ∼ U

(
J1, 6K2

)
;

z
x 1 2 3 4 5 6

1 1/6 0 0 0 0 0 1/6
2 0 1/6 0 0 0 0 1/6
3 0 0 1/6 0 0 0 1/6
4 0 0 0 1/18 1/18 1/18 1/6
5 0 0 0 1/18 1/18 1/18 1/6
6 0 0 0 1/18 1/18 1/18 1/6

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Exercice 7

X =

Np∑
i=1

Xi d’où E(X) =

Np∑
i=1

E(Xi).

Or, Xi ∼ B

((
N−1
n−1

)
(
N
n

)
)
.

On en déduit que

E(X) =

Np∑
i=1

(N−1
n−1

)(N
n

)
=

n!����(N − n)! (N − 1)! Np

N ! (n− 1)!����(N − n)!

=
n

N
Np

= np.

V (X) =

Np∑
i=1

V (xi) + 2
∑

16i<j

Cov(Xi, Xj)

où
Cov(Xi, Xj) = E(XiXj)− E(Xi)E(Xj).

1. Xi ∼ B

((N−1
n−1

)(N
n

) ).
E(Xi) =

n! (N − n)!

N !
×

(N − 1)!

(n− 1)! (N − n)!
=

n

N
.

V (Xi) =
n

N

(
1−

n

N

)
=

n(N − n)

N2
.
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2. Cov(Xi, Xj) = E(XiXj)− E(Xi)E(Xj). Or, XiXj ∼ B
(
P (Xi = 1, Xj = 1)

)
et

P (Xi = 1, Xj = 1) =

(N−2
n−2

)(N
n

)
=

(N − 2)!

(n− 2)!����(N − n)!
×

n! (N − n)!

N !

=
n(n− 1)

N(N − 1)
.

3. On a X =

Np∑
i=1

Xi et donc

E(X) =

Np∑
i=1

E(Xi) =
n

N
×Np = np

et

V (X) =

Np∑
i=1

V (Xi) +
∑

16i6=j6Np

Cov(Xi, Xj)

= p
n

N
(N − n) +�Np(Np− 1)

n(n− 1)

�N(N − 1)
.

Loi de X :

P (X = k) =

(Np
k

)( Nq
n−k

)(N
n

) .

Exercice 8
1. X(Ω) = J1, n + 1K.

∀k ∈ J1, nK , P (X = k) = qk−1 p.

(cela correspond, à quelques détails près, à la loi géométrique)
Également, P (X = n + 1) = qn.

Vérification :
n∑

k=1

qk−1p + qn = p
1− qn

1− q
qn = 1.
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2.

E(X) =

n+1∑
k=1

k P (X = k)

=

n∑
k=1

kqk−1p + (n + 1)qn

= p
d

dq

(
n∑

k=0

qk

)
+ (n + 1)qn

= p
d

dq

(
1− qn

1− q

)
+ (n + 1)qn

= p
−(n + 1)qn(1− q) + (1− qn+1)

(1− q)2
+ (n + 1)qn

= −(n + 1)qn
1− qn+1

p
+ (n + 1)qn

=
1− qn+1

p

3. On cherche p tel que

P (X = n + 1) 6
1

2
⇐⇒ qn 6

1

2

⇐⇒ q 6
1
n
√

2

Exercice 9
On pose q = 1− p.

La probabilité que l’avion à deux moteurs arrive à destination est PA(D) = q2 +2pq = 1−p2.

La probabilité que l’avion à quatre moteurs arrive à destination est PB(D) = q4+4pq3+6p2q2.

On pose f : p 7→ (1− p)4 + 4p(1− p)3 + 6p2(1− p)2 − 1 + p2.

" erreur de calcul probable.

∀p ∈ [0, 1], f(p) = 3p4 − 4p3 + p2 = p2 (3p2 − 4p + 1)︸ ︷︷ ︸
∆=16−4×3×1=4

p

f(p)

0
1

3
1

+ 0 − 0
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Exercice 10
C’est la loi trinomiale.

1. p2qr2 ;
(5

2

)(3

1

)
p2qr2

2. (n
i

)(n− i

j

)
piqjrk =

n!

i!���(n− i)!
× ���(n− i)!

j! (n− i− j)!
piqjrk

=
n!

i! j! k!
pi qj rk

3. Application On a p = q =
7

10
×

3

10
=

21

100
; r =

(
3

10

)2

+

(
7

10

)2

=
58

100
.

On note X le nombre de succès de A, et Y le nombre de succès de B.

P (X > Y ) =

5∑
x=0

P (X = x, Y < x)

=

5∑
x=0

x−1∑
y=0

P (X = x, Y = y)

=

5∑
i=0

i−1∑
j=0

5!

i! j! (5− i− j)!

(
21

100

)i ( 21

100

)j ( 58

100

)5−i−j

.
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