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On pose Q = {A E (?(ﬂl,Nﬂ) | #A = k} On a # = <k>
Soient di,...,d, les piéces défectueuses. On pose

Ak:{w€Q|#(wﬂ{d1,.‘.,dn}):j}

et P I’équiprobabilité.

oA (OGID
(45) = M
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Exercice 7

1. On pose 2 = {w € Z([1,n+m]) | #w = n}, P ’équiprobabilité.
Soit A € Z(£) qui représente I’événement considéré. On a

_#A_ #4
C#e (M)

P(A)

Par exemple, avec n =5, m = 4 et » = 3. On cherche
On place i1 “L” avec i1 >0.
Puis, j; “O” avec 51 > 0.

Puis, i2 “L” avec i1 > 0.

Puis, j2 “O” avec j2 > 0.

Puis, j, “O” avec j, > 0.
Enfin, on place 4,41 “L” avec i,41 > 0.

On doit avoir
r41

Zik =m
k=1

s
ij =n
k=1

Ona n—1\m+1
#A = <7" — 1>< r )
d’ou (n—l) (m+1)
PUA) = =N 2 7
( ) (nL;fn)
2.
HICI -

(7)

Exercice 10

On condisére un espace probabilisé (€2, P) qui modélise la situation. On pose

A : “on a caché le trésor”
Vi € [1,N],T; : “le trésor est dans le coffre 7”.

On suppose que

P(A)=p
Pu(Ty) = %
P3(T;) = 0.

On cherche Pp ..a7y_, (TN).



PTm--»mTN_l = PTm-~-mTN_1 (4) PTmmmTN_mA(Tn) + PTmu-mTN_l (A)PflmumTN_mA(Tn)
= PTm-umTN,l(A)
PA(Tl n---N TN_l)P(A)

PA(Tl N---N TN_l)P(A)PA(Tl n---N TN_l)P(A)

1
_PN
p~(1—p)

p
p+N(l—p) N-otoo

def experience(p, N):
coffres = [True|] * N
if rd.random () < p:
k = rd.randint (0, N—1)
coffres [k] = True
else:
k = —1
return k =N — 1

def proba(p, N, n):
cases = 0
for i in range(n):
if experience(p, N):
cases += 1
return cases / n

Exercice 14

Pour la question 1, la question est simple donc la rédaction doit étre propre.

Pour la question 2, il faut lire ’énoncé. Pour la question 2a, on développe. Pour la question
2b, on passe (E) au carré, donc le membre de droit de ’expression de la question a. D’apreés
la question 1, on sait que les termes sont positifs donc tous les termes sont nuls et donc les
coordonées de V' sont de méme signe.

Pour la question 3, on utilise le méme procédé que pour la 2 :

> vy

1Si,<SN
N
= 249 Vs
= v; + ViV;.
i=1 1<i<j<N

1—p

Pour la question 4, on a > 0 donc G ; > 0 pour tout ¢, j.

Pour les questions 5 et 6, on a une disjonction de cas. Pour la question 5, on utilise la définition
de A; ;j ce qui annule des termes. Pour la question 6, on remplace A; ; et on simplifie.

Pour la question 7, G est une matrice stochastique.

Pour la question 8, on développe la matrice et on utilise la défintion du PageRank.



La notation P(A | B) représente Pp(A); 1— p représente la probabilité de rentrer une nouvelle
URL.
Pour la question 9, on utilise les propriétés de la probabilité P et que ATIL, AR A;V représente
un systéme complet d’événements.
Pour la question 10,

P(A,NA;_,)=P(A, | A1) P(A},_,)

= Gi,j(Va-1);-

Pour la question 11, on utilise les probabilités totales et le calcul précédent ; on obitient un
produit matriciel.
Pour la question 12, pour le faire proprement, on peut faire une récurrence.

On cherche la limite de V), et donc la limite de G".

Pour la question 13, on pose V = (z) et on résout le systéme associé.

Pour la question 14, on trouve parmi les solutions de la question 13 le vecteur de probabilité.

Pour retrouver le résultat de la question 15, on peut utiliser une équation polynomiale.

Par exemple, avec
2 0
= 39);

P=X?_-5X+6.

on pose

En évaluant X = A, on a
A%? —5A+ 61 = (0).

Pour trouver P, on a
P = X2 —tr(A)X + det(A).

On a
X" = (X2 —5X +6)Qn(X) + (anX + bn).

et A" = anA+ bply.

Exercice 13

L’indicatrice d’Euler ¢(n) est le nombres de nombres premiers inférieurs a n :
p(n) = #{k € [1,n] | kb An =1} = #{Z/nz"}.

1. On a

1
Pl4p) = T2 = 22 =

2. On suppose p A g = 1.

n
P(ApmAq):w:ﬂ:i:

#Q " o = P(Ap) x P(Ag).

SR
Q| =

B=|]JAp
p premier
pln



donc

B=()A4p.
p premier

pln

Montrons que les (Ap)p premier SOnt muntuellement indépendants.
p[n
Soient p1,...,p,r des nombres premiers divisant n distincts 2 a 2.

n

P(Aplﬁ---ﬂApr):M

n
- 1
p1 X - X pr
T
- H P(Am)
g=ll
Donc,
= 1
PB) =[P =]] (1 = 7> .
p premier p premier p
pln pln
On en déduit que
1
#B=#QP(B)=n]](1- 7) .
p premi p
pln

Exercice 11

1. On pose, pour tout k& € [1,N], U : “l'urne k a été choisie” ; et, pour tout n € IN¥,
By, : “la n-iéme boule tirée est blanche”.
P(Bn+1 NnNBiN--- ﬂBn)

P(Bn+l|n?:1Bi): P(B1N---NBy)
n

N
P(BiN---NBy) =Y Py, (BiN---NBy) PUy)

k=0
- N+1Z\NJ
1 N % n+1
P(Bm”'mB"“):NJrlz(N) ’
k=0
1 Sl k!

Pg,n...nB, (Bnt1) =

On pose f:x +— z".




et donc

P (B ) 1 » ><n—‘,—1_n—|—1 n+1
BB Neoslizt (ol N—+oo N n+2_n+1 No+oo n+2

Exercice 1

ANALYSE Soient P une probabilité sur [1,n] et o € R tels que

vk, P({k}) = ak.

D’ou,
1=P([L,n]) =P <U{k}>
k=1
S PR =a Yk
k=1 k=1
n(n+ 1)
= q—-
2
et donc
B 2
T n(n+1)
2
SYNTHESE On pose = —— et
n(n+ 1)

Vk € [1,n], pr = ak.

On remarque que
Vk € [1,n],pr =0

et

-~ 2 _ 2 n(n+1)
B e DL s

D’aprés un résultat du cours, il existe une probabilité P sur [1,n] telle que

vk € [1,n], P({k}) = pr. = ak.

Exercice 3

€[0,1]
P(ANB)=P(A)+ P(B) — P(AUB)
> P(A) + P(B) — 1



2. par récurrence sur n :

n+1 n
P<m Al> = /P <m AiﬁAnJrl)
=1 =1
>P <ﬂ ai) + P(Any1) — 1
=1
>> P(A) = (n—1)+ P(Any1) — 1
=1
n+1
> P(AZ) —n.

s
Il
-

Exercice 4
On pose Q, = [1,365]", P, l’équiprobabilité sur Q,, et
An = {(W1,~-~7wn) € Qn | Vi # j,w; #w]’}'

Po(An) =1 — Pu(Ay)
B 365!
(365 — n)! 365"

On a
Pn(An) > % <= n>23
Pn(An) 20,95 <= n > 47.
Exercice 5
1. On a -
A={f1"u{gt"
donc
P(A) =1 — P(A)
o2
= o
A=
==
Et,
B={g}"u{(f,9,---,9)}rU{lg: f,9,---,9}tU---U{(g,---
1
donc P(B) = n;; .

19, )}



2. P(ANB) = 2% et P(A) P(B) = 2n2_ 2 ";1 d’ou
P(AN B) = P(A) P(B)
—n2" = (2" -2)(n+1)

< 2" —-2n—-2=0

<=2l _n-1=0?
Soit f : @+ 2%~ — z — 1 dérivable sur R et
Vz € R, f'(z) = In(2)2°~! — 1.
Soit z € R.

flz) >0 <2771 > —
In2

— (@—1)h2> (i>

In2
—In(In 2)
—~Szr>—+1~15.
In2
Donc, f est strictement croissante sur [2, +00].
. 0 _In(In2) 3 Yoo
In2

<0 ~+o00

f / 0 /
(*)

Donc n = 3 est la seule solution de ().

Exercice 6

Soit (€2, P) un espace probabilisé qui modélise cette situation.

P
Vi € {17273}7 {

1. Soit i € {1,2,3}.
Py, (R;) P(Ay)

Pr (A;) = — ~ -
# () = B ) P(A) + Pa, (R P(A,)

oy
_ 3

o 2

3 T3

T2 + o5
2. Soit f:x — Y dérivable sur [0,1] et
2+z

Vo e 0.1, flz) = 2FE=F

-~ (2+2)?
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s /

Exercice 8
Soit (€2, P) un espace probabilisé qui modélise cette situation,
Vi € [1,10], D; : “le wagon ¢ a un défaut”.

On a
Vi € [1,10], P(D;).
Les événements (D;);c[1,10] sont mutuellement indépendants pour P.
On pose
Vi € [1,10], Vj € {1,2}, C; ; : “le controleur j détecte un défaut dans le wagon 7",

7
10
et, pour tout ¢ € [1,10], C;,1 et C; 2 sont indépendants pour Pp,.

Vi € [1,10], Vj € {1,2}, Pp,(Ci ;) =

1. On note R : “le train est retardé”. On a
R= [ Cis
i€[[1,10]
Jj€{1,2}
On note, pour I € 2([1,10]),
i€l igI

(Z1)1e 2 (11,10]) est un systéme complet d’événements.

P(R)= Y Py, (R)P(71).
Ie2([1,10])

Soit I € 2([1,10]).

1 9

iel il

1\ #1 9\ 10-#I
-(w) (&)

910—#]

1010




D’ou

On en déduit

2. On pose 7 =

_ 3\ 2#1 glo—#I
P(R) - Z (To) 1010
Ie2([1,10])
9\ 1
- (10 100#1

que

U 2

IC[1,10]
I#2

Ie2([1,10])

> Y

k=0Te2([1,10])
iy

P(R)=1—- P(R)

. 909 \ '°
N 1000

~ 0,615

) P(RN 9)

P(2)

- 2rcq0] P, (RN 2) P(Z1)
a 1—P(%)

1
1- (55

1

)10

10
1- (1)

910

" 1010 — 910

IC[1,10]

(9
% [ =
10

((

10

101
100

)10§:<1k0> (ﬁ

k=1

10
) — 1> ~ 0,06

9107#1 2 241
2 (2
1010 <1o>

y



On a

car

On a p; = 1 donc

Exercice 9

5 n
=] <
(6)
1
<= nln §) <In(=)
6 2

In()
n(g)

N | =

NI

= n=

—
oot

W~

= n=

Exercice 12

Pnt+1 = q(1 — pn) + ppn
=1 -p)(1 —pn) +ppn
=pn(2p—-1)+1-p

1
pn =a(2p—1)" + 2

z=z(2p—-1)+1-—p
<~ z(2p—2)=p-—1

T ==

On a donc 1 ] 1 ]
2p—1)"+===(2p—1)" + = =
Pn @p-D"+5=5@-D"+5 ——>3
Méthode : suites arithmético-géométriques
On a

L’application

Vn, up4+1 = aupn + b.

0:CN — N

(un) — (Un+1 — aunp)

11




est linéaire. On a donc,

Ker ¢

m
p(u) = O)nen <= u + )

suite constante

On a Ker ¢ = Vect ((a")).

12
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