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Premiére partie

Défintions et premiéres propriétés



1 Défintions et premiéres propriétés

Définition: Soit (un)nen € CN. La suite des sommes partielles associée a (uy,) est
n
YnEN,Sn = u.
k=0

Etudier la série des (up), c’est étudier la convergence de la suite (Sy,).

On dit que la série Y u, converge si (Sy,) converge. Dans ce cas, hrf Sn est notée
n—-+0o0o

+oo
Z un, et on Pappelle la somme de la série, et la suite définie par
n=0
+oo
Y EN,Ry= Y wu
k=n+1
est appelée suite des restes partiels.
ExEMPLE (A connaitre : série géométrique):
Soit g € C.
n 1— qn+1 .
—  si 1
VnE]N,quz 1—¢q a7
k=0 n+1 sig=1
+oo
o . . N 1
Cette série converge si et seulement si |g| < 1, et dans ce cas Z @=L
—q
k=0

Par exemple, avec ¢ = 1/2, on a

i(é)nzlj =7

n=

o

et

k=0
1\n+1
_2_1—(5)
- 1
1-3
1 n+1
=22<1() )
2
1
Toon

Proposition: Soit (v,,) € CN.

La série  (vp4+1 — vn) converge si et seulement si (vy,).

Preuve:

n
Vn € N, Z(Uk+1 = Uk) = Un41 — Vk.
k=0




1 Défintions et premiéres propriétés

O
Proposition: Soit > uy, une série.
SI >~ up converge ALORS un, — 0.
REMARQUE:
La réciproque est FAUSSE.
CONTRE-EXEMPLE (série harmonique):
La série % diverge. En effet, on a vu en T.D. :
“ 1
N* - =1 1
VnEW', Y - =lm)+y+ o (1)
k=1
ou v est la constante d’Euler.
Preuve:
On pose
n
VneN, Sn = u.
k=0
On suppose que (Sy,) converge vers S € C. On a donc
vn € N*,up =S, —Sp1 ——— S —S=0.
n—-+oo
O

REMARQUE:
Avec les notations précédentes, si u, —+— 0, alors > u, diverge. On dit qu’elle diverge

grossiérement.



Deuxiéme partie

Séries a termes positifs



II Séries a termes positifs

n
Proposition: Soit (un) € (]R+)N. Alors (Z uk> est croissante.
k=0 nelN

Preuve:

n+1 n
VTLE]N, Zuk—Zuk = Un+1 > 0.
k=0 k=0

Théoréme: Soient u et v deux suites réelles telles que

vnem,gyn.

1. SI 3wy, converge, ALORS Y uy, converge

2. SI > un diverge, ALORS > v diverge.

Preuve: 1. On suppose que Y v, converge. On note

n
Vn € N, Sy (v) = Z V-
k=0

Donc (Sn(v)) est majorée. Soit V un majorant et n € IN.

Vk,Oguk <7Jk

donc

n n
Zuk < ka :Sn('U) <V
k=0 k=0

n
donc (Z uk> est majorée. Or, elle est croissante, donc elle converge.
k=0 nelN

2. C’est la contraposée du 1.

CONTRE-EXEMPLE: .
1 3 1 ™
> 5 diverge, 3° — converge (vers %) et

Vn €N, 0 < =

Sl

1
n2

Corollaire: Soient u,v deux suites réelles POSITIVES telles que u = O(v).

1. Si ) vy, converge, alors > u, converge.

2. Si Y wuy, diverge, alors > v, diverge.



II Séries a termes positifs

Théoréme: Soient u et v deux suites réelles POSITIVES telles que u = o(v).

1. Si Y vy, converge, alors > u, converge.

2. Si Y wun diverge, alors Y vy, diverge.

Théoréme (régle des équivalents): Soient u et v deux suites réelles POSITIVES telles

que u ~ v. Alors
> up converge <= > v, converge.

Preuve:
On suppose
Un = Un + o(vn)

et donc
Ve > 0,3IN € N,Vn > N, |up — vn| < €|vn]

En particulier, on peut considerer N € IN tel que

1 1
Vn}N,—Evn L Up —Un < §vn

et donc

et donc {Z : 8((3’

Si >~ vn converge, alors Y u, converge car u = O(v).

Si > un converge, alors > v, converge car v = O(u). O
EXEMPLE: |
Déterminer la nature de —_- 7
Z n3 + nln(n)
1
n>3 —— >
n3 +nlnn
et
1 1

S
n3 +nlnn n—+oo n3

> # converge donc 3 5 converge donc E

3 converge.

n3 +nlnn



Troisiéme partie

Comparaison avec une intégrale



11

Comparaison avec une intégrale

Théoréme: Soit a € R.

1
Z — converge <= a>1
n(!

Dans ce cas, on note

+oo 4
¢(a) = 7;1 p—t

Preuve:

0 sia>0
1 sia=0
+oo sia<0

1

n® n—+oo

1
donc Z — diverge pour o < 0.
n

Rf — R
On suppose a > 0. Soit fq : N r

=1 k+1

Soit k € IN avec k > 2. comme f, est décroissante,

Vk € [k, k+ 1], fa(z) < fa(k)

et donc it it
1 1 1

/ — dx < / — dx = —.
k a3 k (5 (5

De méme,

et donc

Soit n € IN avec n > 2.

k+1 1 1 k 1
VkE[[Z,n]],/ —d:pg—g/ — dzx
k s> ke k—

donc



111 Comparaison avec une intégrale

Cas 1 On suppose a > 1. Alors

n — n

1 noq a+1

Vn>2,g —<1+/—dz:1+[x }
= ke 0 —a+1];

a
k=1 k

Cas 2 On suppose a = 1.

n
1
La suite (Z ) est croissante et majorée donc elle converge.
n

£ |
VTLZ?,E 721—&-/ —dz>1+In(n+1)—1In2
k 2 x N———,—,—,_—
k=1 T

n—-+oo

) N |
Par comparaison, Z % — +o00.

= n— oo

Cas 3 On suppose a > 1.

k=1
x7a+l n+1
> 14 [ 2]
—a+1],
14 1 ( 1 1 )
- l1—a \(n+1)a-1 2a-1
+oo car a<l1
n—+o0o
n
Donc, — ——— +o0.
k& n—+oo
k=1
O
Théoréme: Soit f : [a, +oo[— RT continue, décroissante de limite nulle, avec a € IN.
Alors,
n
Z f(n) converge <= (/ f(z) da:) converge.
n=a a n
Preuve:

Soit k € IN tel que k > a + 1.
vz € [k, k+1], f(z) < f(k)

donc

k41 k1
/ ﬂmdx</ F(k) da = £(k)
k k

et
Vz € [k —1,k], f(z) > f(k)

10



111 Comparaison avec une intégrale

et donc i .
f@ dz> [ f(k) dz = f(k).

k—1 k—1

Donc, Vn € N avecn > a+ 1

/:H—l f(x) dz < Z fk) < /an f(z) de.

+1 a+1<k<n

n
Cas 1 On suppose que (/ f(x) dx) converge. Cette suite est croissante, donc
a n

majorée. Soit M un majorant donc

Vn>a+1, Y. f(k)< f(a)+ M.
a<k<n

donc la série converge.

n
— On suppose que (/ f(x) dx) diverge donc, par croissance de cette suire,
a

n

lim /n f(z) dz = +o0

n——+oo
et donc
vnza+1,y fk)=f@+ D> fk)
k=a k=a+1
n a+1
i@+ [t do- [T f@) do
—+oco
n—+oo
donc la série diverge.
O
EXERCICE: |
Quelle est la nature de la série Z In(n) ?
EXERCICE:
In*(n)

Quelle est la nature de la série Z en fonction de o et 3 7

nB

11



Quatriéme partie

Opérations sur les séries
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v Opérations sur les séries

Proposition: L’ensemble E = {u € CN | " u,, converge} est un sous-espace vectoriel
de CN et

S:E—C
400
u»—)Zun
n=0

est une forme linéaire. O

REMARQUE:
La somme d’une série convergente et d’une série divergente diverge. Le produit d’une série
divergente par un scalaire non nul diverge.

13



Cinquiéme partie

Séries absolument convergente
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A% Séries absolument convergente

Théoréme: Soit (un) € cN. St >~ |un| converge, ALORS > u, converge.

REMARQUE:
)n+1

, ) . . ) -1
La réciproque est FAUSSE. On a vu en exercice que la série harmonique alternée E (7
n

1
converge vers In 2, alors que Z — diverge.
n

Preuve: CAs 1 On suppose u € R". On pose

Up Slup =0

vn e N,ul =
" 0 siup <0

et
_ —Up Ssiup <0
un: .
0 si up > 0.
Ainsi,
utf >0,
u, >0
VYn € N, ”/; _
Un = UY — U,

On suppose que Y |uy| converge. Or,

Vné]N,Ogu;'L' <u:’;+u; = |||
donc Zu; converge. De méme,

Vn € N,0 < u, <u, +ub = |up|

donc )" u,, converge. Par linéarité, > u, converge.
Cas 2 ue CN. On suppose que 3~ |un| converge. On pose

VneN. 0= Re(un) € R
" wn, = Im(un) € R

Or,
Vn € IN,0 < |vn| < |un|
donc Y |vn| converge donc d’aprés le Cas 1, > v, converge.

De méme,
Vn € N,0 < |wn| < |un|

donc > wy, converge.
Par linéarité, Y u, converge.

Définition: Soit u € CN. On dit que 3 u,, converge absolument si > |uy| converge.
On dit que Y uy, est semi-convergente si

{Z Uy, converge,

> |un| diverge.

15



A% Séries absolument convergente

Corollaire: Soit u € CN et v € (]R'*')I[\I telles que u = O(v).

Si v, converge, alors un, converge absolument.
b

EXEMPLE: . L
Quelle est la nature de la série Z % sin (7) ?
n=1 n L
(-1)" (1 1, 1
sin|{ = )| = = [sin—| ~ =
n2 n n?2 n n3

(_ I)TL : ( 1 )
donc sin { — ) converge.
> - g

n2
EXEMPLE:

1
1l tl & d —1)"sin( — ) ?
Quelle est la nature de E (—1)" sin (n)

donc

converge.

1

E O (—2> converge absolument donc converge.
n

5 (D"

n

1
Par linéarité, Z(fl)n sin — converge.
n

16



Sixiéme partie

Séries alternées
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Séries alternées

Théoréme: Soit u € (]R+)]N décroissante de limite nulle. Alors » (—1)"u, converge.

Preuve:
On pose

Yn €N, S, = (—1)Fug
k=0

Montrons que (S25,) et (S2p41) sont adjacentes.
— Soit n € IN.

Sont2 — Son = (=1)2"Tug, i1 + (=1)2" T2 ugp 40

= U2n+2 — U2n+1 < 0

Donc (S2n)n est décroissante.
— Soit n € IN.

Son43 — Song1 = U2nt2 — U2p4+3 =0

Donc la suite (S2n+1),, est croissante.

— Vn € IN,S27L+1 - SZn = —U2pn41 —— 0.
n——+oo

Ainsi, (S2n) et (S2n+1) convergent et ont la méme limite, donc (S5, ) converge. On note

= lm §p s
n——+oo
Vn € ]N752n+1 < S < S2TL
donc
Vn € N, Rant1 > 0> Rap.
Soit n € IN :
|Ron+1| = Ront1 =S — Sant+1 < Son — S2nt+1 = U2n1,
|R2n| = —Ron = Son — S < S25, — Sont1 < U2n41 < U2n.-
Ainsi,

Vn € N, |Ry| < un.

Proposition: Soit v une suite de signe constant telle que (|un|)n est décroissante de
limite nulle. Alors, Y (—1)"u, converge et

Vn € IN, R,, est du signe de (71)"+1un+1 et |Rn| < |un|

18



Septiéme partie

Résumé et exemples
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Uy

n—+oo

0c

upn de signe
constant a partir
d’un certain rang ?

On remplace (up)
par un équivalent
plus simple

Comparer avec une intégrale

vn = O(wn)

3wy, converge ?

T

wn = O(vn)

3" wp, diverge ?

> un alternée
(lunl) — 0
(\un \) décroissante

> up converge

3 |un| converge ?

On forme un dévelop-
pement asymptotique
de un

1A

sorduroxo 39 QUINSYY]




VII Résumé et exemples

EXERCICE: 1. Vn e N*, u,, = Vn+1— ¥n,

1)
2. Vn}Q,un:unzln(1+!),
n

w

. Vn € N*, up, = sin (1),
2n
1

4. Vn € N* u, = =
D oh—1 e

1. Pour n € IN*¥,

1 1
fn:xﬁxizeﬁlnz

donc ) 1
Vz >0, f (z) = —en D@ = ~ enlne,
nr

D’aprés le théoréme des accroissements finis,

Jen € [nyn+ 1], fu(n+1) — f(n) = fr(en)

donc |
1
Up = 7671n(‘n
Cn
@
V1< = <14 —
n n

donc ¢, ~ ndonce, =n+o(n):
n——+oo

Inc, =1n (n + s(n))
=1In (n(l + 0(1)))
=Inn+In (1 + 0(1))
=1In(n) + (1)

~Inn

Inc, Inn
) )
n n n—-+oo

1
donc en ~ 1
n—-+oo

donc

Inicy

donc u, ~ —

n
donc > uy, converve.

_17L 1
Vn}?,un:7( ) +O( )

n n2

—1)™ 1
Z (1) converge et Z O (—) converge absolument. Donc, Y uy converge.
n n2

T
3. upn ~ — >0 donc Y u, diverge.

n—+oco 2n

4.
n () sia>1,
. 1 ~—~—
llr_~r_1 e =\ >0
n——+oo
k=1 +oo sia<1,
donc .
— #0 sia>1,
Up —> C(OL)
0 sia<1

Si a > 1, alors > uy diverge. On suppose o < 1.

n
a0 1
Equivalent de E k—a?
k=1

21



VII

Résumé et exemples

Sia<l,

1 ntl ] 1 noq
— ((n+1)17> —9l-a :/ —dz < —é/ —dz =
T (24D )=, DB -ET -

nl—o

1—a

donc
T 1
Pl l-a
donc
1—«
Un ~ nlfa

> up converge <= 1—a>1
= a<0

n
1 1
Sia=1, E — ~1Inn et donc uy, ~ —.
k:lk Inn

1 1
A-t-on up =0 [ — ) avec B> 1 ou — = o(uyn) avec f < 17
SiB =0,

2 nf
n"uUp ~ —— — +00
In(n)
R 1
En particulier avec § = 5 :

1

-1 = o(un)

n2

1 1

et Z — diverge car > < 1. Dongc, > uy diverge.
n2

On a donc

— avec a < 0, > un converge,

— avec a > 0, > uy, diverge.

22
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Huitiéme partie

Applications
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VIII Applications

VIII.1 Formule de Stirling

Proposition: On a :
n n
@~ )7
" n——+oo i (e)
Preuve:
n
Vn € N*,In(n!) = ) Ink.
k=1
z +— Inz est strictement croissante sur [1, +oo[ donc
Vk € N*,Vz € [k,k+1],Inz > Ink
donc
k+1 k+1
‘v’kE]N*,/ 1nxdx>/ Ink dz =Ink
k k
et
Vk >2,Vz € [k —1,k],Inz <Ink
et docn
k k
Vk22,/ lnxdxg/ Ink de =1Ink
k—1 k—1
Ainsi
n n n+1
Vn}Q,/ lnxd:v>z</ Inz dz
1 2 2
Or
n
Vn > 2,/ Inz de = [zInz]y
1
=nln(n) —n+1
~ nlnn
n—-+oo
n+1
/ Inzdz=(Mm+1)In(n+1)—(n+1)—2In(2) + 2
2
n_;:_oo(n +1)In(n+1)
~ nlnn
n——+oo
car
1
In(n+1) =1In (n (1 + 7))
n
1
=Inn+In (1+7)
n
()
=lnn+—+4+o(—
n n
~Inn
Donc
| ~
In(n!)) nﬁﬂ)onlnn

24



VIII Applications

Cependant, on a un probléme :

In(n!) =nlnn + o(nlnn)

donc n! = n™ o710 7)

2

On pose
Vn € N*,u, =In(n!) —nlnn

(un) a méme nature que Y (up4+1 — Un) et

(n+1)!

Vn € N* unt1 — un zln(
n!

) —(n+1)In(n+1)+nlnn

= n(lnn— In(n + 1))

n
=nln
(nJrl)
:nln(l— ! )
n+1

n
~———~-1<0

n+1

>>(—1) diverge donc (uy) diverge.
Conjecture

n—1 =1

Up = E Uk+1 — Uk)  ~ E —1)=—-(n—-1)~ —n
n ( k+1 k)v ( ) ( )
k=1 k=1
On n’a absolument pas le droit !

On pose
Vn € N*,vp = un +n

et donc

1
Vneﬂ\l*,vn+1fvn:nln(lfn+l)+1

I
N
:\H

JF

]
VRS
3=
N—

~—>0
2n
n—1 n—1 _ ;
1 1
Up ~ (vg—1 — V) ~ E — = In(n)
k=1 k=1 2k 2

25



VIII Applications

On pose
1
VnE]N*,wn:vnfilnn
et donc
N 1 1 1
Vn € N, wpy1 —wp =nln(1+ —— | —-In(n+1)+ = In(n) +1
n+1 2 2

1 1 1 1
*"(_n+1 S 2(n+1)2 3(n+1)3 +”<<n+1>3))
+1+11 1 !
L SO U
2 n-+1

1 1 1
=—i = -
2(n+1) 3<n+1>2+"<<n+1>2)
Lo,
n+1 2(n+1)2

+

+1

1 1 1 1 1
5(7n+172(n+1)2+o<(n+1)2)) " T 12+ 1)2
1
~ T 1on2

<0

donc Y (wp41 — wn) converge et donc (wy) converge.

On pose £ = lim wy. Ainsi,
n—-+oo

Vn € N*, w, = €+ o(1)

et donc

1
Vn € N*,In(n!) =nlnn —n + 5 In(n) + £ + (1)
et alors

- ' 1
Vn € N*, nl = n"e "/net () 1

n— +oo
~ (2) vax K
€]

avec K = e".

On pose
VnG]N*Jn=/2 sin” z do ~ 1/1
0 2n
et (c.f. TD5 / Exercice 8)
(2n)! ™
T X —.
T aran? T 2
T [ 2n e 1 1
o\ iz VMKMEXE
T
Kvon'
Or
T
I2n ~ E

26



Applications

VIII
Donc
i
4n
1
Kﬂ—2n n——+oo
donc
K 1
\/ﬂ n—+oo
et donc K = V2.

VIII.2 Développement décimal

— Avec z = 0,5454. . ., que vaut 2z 7

EXEMPLE:
— Avec z = 0,3333..., que vaut 3z 7
— 0.9999...7
1
— 3 x ==17
&

Proposition: Soit (an)nen telle que
ap € Z,
vn > 1,an € [0,9]

20 an
La série E ——— converge.
10m

Preuve:

Yn > 1,0 < an )
107L 107L

1 1 Qn an
—— converge car — € [0, 1[. Donc —— converge donc —— converge.
D ge car 75 € [0,1] ; 107 & ; 10m &

Soit € R. On dit que  admet un développement décimal si

Définition:
+oo @
N o n
Jao € Z, (an)n>1 € [0,9]Y ,z = Z o
n=0
Théoréme: Tou réel z € [0, 1] admet un développement décimal :
+oo —1
10"z] — 10 10"~
o=y L0010
— 10m
n=1
Preuve:

Vn > 1, 10"z —1 < [10"z] < 10"
— 10"z +10 > —10 [10" x| > —10"x

27



VIII Applications

donc
—1< [10"z] — 10 [10" 'z ] < 10
et donc
[10"z] — 10 [10™ 'z ] € [0,9].
De plus,
" |10kz| — 10 [10%— 1z n 10k z 10k 1g
3 [10%z] | =
Pt 10% =\ 10k 10k—1
_ [107z) ~\a)
10m -~
=0
— T
n—-+oo

Théoréme: Soit x €]0,1].

1. Si z n’est pas décimal (i.e. on ne peut pas I'écrire comme P/10™ avec p € Z et
n € IN), alors = a un unique développement décimal.

2. Si z est décimal, alors x a exactement 2 développements décimaux :
— il y en a un ou, & partir d’un certain rang, tous les chiffres sont nuls,
— et un autre ou tous les chiffres sont égaux a 9 & parir d’un certain rang.

Preuve: ; ;
Soit (an)ns1 € [0,9]N et (bn)ns1 € [0,9]N telles que

+oo @ +oo b
n n
10m 10™
n=1 n=1

On pose ng = min{n € N* | a,, # bn} :

Vn < ng,an = bn,
ang 7 bng-

Sans perte de généralité, on suppose an, < bn,. On a donc

—+ o0

bn — an Qan — bn
0< 20 M0 _ Z onTn
10mo n=ng+1 1om
0< <9
vn > no, o
0<b, <9
donc
vn>n0779<an7bn <9
donc
= X oan—b =1
n n
-9 72 10m < 72 10n S QZ 10m°
n=ng-+1 n=ng+1 n=1

28



VIII Applications

Or,
— = .
nemat1 10™ 10m0+ = o
B 1 » 1
~ qono+1 T 7 _ L
10m0+ = o5
- 1
9 x 10m0
D’ou,
0< bng — ang 1
10m0 10m0
donc
0< bno — Qng < 1
——
€Z
donc bp, — an, = 1 et donc
io an — bp, 1
a1 10 10mo0
donc
Vn > ng,an —bn =9
et donc
VYn >n an =9
0, bn —0
Comme
Vn > ng, b, =0
x est décimal et les deux développements de x sont alors
z=0,a1...an5—1an9. ..
=0,a1...ang—1(any +1)0...
REMARQUE: |
5
Avec x = 0,5454 . .., 100x = 54,5454 ... = 54 + z. On a donc = = 99"
Avec x = 0,987123123..., on a
987
= —— +0,000123...
1000
987 1
= 4 —_(0,123...)
1000 103 e —>
y
123 987 + 123
On a 1000y = 123 + y et donc y = — et donc & = ———3299
999 1000

VIII.3 Exponentielle

29



VIII Applications

Proposition:

+oo ™
= T
VxE]R,E oy e
n=0

Preuve:
(formule de Taylor avec reste intégral)

k=0
5 _#\n
</ &=
0 n!
z[ (z —t)" 17"
b (n+1!
xn+1
0
(n+1)! notoo
car
METHODE 1
a™ a7 - 1 (ex)n
n! 2mn (%)n V2 \n
1 nln(ﬂ)
= — ¢ n) ——0
V2™ n—-+oo
METHODE 2
In+1
GRFOT 0<1
28 T pn 41 n—otoo ’

n!

Proposition:

too Zn
VzeC — =¢°
2
n=0

30
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