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Exercice 6
Nature de

∑
un où

∀n, un = ln

(√
n+ (−1)n
√
n+ a

)
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un = ln

1 +
(−1)n√

n√
1 + a

n


= ln

(
1 +

(−1)n
√
n

)
−

1

2
ln
(
1 +

a

n

)
=

(−1)n
√
n
−

1

2n
+O

(
1

n3/2

)
−

a

2n
+

a2

4n2
+O

(
1

n2

)
=

(−1)n
√
n
−

1 + a

2n
+O

(
1

n3/2

)

La série
∑ (−1)n

√
n

converge (théorème des séries alternées). La série
∑ 1 + a

2n
diverge sauf

si a = −1. La série
∑

O

(
1

n3/2

)
converge absolument (car 3/2 > 1).

Donc, ∑
un converge ⇐⇒ a = −1

un =
(−1)n
√
n
−

1

2n
+

1

3
×

(−1)3n

n3/2
+ `o

(
1

n3/2

)
−

1

2

(
a

n
−

a2

2n2
+ `o

(
1

n2

))
=

(−1)n
√
n
−

1 + a

2n
+

1

3

(−1)3n

n3/2
+ `o

(
1

n3/2

)

Exercice 1
1.

∀n ∈ N∗,
n∑
k=1

1

k(k + 1)
=

n∑
k=1

(
1

k
−

1

k + 1

)
= 1−

1

n+ 1
−−−−−→
n→+∞

1.

2. e :
+∞∑
n=0

1

n!
donc

∀n ∈ N,
n∑
k=0

k2 + 1

k!
=

n∑
k=0

1

k!
+

n∑
k=1

k − 1 + 1

(k − 1)!

=

n∑
k=0

1

k!
+

n∑
k=1

1

(k − 1)!
+

n∑
k=2

1

(k − 2)!

−−−−−→
n→+∞

e+ e+ e = 3e.
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3. Soit n ∈ N avec n > 2.

n∑
k=2

ln

(
1−

1

k2

)
=

n∑
k=2

ln

(
(k − 1)(k + 1)

k2

)

=

n∑
k=2

(
ln(k − 1)− ln(k)

)
+

n∑
k=2

(
ln(k + 1)− ln(k)

)
= − ln(n) + ln(n+ 1)− ln(2)

= ln

(
1 +

1

n

)
− ln(2)

−−−−−→
n→+∞

− ln(2).

Exercice 3
1.

∀n ∈ N, 0 6 un 6
nn!

(n+ 3)!
=

n

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
∼

1

n2∑
un converge.

2.

∀n > 2, 0 6
lnn

n3
= `o

( n
n3

)
= `o

(
1

n2

)
∑ 1

n2
converge donc

∑ lnn

n3
converge.

3. ∀α, lnn = `o(nα). Avec α =
1

2
, on a

0 6
lnn

n2
= `o

(
1

n
3
2

)

donc
∑ lnn

n2
converge.

4. ∀n > 3,
lnn

n
>

1

n
> 0 donc

∑ lnn

n
diverge.

5.
∣∣∣∣ (−1)nn2

∣∣∣∣ = 1

n2
donc

∑ (−1)n

n2
converge absolument donc

∑ (−1)n

n2
converge.

Exercice 7
1. — On suppose que

∑
un converge. Donc un −−−−−→

n→+∞
0 et donc vn ∼ un > 0. Donc,∑

vn converge.
— On suppose que

∑
vn converge donc vn −−−−−→

n→+∞
0.

∀n, un =
vn

1− vn
∼ vn

donc
∑
un converge.
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2. — On suppose
∑
un convergente.

0 6 vn 6
un

u1

(
vn ∼

un∑+∞
k=1 uk

)
donc

∑
vn converge.

— On suppose que
∑
un diverge.

∀n ∈ N, ln(1− vn) = ln

(
u1 + · · ·+ un−1

u1 + · · ·+ un

)

= ln

(
n−1∑
k=1

uk

)
− ln

(
n∑
k=1

uk

)

donc
∑

ln(1−vn) a même nature que

(
ln

(
n∑
k=1

uk

))
n

, donc
∑

ln(1−vn) diverge.

Si
∑
vn converge, alors vn −→ 0 et donc ln(1−v) ∼

n→+∞
−vn 6 0 et donc

∑
ln(1−

vn) converge  .
Donc

∑
vn diverge.

Exercice 2

∀n ∈ N,
1

1 + n+ n2
=

n+ 1− n
1 + n(n+ 1)

On pose
∀n ∈ N, un = Arctann

et alors
∀n ∈ N,

1

1 + n+ n2
=

tanun+1 − tanun

1 + tan(un+1) tan(un)
= tan(un+1 − un).

En effet, 0 < un+1 <
π

2
−
π

2
< −un 6 0

donc
−
π

2
< un+1 − un <

π

2

et donc un+1 − un 6≡
π

2
[π] et Arctan

(
tan(un+1 − un)

)
= un+1 − un.

∀n ∈ N,
n∑
k=0

Arctan

(
1

1 + k + k2

)
=

n∑
k=0

(uk+1 − uk)

= un+1 − un

−−−−−→
n→+∞

π

2

On a donc
π

2
=

+∞∑
n=0

Arctan

(
1

1 + n+ n2

)
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Exercice 4

∀n, 0 < un =

(
1

n

)1+ 1
n

=
1

n
× e

1
n

ln 1
n =

1

n

− lnn
n
∼

1

n
.

Donc,
∑
un diverge.

Exercice 5

∀n ∈ N∗,
n∑
k=1

kβ =
n∑
k=1

1

k−β
−−−−−→
n→+∞

{
ζ(−β) si − β > 1

+∞ sinon.

On suppose β < −1. Alors, 0 < un ∼
ζ(−β)
nα

et donc
∑
un converge si et seulement si α > 1.

On suppose β > −1.

Cas 1 β > 0 donc x 7→ xβ est croissante.

kk − 1 k + 1

k
α

Soit n ∈ N∗.

∀k ∈ J1, nK ,
∫ k

k−1
xβ dx 6 kβ 6

∫ k+1

k
xβ dx

donc
∫ n

0
xβ dx 6

n∑
k=0

kβ 6
∫ n+1

1
xβ dx

donc
nβ+1

β + 1
6

n∑
k=1

6
(n+ 1)β+1 − 1

β + 1
∼
nβ+1

β + 1

et donc

0 < un ∼
1

nα
×
nβ+1

β + 1
=

1

β + 1
×

1

nα−β−1
.

Donc, ∑
un converge ⇐⇒ α− β − 1 > 1

⇐⇒ α > β + 2.

Cas 2 β = 0.

∀n, un =
1

nα

n∑
k=1

1 =
1

nα−1

donc ∑
un converge ⇐⇒ α− 1 > 1 ⇐⇒ α > 2.
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Cas 3 β ∈ ]− 1, 0[.

kk − 1 k + 1

1

kα

Soit n > 2.

∀k ∈ J2, nK ,
∫ k+1

k
xβ dx 6 kβ 6

∫ k

k−1
xβ dx

donc ∫ n+1

2
xβ dx 6

n∑
k=2

kβ 6
∫ n

1
xβ dx

et donc
(n+ 1)β+1 − 2β+1

β + 1
6

n∑
k=2

kβ 6
nβ+1 − 1

β + 1

donc
n∑
k=2

bβ ∼
nβ+1

β + 1

et donc ∑
un converge ⇐⇒ α > β + 2.

Cas 4 β = −1. ∫ n+1

2

1

x
dx 6

n∑
k=2

kβ 6
∫ n

1

1

x
dx

ln(n+ 1)− ln 2︸ ︷︷ ︸
∼lnn

6
n∑
k=2

k−1 6 lnn.

0 < un ∼
1

nα
lnn

Pour n > 3,
lnn

nα
>

1

nα
.

Si α 6 1, alors
∑
un diverge.

Si α > 1,

lnn = `o(nγ) avec γ =
α− 1

2
> 0.

donc
lnn

nα
= `o

(
1

nα−β

)
= `o

(
1

n
1+α
2

)

et donc
∑ lnn

n
converge.
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α

β

−1

Exercice 8

∀n ∈ N, 0 6 un 6
∫ n2+1

n2

1

xα
dx

6



ln

(
1 +

1

n2

)
︸ ︷︷ ︸

∼ 1
n2

si α = 1

1

1− α

((
n2 + 1

)−α+1 − (n2)−α=1
)

︸ ︷︷ ︸
vn

si α 6= 1

Pour α 6= −1,

(n2 + 1)1−α = n2(1−α)
(
1 +

1

n2

)1−α

= n2(1−α)
(
1 +

1− α
n2

+ `o
(

1

n2

))

0 < vn ∼ n−2α =
1

n2α

Si α >
1

2
, alors

∑
vn converge et donc

∑
un converge.

On suppose 0 6 α 6
1

2
.
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∀n ∈ N, un >
∫ n2+1

n2

sin2(πx)

(n2 + 1)α
dx

>
1

(n2 + 1)α

∫ n2

n2

(
1

2

(
1− cos(2πx)

))
dx

>
1

2(n2 + 1)α
∼

1

2n2α

2α < 1 donv
∑ 1

2n2α
diverge et donc

∑
un diverge.

Si α = 0,

un =

∫ n2+1

n2
sin2(πx) dx =

1

2

donc
∑
un diverge.

Si α < 0,

un >
∫ n2+1

n2

sin2(πx)

n2α
dx >

1

2n2α

donc
∑
un diverge.

En fait, dans tous les cas, un ∼
1

2n2α
.

Exercice 9
Pour n ∈ N, on pose

P(n) : “un existe et un > 0”.

— P(0) est vraie.
— Soit n ∈ N. On suppose P(n). un +

an

un
existe car un 6= 0 donc un+1 existe. On a

an > 0 et un > 0 donc un+1 > un > 0.

(un) converge ⇐⇒
∑

un−1 − un convege

⇐⇒
∑ an

un
converge

— On suppose que un −−−−−→
n→+∞

` > 0 car (un) est croissante. Donc

an

un
∼
an

`

donc an ∼ `
an

un
.

Par compairaison de séries à termes positifs,
∑
un converge.

— On suppose que un −→ +∞ alors an >
an

un
à partir d’un certain rang donc

∑
an

diverge.
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Exercice 10
1. Oups, j’ai supprimé cette partie.
2. Si α > 0,

un =
(−1)n

nα(−1)n
=

(−1)n

nα
×

1

1 +
(−1)n

nα

=
(−1)n

nα

(
1−

(−1)n

nα
+ `o

(
1

nα

))
=

(−1)n

nα︸ ︷︷ ︸
série alternée
convergente

−
1

n2α
+ `o

(
1

n2α

)
︸ ︷︷ ︸

∼ 1
n2α>0

∑ 1

n2α
converge si et seulement si α >

1

2
.

Si α < 0,

un =
1

1 + (−1)nnα
−−−−−→
n→+∞

1 6= 0

donc un diverge.
3.

S6n =
6n∑
k=1

ln

(
1 +

sin(kπ/3)

k

)

=

n−1∑
a=0

6∑
k=1

ln

1 +
sin
(

(6a+k)π
3

)
6a+ k


=

n−1∑
a=0

(
ln

(
1 +

√
3

2(6a+ 1)

)
+ ln

(
1 +

√
3

2(6a+ 2)

)
+ ln

(
1−

√
3

2(6a+ 4)

)
+ ln

(
1−

√
3

2(6a+ 5)

))

=

n−1∑
a=0

(
ln

(
1−

√
3

2(6a+ 4)
+

√
3

2(6a+ 1)
−

3

4(6a+ 1)(6a+ 4)

)

+

(
ln

(
1−

√
3

2(6a+ 5)
+

√
3

2(6a+ 2)
−

3

4(6a+ 2)(6a+ 5)

))

=

n−1∑
a=0

ln

(
1 +

6
√
3− 3

4(6a+ 1)(6a+ 4)

)
+

n−1∑
a=0

ln

(
1 +

6
√
3− 3

4(6a+ 2)(6a+ 5)

)
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ln

(
1 +

6
√
3− 3

4(6a+ 1)(6a+ 4)

)
∼

a→+∞

6
√
3− 3

4× 36a2
> 0.

∑ 6
√
3− 3

4× 36a2
converge donc

∑
ln

(
1 +

6
√
3− 3

4(6a+ 4)(6a+ 1)

)
converge.

Donc (S6n) converge.
S6n+1 = S6n + u6n+1︸ ︷︷ ︸

→0

−→ limS6n

S6n+2, . . . , S6n+5 −→ limS6n

donc (Sn) converge et donc
∑
un converge.

Exercice 11

(kn) = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, . . . , 18, 20, . . . , ).

∀n, kn > n donc
1

kn
6

1

n
.

Soit n ∈ N∗. Soit N ∈ N tel que
10N−1 6 n < 10N .

n∑
p=1

1

kp
6

10N∑
p=1

1

kp
=

N∑
i=1

∑
p

10i−16kp<10i

1

kp

6
N∑
i=1

∑
p

10i−16kp<10i

1

kp

6
N∑
i=1

8× 9i−1

10i−1
= 8

N∑
i=1

(
9

10

)i−1

6 8×
1−

(
9
10

)N
1− 9

10

6 80

(Sn) croissante et majorée donc elle converge.

Exercice 12

1. Soit f : t 7→
ln t

t
. f est dérivable sur R+

∗ et

∀x > 0, f ′(t) =
1

t2
−

ln t

t
=

1− ln t

t2

On a ∀t > e, f ′(t) < 0 et donc f est strictement décroissante sur [e,+∞[.
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Soit n ∈ N, n > 4.

∀k ∈ J4, nK ,
∫ k+1

k

ln t

t
dt 6

ln k

k
6
∫ k

k−1

ln t

t
dt

et donc ∫ n+1

4

ln t

t
dt 6

n∑
k=4

ln k

k
6
∫ n

3

ln t

t
dt

1

2

(
ln2(n+ 1)− ln2 4

)
6

n∑
k=4

ln k

k
6

1

2

(
ln2 n− ln2 3

)
.

Donc
n∑
k=4

ln k

k
=

1

2
ln2 n+ `o (ln2 n)

et donc
n∑
k=1

ln k

k
=

1

2
ln2 n+ `o (ln2 n) .

On pose

∀n ∈ N∗, un =

n∑
k=1

ln k

k
−

1

2
ln2 n

Soit n ∈ N∗.

un+1 − un =
ln(n+ 1)

n+ 1
−

1

2
ln2(n+ 1) +

1

2
ln2(n)

=
lnn+ ln

(
1 + 1

n

)
n
(
1 + 1

n

) +
1

2
ln2 n−

1

2

(
lnn+ ln

(
1 +

1

n

))2

=

(
lnn+

1

n
+ `o

(
1

n

))(
1

n
−

1

n2
+ `o

(
1

n2

))
+

1

2
ln2 n−

1

2
ln2 n− lnn

(
1

n
−

1

2n2
+ `o

(
1

n2

))
−

1

2

(
1

n
+ `o

(
1

n

))2

=
lnn

n
−

lnn

n2
−

lnn

n
+

1

2

lnn

n2
+ `o

(
lnn

n2

)
= −

1

2

lnn

n2
+ `o

(
lnn

n2

)
∼ −

lnn

2n2︸ ︷︷ ︸
=`o

(
1

n3/2

)
< 0 pour n > 2

Donc
∑ 1

n3/2
converge et donc

∑
(un+1−un) converge donc (un) converge. On note

` = limun. D’où
n∑
k=1

ln k

k
=

1

2
ln2 n+ `+ `o(1) .

2. Soit n ∈ N∗. On pose N =
⌊n
2

⌋
.

n∑
k=1

(−1)k
ln k

k
=

∑
16i6N

ln 2i

2i
−

∑
06i6N

ln(2i+ 1)

2i+ 1
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N∑
i=1

ln 2i

2i
=

1

2

N∑
i=1

ln 2 + ln i

i

=
1

2

(
ln 2

N∑
i=1

1

i
+

N∑
i=1

ln i

i

)

=
1

2

(
ln 2×

(
lnN + γ + `o(1))+ 1

2
ln2N + `+ `o(1)

)
=

1

4
ln2N +

ln 2

2
lnN +

γ ln 2

2
+
`

2
+ `o(1)

N∑
i=0

ln(2i+ 1)

2i+ 1
=

n∑
k=1

ln k

k
−

N∑
i=1

ln 2i

2i

=
1

2
ln2 n+ `+ `o(1)−

(
1

4
ln2N +

ln 2

2
lnN +

γ ln 2

2
+
`

2
+ `o(1)

)

D’où

n∑
k=1

(−1)k
ln k

k
=

1

2
ln2N + ln 2× lnN + γ ln 2 + `−

1

2
ln2 n− `+ `o(1).

N 6
n

2
6 N + 1

donc
n

2
− 1 < N 6

n

2

et donc
N ∼
n→+∞

n

2

lnN = ln
(n
2
+ `o

(n
2

))
= ln

((n
2

) (
1 + `o(1)))

= ln
(n
2

)
+ ln

(
1 + `o(1))

= ln
(n
2

)
+ `o(1)

∼
n

2

N 6
n

2
6 N + 1

donc
ln(n− 2)− ln 2 = ln

(n
2
− 1
)
6 lnN 6 ln

(n
2

)
= lnn− ln 2

et donc
ln2
(n
2
− 1
)
6 ln2N 6 ln2

(n
2

)
On a, d’une part,

n∑
k=1

(−1)k
ln k

k
6

1

2

(
ln2 n− 2 lnn ln 2 + ln2 2

)
+ ln 2 (lnn− ln 2) + γ ln 2−

1

2
ln2 n+ `o(1)

6 −
1

2
ln2 2 + γ ln 2 + `o(1).
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D’autre part, on a

n∑
k=1

(−1)k
ln k

k
>

1

2

(
ln(n− 2)− ln 2

)2
+ ln 2

(
ln(n− 2)− ln 2

)
+ γ ln 2−

1

2
ln2 n+ `o(1)

1

2

(
ln2(n− 2)− ln2 n

)
−

1

2
ln2 2 + γ ln 2 + `o(1).

Or,

ln2(n− 2)− ln2 n =

(
lnn+ ln

(
1−

2

n

))2

− ln2 n

= 2 lnn ln

(
1−

2

n

)
︸ ︷︷ ︸
∼−4 lnn

n
−→0

+ ln2
(
1−

2

n

)
︸ ︷︷ ︸

−→0

.

Par encadrement,
+∞∑
k=1

(−1)k
ln k

k
= γ ln 2−

1

2
ln2 2.

Exercice

+∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
=
π2

8

En effet

π2

6
=

+∞∑
k=1

1

k2
=

+∞∑
k=1

1

(2k)2
+

+∞∑
k=0

1

(2k + 1)2

=
1

4
×
π2

6
+

+∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
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