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—1)" 1+a
La série Z (=1) converge (théoréme des séries alternées). La série Z QL diverge sauf
n

Vn
1
si a = —1. La série Z O (W) converge absolument (car 3/2 > 1).

Donc,
> un converge <= a = —1
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3. Soit n € IN avec n > 2.
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k=2

x>
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2
= —In(n) + In(n + 1) — In(2)

=1In (1 + %) —In(2)

— 5 —In(2).
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Exercice 3

!
Vn€N,0< un < — 0 = " oL
(n+3)! (nm+1)n+2)(n+3) n2

> un converge.

Vn22,0<i—::o<%):e<%)

1 Inn
E — converge donc E — converge.
- o~

1
3. Va,Inn = o(n®). Avec o = 5 ona

Inn
donc E —— converge.
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4. Vn > 3, on > — > 0 donc Z on diverge.
n n n

N S o tument done S U

o el el onc Z e converge absolument donc Z e converge.
Exercice 7

1. — On suppose que Y u, converge. Donc uy, —— 0 et donc vy, ~ upn > 0. Donc,

n—-+oo
>~ vy converge.
— On suppose que Y vy converge donc v, —— 0
n—-+oo

Un

Vn, un = ~ Un

1— v,

donc Y uy, converge.



2. — On suppose > u, convergente.

Un Un
0 <X U”L < o vn [ a—
—+oo
Uy Dopo] Uk
donc > vy, converge.

— On suppose que Y u, diverge.

N

VneN, In(l—v,) =In (M)

n—1 n
=l (Z uk> —In <Z uk>
k=1 k=1

n
donc > In(1—wv,) a méme nature que <ln (Z uk>> , donc > In(1—wvy,) diverge.
k=1 n
Si " vy converge, alors v, — 0 et donc In(1 —v) M TUn < 0 et donc > In(1—
— 400

n
Vp) converge 4.
Donc > vy, diverge.

Exercice 2

1 1-—
Vn € N, = ks "
1+n+n2 1+n(n+1)

On pose
Vn € N, u, = Arctann
et alors " . .
anuy+1 — tanuy,
Vn € IN = = tan(u — Up).
14 n+n2 1+ tan(unt1) tan(uy) (tnt1 = tin)
En effet,
T
0< Un+1 < 5
T
_5 < —Un < 0
donc

™ ™
*5<Un+17un<§

et donc up41 — up # g [7] et Arctan (tan(un+1 — un)) = Wppril = Wppo

n n
1
Vn € NN, ,;:O Arctan (m> = kE:O(Uk+1 — ug)

= Un+1 — Un
™

[
n—+oco 2

On a donc

s o= 1
5 = Areten ()

n=0



Exercice 4

1
I\t 1 = 1
Vn,0<un:(—) :7Xe%1n%:7 ~ =,
n n n n

Donc, > uy, diverge.

Exercice 5

= (=) si—B>1
vneIN*, ) KP = —
ne Z Z k=P n—o+oo {+oo sinon.

On suppose 8 < —1. Alors, 0 < up ~ C(;f) et donc Y u, converge si et seulement si o > 1.
n

On suppose 3 > —1.

Cas 1 8> 0 donc z — o est croissante.

| l

-1 k+1
Soit n € IN*.
k1
Vk € [1,n], xﬁdx<k5</ 28 dzx
k—1 k
n n n+1
donc/ x’edxézk’g</ z” dz
0 =0 1
B+1 n B+l _ B+1
donc ™ <Z<(n+1) INn
B+1 = B+1 B+1
et donc
0< ! X Cis ! X !
Up ~ — = .
" ne T B4+1 B+10 ne—B-1
Donc,
> up converge <—=a—f—-1>1
— a>p+2.
Cas 2 B=0.
i & 1
vn, “n=n721: o T
k=1
donc

> un converge <= a—1>1 < a>2.



Cas 3 Be]—1,0[.

o
ka
R —
-1 k+1
Soit n > 2.
k+1 k
sze[[Q,n]],/ xﬁdxékﬁé/ 8 dz
k k—1
donc
n+1 n n
/ zﬁdm<2kﬁ</ 2? dx
2 2 1
et donc p p N
+1 _ 9B+1 Gl —
(n+1) 2 BB < nf 1
B+1 P B+1
donc
S0~ nfHt
= BTl
et donc
> un converge <= a>f+2.
Cas 4 g=-1.
n+1 1 n n 1
/ 7dx<2k'8</ — dx
2 T k=2 1 T
n
In(n+1)—In2 < Z k! <lInn.
e k=2
~Iinn
1
0 < up ~ = Inn
1 1
Pour n > 3, H>—.
« na
Si o < 1, alors Y up diverge.
Sia>1,
-1
Inn = o(n?) avec vy = aT > 0.
donc

Inn ( 1 ) 1
= ol —— V=5 ——
no na—g nl«ga

Inn
et donc Z —— converge.
n



Exercice 8

n2+1 1
VnE]N,Ogung/ — dx

1

ln(1+—2> sia=1
n

————

Un

Pour a # —1,

0< vy ~n 2= —
n2o

1
Sia> 3 alors Y v, converge et donc > u, converge.

N | =

On suppose 0 < a <
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2 .
T >/" + sin?(mz)
) n = n2 (n2+1)a

> ﬁ /T:j (%(1 - cos(?mc))) dx
1 1

> ~
2(n2 + 1) 2n2c

1
2a < 1 donv Z e diverge et donc Y uy diverge.
Sia=0,
n2+1 1
Up = / sin?(mrz) dz = =
n2 2

donc > u, diverge.
Sia<O0,

\

2 q
"+ sin?(nx) 1
Up, 2 dx >
n2 n2e e
donc Y u, diverge.
1

En fait, dans tous les cas, up ~ ——.
2%20‘

Exercice 9

Pour n € IN, on pose
P(n) : “un existe et uy > 07.

— 2(0) est vraie.

a
— Soit n € IN. On suppose Z(n). un + — existe car u, # 0 donc u,1 existe. On a
Un

ap =0 et up >0 donc up41 = up > 0.

(un) converge <= E Up—1 — Up CONVEZE

an
<= E — converge
Un

— On suppose que up, — £ > 0 car (un) est croissante. Donc
n—-+oo

an an

Un V4

an
donc ay ~ £—.
Un
Par compairaison de séries a termes positifs, Y u, converge.
an g q
— On suppose que uy, — +oo alors a,, > — a partir d’un certain rang donc > an

. n
diverge.



Exercice 10

1. Oups, j’ai supprimé cette partie.

2. Sia>0,
G N S VN
ncx(_l)n ne 1+ (=)™

no

(-G (2)

o (=1n 1 1
- no 7n2a T n2ao

M ——

série alternée

convergente ~ 55 >0
1 . . 1
Z —— converge si et seulement si a > —.
e 2
Sia<O0,
1
Up = 1#£0

14 (=1)"n® n—+oo

donc u, diverge.

6n g
Sen — Z I (1 o sm(lZ/r/S))
z6: sm (6a+k)7‘r
= n|14+ —=
a=0 k=1 6a +k

V3 V3
b 2(6a+2 >+ln (1_ 2(6a+4)> s <1_ 2(6a+5)>>

mlio_¥3 ,_ V3 3
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_nfl 6\/5*3 n—1 6\/§*3
- ln<1+4(6a+1)(6a+4)>+;)1n<1+4(6a+2)(6a+5)>



il 6v3 -3 N 6\/573>0
4(6a + 1)(6a + 4) | a—+o0 4 x 36a?

6v3 —3 6v3 — 3
Z L converge donc Zln <1 + W) converge.

4 x 36a2
Donc (Sen) converge.
Sén+1 = S6n + Uen4+1 — lim Sen,
N
=0
S6n+2 -+ -5 Sen+s — lim Sgn,

donc (Sy) converge et donc Y u, converge.

Exercice 11
(kn) = (1,2,3,4,5,6,7,8,10,11,12, ...,18,20,...,).

1 1
Vn,kn 2 n donc — < —.
l5m, n

Soit n € IN*. Soit N € IN tel que
10V~ < n < 10V,

n 10V N
1 1 1
PR EDDILED DD DR
p=1 kp p=1 kP i=1 P ) kP
10" =1 <k, <107
o 1
X X @
i=1 P
10° =1 <k, <10
N - -1
8 x 9t~ 1 9\"*
<X =82 |55
10¢-1 ‘ 10
i=1 i=1
1— ()N
<8 x (109) < 80
1-—32
10
(Sn) croissante et majorée donc elle converge.
Exercice 12
. Int L. +
1. Soit f:t+— T f est dérivable sur R et
1 Int 1—Int
V>0, fl(t)= 5 —— =
FO=5- 2

On a VvVt > e, f/(t) < 0 et donc f est strictement décroissante sur [e, +oo].

10



Soit n € IN, n > 4.

k+1n¢ Ink ko Int
‘v’ke[[4,n]],/ idtgn—g/ 20
k t k k—1 t
et donc
n+1 " n
/ hlid,ggZMg/ lnitdt
I t = % st
1 " lnk 1
E(an(n+1)fln24)glél?gg(lnznflnzii).
Donc
n
Ink 1
Z%zfln2n+e(ln2n)
k=4 2
et donc
L 1
Zn—k:71n2n+o(ln2n).
o] k 2
On pose
" Ink 1
Vn e N*, u, = 7—71n2n
k=1 2
Soit n € IN*.
In(n+ 1 1 1
Up41 — Up = % — glnz(n+ 1)+ 51n2(n)
Inn+In(l+ L 1 1 1 2
:#+71n2n77<lnn+ln(l+7)>
n(l++) 2 2 n

1 1 1 1 1
= (lnn+ —+o(— ===6( =
(oo (2) G+ ()
i i g 11 1 1/1 1\\?
+§ln n—iln n—lnn(E—ﬁ—l—o(ﬁ))—i(;—i-e(;))

Inn  Inm Inn 1lnn (lnn)

n n? n 2 n2 2
1lnn Inn
2 ”(?)
Inn
~ _2n2 < 0 pourn >2

1
Donc Z peye) converge et donc Y (un+1 — un) converge donc (uy) converge. On note

¢ =limu,. D’ou

n
Ink 1
Z n :51n2n+€+s(1).

Ink In2: In(2i 4+ 1)
D Dl D D

k=1 1SN 2 0<i<N
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N2 1SN In2 4 Ind
> % :527'

=1 o=1

Y1 i
<1n22i+2,>
(1 X (InN +~+n0(1 ))+%ln2N+Z+o(l))

'yln2 0

In
ln2N+ % In N + +§+o(1)

S = CY

In(2i + 1) " lnk N In 27
Z 2i 41 ZT 2 2i

1=0 k=1 =1
In2
:51n2n+f+s(1)—(712N+—l N+7n +§+s(1))
D’ou
i klnk i g i g
> (- =-In’?N+mIh2xInN+~n2+£—=1In%n— £+ os(1).
—~ 2 2
N < g N +1
done n 1<N<n
2 )
et donc "
Nt
n
N = ln<5+ ( )
n
=i ((3) @ +ew))
n
= In (§>+ln 1+e(1))
n
ln(E)—l-o(l)
n
2
N < g N+1
d
o 1n(n—2)—1n2:1n(2—1)glnNgln(ﬁ)zlnn—IHQ
2 2
et donc

On a, d’une part,

n

Ink 1 1
Z(—l)knT <5 (In?n —2Innln2+122) +n2(nn —In2) +yIn2 — 51n?n+s(1)
k=1

1
< —51n22+'yln2+o(1).
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D’autre part, on a

=~ Ink _ 1 1
Z(fl)kT > 5(111(117 2) fln2)2 +In2(In(n —2) —In2) + yIn2 — §1n2n+o(1)
k=1

1
(1n2(n —2) —In? n) — 511122 +vIn2+ s(1).

N | =

2\ \ 2
lnz(n72)71n2n:(lnn+1n(177)) —In’n
n

2 2
=2Innln (1— 7) —&—ln2 (1— 7) .
n n

~—qlon_ g —0
Par encadrement,
—+o0
Ink 1
Z(fl)kn— =vIn2— - In%2.
= k 2
Exercice
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