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Exercice 6
1.

S = {u ∈ RN | ∀n ∈ N, un+2 = aun+1 + bun}

— S 6= ∅ car 0 ∈ S.
— Soient u, v ∈ S et λ, µ ∈ R. Soit n ∈ N.

(λu+ µv)(n+ 2) = λun+2 + µvn+2

= λ(aun+1 + bun) + µ(avn+1 + bvn)

= a(λun + µvn) + b(λu+ µv)

= a(λu+ µv)(n+ 1) + b(λu+ µv)(n)

Donc (λu+ µv) ∈ S.
2.

Φ : S −→ R2

(xn) 7−→ (x0, x1)

Soit (u, v) ∈ S2 et (λ, µ) ∈ R2.

Φ(λu+ µv) = (λu0 + µv0, λu1 + µv1)

= λ(u0, u1) + µ(v0, v1)

= λΦ(u) + µΦ(v)

Donc Φ est linéaire.
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∀n ∈ N, aαn+1 + bαn = αn(aα+ b)

= αn + α2 car solution de l’équation caractéristique

= αn+2

Donc, (αn)n∈N ∈ S et Φ(αn) = (1, α) 6= (0, 0) Donc dim
(
Im(ϕ)

)
> 0.

De même, (βn)n∈N ∈ S et Φ(βn) = (1, β) 6= (0, 0).
On a deux vecteurs non colinéaires dans Im Φ donc dim(Im Φ) = 2.
Donc Im Φ = R2 et donc Φ est bijective.

Exercise 10
dim(Ker f ∩ F ) > dimF − rk f

Let g :
? −→ ?
x 7−→ ?

. We need to find g such that Ker(g) = Ker(f) ∩ F .

g(x) = 0 ⇐⇒ x ∈ Ker(g) ⇐⇒ x ∈ Ker(f) ∩ F
⇐⇒ x ∈ Ker(f) and x ∈ F
⇐⇒ f(x) = 0 and x ∈ F

So,

g : F −→ E

x 7−→ f(x)

f is linear, so, g is also linear.

Thus,

dim(F ) = dim(Ker g)− dim(Im f)

= dim
(

Ker(f) ∩ F
)
− dim(Im f)

We know that
Im f ⊃ Im g

So,
dim(Im f) 6 dim(Im g)

So,
dimF 6 dim(Ker(f) ∩ F ) + dim(Im, f)

and so
dim

(
Ker(f) ∩ F

)
> dimF − dim(Im f)
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Exercice 1
E = K3[X] et ϕ :

E −→ K[X]
P 7−→ XP ′ − P

1. Soit P ∈ E.

deg(XP ′) = 1 + deg(P )− 1 = deg(P )

deg(XP ′ − P ) 6 deg(P ) 6 3

donc ϕ(P ) ∈ E.
Soient P,Q ∈ E, λ, µ ∈ K.

ϕ(λP + µQ) = X(λP + µQ)′ − (λP + µQ)

= X(λP ′ + µQ′)− λP − µQ
= λ(XP ′ − P ) + µ(XQ′ −Q)

= λϕ(P ) + µϕ(Q)

Donc ϕ ∈ L (E).
2. Soit P ∈ E. On pose P = aX3 + bX2 + cX + d avec (a, b, c, d) ∈ K4.

P ∈ Kerϕ ⇐⇒ ϕ(P ) = 0

⇐⇒ X(3aX2 + 2bX + c)− (aX3 + bX2 + cX + d) = 0

⇐⇒ 2aX3 + bX2 + d = 0

⇐⇒


a = 0

b = 0

d = 0

⇐⇒ P = cX

⇐⇒ P ∈ Vect(X)

Ker(ϕ) = Vect(X) et X 6= 0 donc (X) est une base de Kerϕ.

Im(ϕ) = Vect
(
ϕ(1), ϕ(X), ϕ(X2), ϕ(X3)

)
= Vect(−1, X2, 2X3)

D’après le théorème du rang,

dim
(
Im(ϕ)

)
= dimE − dim(Kerϕ)

= 4− 1

= 3

Donc (1, X2, X3) est une base de Im(ϕ).

Exercice 3
E = R4 et f : E → E linéaire.

1. u = (x, y, z, t) ∈ E donc
u = xe1 + ye2 + ze3 + te4
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donc

f(u) = f(xe1 + ye2 + ze3 + te4)

= xf(e1) + yf(e2) + zf(e3) + tf(e4)

= x(1, 1, 1, 1) + y(1, 2, 1, 1) + z(2, 3, 2, 2) + t(−1,−2,−1,−1)

= (x+ y + 2z − t, x+ 2y + 3z − 2t, x+ y + 2z − t, x+ y + 2z − t)

Remarque: 
1 1 2 −1
1 2 3 −2
1 1 2 −1
1 1 2 −1



x
y
z
t

 =


x+ y + 2z − t
x+ 2y + 3z − 2t
x+ y + 2z − t
x+ y + 2z − t


2. Soit u = (x, y, z, t) ∈ E.

u ∈ Ker(f) ⇐⇒ f(u) = (0, 0, 0, 0)

⇐⇒


x+ y + 2z − t = 0

x+ 2y + 3z − 2t = 0

x+ y + 2z − t = 0

x+ y + 2z − t = 0

⇐⇒
{
x+ 2y + 3z − 2t = 0

x+ y + 2z − t = 0

⇐⇒
L2 ← L2 − L1

{
x + y + 2z − t = 0

y + z − t = 0

⇐⇒
{
x = −z
y = −z + t

⇐⇒ u = (−z,−z + t, z, t)

= z (−1,−1, 1, 0)︸ ︷︷ ︸
v1

+t (0, 1, 0, 1)︸ ︷︷ ︸
v2

⇐⇒ u ∈ Vect(v1, v2)

Or, (v1, v2) est libre donc c’est une base de Ker(f).

Im(f) = Vect
(
f(e1), f(e2), f(e3), f(e4)

)
Or, rg(f) = 4− 2 = 2
Donc

(
f(e1), f(e2)

)
est libre dans Im(f) donc c’est une base de Im(f)

3. Ker(f) 6= {0} donc f n’est pas injective donc pas bijective.
4.

∀(x, y, z, t) ∈ E, f((x, y, z, t)) = (x+ y + 2z − t, x+ 2y + 3z − 2t,

x+ y + 2z − t, x+ y + 2z − t)
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Soit (α, β, γ, δ).

(α, β, γ, δ) ∈ Im(f) ⇐⇒ ∃(x, y, z, t) ∈ E, (α, β, γ, δ) = f
(
(x, y, z, t)

)

⇐⇒ ∃(x, y, z, t) ∈ E,


x+ y + 2z − t = α

x+ 2y + 3z − 2t = β

x+ y + 2z − t = γ

x+ y + 2z − t = δ

⇐⇒ ∃(x, y, z, t) ∈ E


x + y + 2z − t = α

y + z − t = β − α
0 = γ − α
0 = δ − α

⇐⇒
{
γ − α = 0

δ − α = 0

⇐⇒ (α, β, γ, δ) = (α, β, α, α)

= α(1, 0, 1, 1) + β(0, 1, 0, 0)

Une base de Im(f) est
(
(1, 0, 1, 1), (0, 1, 0, 0)

)
.

Exercise 7
—

∀f ∈ L (E),

{
f ◦ p ∈ L (E)

p ◦ f ∈ L (E)

so
1

2
(f ◦ p+ p ◦ f) ∈ L (E)

— Let (f, g) ∈ L (E)2, (λ, µ) ∈ K2.

Φ(λf + µg) =
1

2

(
(λf + µg) ◦ p+ p ◦ (λf + µg)

)
=

1

2
(λf ◦ p+ µg ◦ p+ λp ◦ f + µp ◦ g)

= λΦ(f) + µΦ(g)

Thus,
Φ ∈ L

(
L (E)

)
—

E = Ker(p)⊕ Im(p)

P|Ker(p) = 0

P|Im(p) = id

Analysis Let f ∈ Ker(Φ) so
Φ(f) = 0L (E)

thus
∀x ∈ E,Φ(f)(x) = 0E

so
∀x ∈ Ker(p),Φ(f)(x) = 0E

so
∀x ∈ Ker(p), f(0E) + p

(
f(x)

)
= 0E
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thus
∀x ∈ Ker(p), f(x) ∈ Ker(p)

Let x ∈ Im(p)

Φ(f)(x) = 0E so f(x) + p
(
f(x)

)
= 0E

so p
(
f(x)

)
= −f(x)

so − f(x) ∈ Im(p)

so f(x) ∈ Im(p)

so p
(
f(x)

)
= f(x)

so f(x) = 0E

Synthesis Let u ∈ L (Ker p). We set f : E → E defined by

∀x ∈ E, f(x) = u
(
x− p(x)

)
—

∀x ∈ E, p
(
x− p(x)

)
= p(x)− p(x) = 0E

so f is well-defined.
— Let (x, y) ∈ E2 and (α, β) ∈ K2.

f(αx+ βy) = u
(
αx+ βy − p(αx+ βy)

)
= u

(
αx+ βy − αp(x)− βp(y)

)
= u

(
α
(
x− p(x)

)
+ β

(
y − p(y)

))
= αu

(
x− p(x)

)
+ βu

(
y − p(y)

)
= αf(x) + βf(y)

Thus,
f ∈ L (E)

— Let x ∈ E.

Φ(f)(x) =
1

2

(
f
(
p(x)

)
+ p
(
f(x)

)︸ ︷︷ ︸
=0E car f(x)∈Ker(p)

)

=
1

2

(
p(x)− p

(
p(x)

))
=

1

2
u
(
p(x)− p(x)

)
= 0E

So,
Φ(f) = 0L (E)

Thus,
f ∈ Ker Φ

Exercice 9
1. E∗ = L (E,K)
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2. Soit i ∈ J1, nK. Soient (x, y) ∈ E2 et (λ, µ) ∈ K2.

On pose x =
n∑
j=1

xjej avec (x1, . . . , xn) ∈ Kn et y =

n∑
j=1

yjej avec (y1, . . . , yn) ∈ Kn.

D’où,

λx+ µy = λ

n∑
j=1

xjej + µ

n∑
j=1

yjej

=

n∑
j=1

(λxj + µyj)ej

e∗i (λx+ µy) = λxi + µyi

= λe∗i (x) + µe∗i (y)

Donc, e∗i ∈ E∗.
Soit (λ1, . . . , λn) ∈ Kn. On suppose que

n∑
i=1

λie
∗
i = 0E∗

Donc

∀x ∈ E,
n∑
i=1

λie
∗
i (x) = 0K

∀j ∈ J1, nK ,
n∑
i=1

λi e
∗
i (ej)︸ ︷︷ ︸
δi,j

= 0K donc λj = 0K

Donc (e∗1, . . . , e
∗
n) est libre.

3. Soit f ∈ E∗. On va montrer que

f =

n∑
i=1

f(ei)e
∗
i

En effet, pour tout x ∈ E :

f(x) = f

(
n∑
i=1

e∗i (x)ei

)
=

n∑
i=1

f(ei)e
∗
i (x)

=

(
n∑
i=1

f(ei)e
∗
i

)
(x)

Donc E∗ = Vect(e∗1, . . . , e
∗
n). Donc dim(E∗) = dim(E).

4.

Φ(u) : E∗ −→ K

f 7−→ f(u)

Soient f, g ∈ E∗ et λ, µ ∈ K.

Φ(u)(λf + µg) = (λf + µg)(u)

= λf(u) + µg(u)

= λΦ(f) + µΦ(g)

Donc Φ(u) = L (E∗,K) = (E∗)∗ = E∗∗.

7



5.

Φ : E −→ E∗∗

u 7−→ Φ(u)

Soient (u, v) ∈ E2 et (λ, µ) ∈ K2.

Φ(λu+ µv) : E∗ −→ K

λΦ(u) + µΦ(v) : E∗ −→ K

Soit f ∈ E∗.

Φ(λu+ µv)(f) = f(λu+ µv)

= λf(u) + µf(v)

= λΦ(u)(f) + µΦ(v)(f)

=
(
λΦ(u) + µΦ(v)

)
(f)

Donc Φ ∈ L (E,E∗∗).

Soit u ∈ E.

Φ(u) = 0E∗∗ ⇐⇒ ∀f ∈ E∗,Φ(u)(f) = 0K

⇐⇒ ∀f ∈ E∗, f(u) = 0K =⇒ ∀i ∈ J1, nK , e∗i (u) = 0K

=⇒ u =

n∑
i=1

e∗i (u)ei = 0E

Donc, Ker Φ = {0E} donc Φ est injective.
6.

dim(E∗∗) = dim(E∗) = dim(E)

donc
Φ ∈ GL(E,E∗∗)

Exercice 11
1. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et f, g ∈ L (E).

f|Im(g) : Im(g) −→ E

x 7−→ f(x)

Soit x ∈ Im(g).

x ∈ Ker(f|Im(g)) ⇐⇒ f|Im(g)(x) = 0

⇐⇒
{
f(x) = 0

x ∈ Im(g)

⇐⇒ x ∈ Ker(f) ∩ Im(g)

Ker(f|Im(g)) = Ker(f) ∩ Im(g)
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dim(Im g) = dim
(
f(Im g)

)
+ dim(Ker f ∩ Im g)

dim
(
f(Im g)

)
= dim

(
Im(f ◦ g)

)
= rg(f ◦ g)

rg(f ◦ g) = rg(g)− dim(Im g ∩Ker f)

dim(E) = n = rg(g) + dim(Ker f)

donc
−n+ rg(f) = dim(Ker f) 6 − dim(Im g ∩Ker f)

rg(f ◦ g) > rg(g) + rg(f)− n

2. Analyse Soit f ∈ L (E) et dim(E) = 3. On suppose f ◦ f = 0.

rg(0) = rg(f ◦ f) > rg(f) = rg(f) + rg(f)− n

Donc
0 6 2 rg(f)− n
3 = n > 2 rg(f)

Donc,
rg(f) ∈ {0, 1}

et donc
dim(Im f) ∈ {1, 0}

Soit u ∈ Im(f) \ {0} donc Vect u = Im f .

∀x ∈ K,∃λ(x) ∈ K, f(x) = λ(x) · u

Synthèse

— f = 0
— On suppose f 6= 0. Soit u ∈ E, λ ∈ L (E,K) = E∗.

f : E −→ E

x 7−→ λ(x) · u

Soit x ∈ E.

(f ◦ f)(x) = f
(
λ(x) · u

)
= λ

(
λ(x) · u

)
= λ(x)λ(u) · u

Soient (x, y) ∈ E2 et α, β ∈ K2.

f(αa + βy) = λ(αx+ βy) · u

=

αf(x) + βf(y) = αλ(x) · u+ βλ(y) · u

Donc,
λ(αx+ βy) · u =

(
αλ(x) + βλ(y)

)
· u

et donc
λ(αx+ βy) = αλ(x) + βλ(y)

f(u) = u

Soit v ∈ E tel que f(v) = u.

f(u) = f
(
f(v)

)
= 0 = λ(u) · u

Donc λ(u) = 0 et donc u ∈ Ker(λ).

Exercice 12

9



Partie I.
Soit N ∈ N∗. On pose

∀P ∈ RN [X],∆(P ) = P (X + 1)− P (X).

1. Soit P ∈ RN [X]. On pose

P =
N∑
k=0

akX
k

On pose N ′ = degP . Donc,

P (X + 1) =

N′∑
k=0

ak(X + 1)k

=

N′∑
k=0

ak

k∑
i=0

(k
i

)
Xi

=

N′∑
i=0

N′∑
k=i

ak

(k
i

)Xi

=

N′∑
k=0

N′∑
i=k

ai

( i
k

)Xk

Donc,

∆(P ) = P (X + 1)− P (X) =
N′∑
k=0

N′∑
i=k

ai

( i
k

)Xk −
N′∑
k=0

akX
k

=
N′∑
k=0

N′∑
i=k

ai

( i
k

)
− ak

Xk

Pour k = N ′, aN′
(N ′
N ′

)
− aN′ = 0.

Pour k = N ′ − 1,

aN′−1

(N ′ − 1

N ′ − 1

)
+ aN′

( N ′

N ′ − 1

)
− aN′−1 6 N ′aN′ 6= 0 si N ′ 6= 0.

Si degP > 0, alors deg
(
∆(P )

)
= deg(P )− 1.

Si degP 6 0, alors deg ∆(P ) = −∞.
2. deg

(
∆(P )

)
6 deg(P ) 6 N donc ∆(P ) ∈ RN [X].

Soient (P,Q) ∈ RN [X]2 et (λ, µ) ∈ R2.

∆(λP + µQ) = (λP + µQ)(X + 1)− (λP + µQ)(X)

= λP (X + 1) + µQ(X + 1)− λP (X)− µQ(X)

= λ∆(P ) + µ∆(Q)

Donc ∆ ∈ L
(
Rn[X]

)
.

3.

P ∈ Ker(∆) ⇐⇒ ∆(P ) = 0

⇐⇒ P (X + 1)− P (X) = 0

⇐⇒ deg(P ) 6 0

⇐⇒ P ∈ Vect(1)

(1) est libre donc c’est une base.
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4. D’après le théorème du rang,

dim
(
RN [X]

)
= dim(Ker ∆) + dim(Im ∆)

dim(Im ∆) = N

donc
Im ∆ 6= RN [X]

donc ∆ n’est pas surjective.

Partie II.
1. Soit n ∈ N∗.

∆(Pn) = Pn(X + 1)− Pn(X)

=
1

n!

n−1∏
k=0

(X + 1− k)−
1

n!

n−1∏
k=0

(X − k)

=
1

n!

(
n−1∏
k=0

(X + 1− k)−
n−1∏
k=0

(X − k)

)

=
1

n!

 n−2∏
i=−1

(X − i)−
n−1∏
k=0

(X − k)


=

1

n!

(
n−2∏
i=0

(X − i)
(
(�X + �1)− (�X − n+ �1)

))

=
1

(n− 1)!

n−2∏
i=0

(X − i)

= Pn−1

Si n = 0, Pn = 1 donc ∆(P0) = 0.
2.

∀i 6= j,deg(Pi) 6= deg(Pj)

donc (P0, . . . , Pn) est libre.
Or, il y a n+ 1 vecteurs et

dim
(
Rn[X]

)
= n+ 1

donc (P0, . . . , PN ) est une base de RN [X].
1 0 0 0
0 1 −1/2 1/3
0 0 1/2 −1/2
0 0 0 1/6


car

P0 = 1

P1 = X

P2 =
1

2
X2 −

1

2
X

P3 = −
1

6
(X3 − 3X2 + 2X)


1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 −1/2 1/3 0 1 0 0
0 0 1/2 −1/2 0 0 1 0
0 0 0 1/6 0 0 0 1

 ∼
L2←L2+L3
L3←2L3
L4←6L4


1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 −1/6 0 1 1 0
0 0 1 −1 0 0 2 0
0 0 0 1 0 0 0 6


∼

L3←L3+L4

L2←L2+
1
6
L4


1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 1 1
0 0 1 0 0 0 2 6
0 0 0 1 0 0 0 6


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Donc,

A−1 =


1 0 0 0
0 1 1 1
0 0 2 6
0 0 0 6


On a 

1 0 0 0
0 1 1 1
0 0 2 6
0 0 0 6




0
0
0
1

 =


0
1
6
6


Donc X3 = P1 + 6P2 + 6P3. Donc, Q = P2 + 6P3 + 6P4 et aussi ∆(P ) = X3. donc

∀n ∈ N,
n∑
k=0

k3 =

n∑
k=0

(
Q(n+ k)−Q(k)

)
Donc

∀n ∈ N,
n∑
k=0

k3 = Q(n+ 1)−Q(0)
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