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Exercice 6

S={ue RN | Vn € N, upt2 = atnt1 + bup }

— S#Zcar0€S.
— Soient u,v € S et A\, u € R. Soit n € IN.

(M + pv)(n + 2) = Muny2 + punt2
= Maun+1 + bup) + p(avn+1 + buy)
= a(Aun + pon) + b(Au + pv)
=a(Au + pv)(n + 1) + b(Au + pv)(n)

Done (Au+ pv) € S.

b:5 — R?

(zn) — (w0, 71)
Soit (u,v) € S? et (A, p) € RZ.

D(Au + pv) = (Aug + pvo, Aur + pvr)
= Auo,w1) + p(vo,v1)
— MB() + pb(v)

Donc @ est linéaire.



Vn €N, aa™ +ba™ = a™(aa + b)
=a” +a? car solution de I’équation caractéristique

— an+2

Donc, ()nen € S et ®(a™) = (1, @) # (0,0) Donc dim (Im(¢p)) > 0.
De méme, (Bn)nen € S et ®(8") = (1,8) # (0,0).

On a deux vecteurs non colinéaires dans Im ® donc dim(Im ®) = 2.
Donc Im ® = R? et donc ® est bijective.

Exercise 10
dim(Ker f N F) > dim F —rk f

7 — 7
Let g : e s 7 . We need to find g such that Ker(g) = Ker(f) N F.
g(z) =0 < z € Ker(g) <z € Ker(f)NF
<z €Ker(f) andxz € F
<~ f(z)=0and x € F
So,
g:F—FE
z— f(2)

f is linear, so, g is also linear.

Thus,

dim(F) = dim(Ker g) — dim(Im f)
= dim (Ker(f) N F) — dim(Im f)

We know that

Imf DImg
So,
dim(Im f) < dim(Im g)
So,
dim F' < dim(Ker(f) N F) + dim(Im, f)
and so

dim (Ker(f) N F) > dim F — dim(Im f)



Exercice 1

E — K[X]

E=K3[X]etp: P —s XxP _P

1. Soit P € E.

deg(XP') =1+ deg(P) — 1 = deg(P)
deg(XP' — P) < deg(P) < 3
donc ¢(P) € E.
Soient P,Q € E, A\, n € K.
O(AP + uQ) = X(AP 4 uQ)’ — (AP + uQ)
= X(O\P' + Q') — AP — uQ
— \XP' = P)+ u(XQ' - Q)
= Ap(P) + pp(Q)

Donc ¢ € Z(E).
2. Soit P € E. On pose P = aX® +bX? + ¢X + d avec (a,b,c,d) € K.
PeKerp < ¢(P)=0
= X(3aX2+2bX +¢) — (aX3+bX2+cX +d) =0
<= 2aX3+bX2+d=0

a=0
<= <(b=0
d=0
< P=cX

<= P € Vect(X)

Ker(p) = Vect(X) et X # 0 donc (X) est une base de Ker ¢.

Im(p) = Vect (p(1), p(X), (X?), p(X?))
= Vect(—1, X2, 2X3)

D’aprés le théoréme du rang,

dim (Im(p)) = dim E — dim(Ker ¢)
=4-1
=3

Done (1, X2, X3) est une base de Im(¢).

Exercice 3
E=R*et f: E — E linéaire.

1. uw=(z,y,2,t) € E donc
u = ze1 + ye2 + ze3 + teq



donc

fu) = f(ze1 + yea + ze3 + teq)
=z f(e1) +yf(e2) + zf(es) + tf(ea)
=x(1,1,1,1) + y(1,2,1,1) + 2(2,3,2,2) + t(-1,—-2,—-1,-1)
=(z4+y+2z—t,z+2y+3z—2t,z+y+2z—t,x+y+2z—1)

REMARQUE:
1 1 2 -1 a5 T+y+2z—t
1 2 3 -2 Y T+ 2y+3z—2t
1 1 2 -1 z r+y+2z—t
1 1 2 -1 t T+y+2z—t

2. Soit u = (z,y, 2,t) € E.

u € Ker(f) < f(u) =(0,0,0,0)
z+y+2z2—t=0
z+2y+32—2t=0
r+y+22—t=0
r+y+2z—t=0

z+2y+3z2—2t=0
z+y+2z—t=0

— {-‘,—y—l—QZ—tO

Lo <+ Lo — L1 +z—t:0

T=—2
—
{y ==Zab
<~ u=(—2—2+t,z2t)
=z(-1,-1,1,0) +¢(0,1,0,1)
N———— ———
v v

<= u € Vect(v1,v2)

Or, (v1,v2) est libre donc c’est une base de Ker(f).

Im(f) = Vect (f(e1), f(ez2), f(e3), f(ea))
Or, rg(f)=4—-2=2
Donc (f(e1), f(e2)) est libre dans Im(f) donc c’est une base de Im(f)
3. Ker(f) # {0} donc f n’est pas injective donc pas bijective.
4.

V(ac,y,z,t) EE,f((J:‘,’y,Z,t)):($+y+22—t7$+2y+32—2t7
c+y+2z—t,x+y+2z—1t)



Soit (a, 8,7, 6).

(a,8,7,0) € Im(f) = I(z,y,2,t) € E, (e, 3,7,0) = f((z,9,21))
TH+y+2z2—t—«
z4+2y+3z2—2t=0
c+y+2z—t=7v
TH+y+2z—t=9

+y+2z7t:o¢

+z—t=0—«

<~ J(=z,y,2,t) € E p
O=v—a
0=60—«a

<~ J(z,y,2,t) € E,

¥y—a=0
d—a=0

A (a7ﬁ777 5) - (OC,B,O!, Oé)
= 06(1,07 17 1) + /8(07 1»070)

Une base de Im(f) est ((1,0,1,1),(0,1,0,0)).

Exercise 7

fope Z(E)

eri%EL{pofei%E)

SO

S(op+pos) e 2(B)

— Let (f,9) € Z(E)?, (\,pn) € K2

DS+ pg) = %((/\f+ug)0p+p0(/\f+ug)) = %(/\f0p+ﬂg0p+>\p0f+upog)
= AO(f) + p®(g)

Thus,
P e Z(Z(E))

E = Ker(p) ® Im(p)

PlKer(p) =0
Plim(p) = 1d
ANaLysis Let f € Ker(®) so
O(f) = 0z(m)

thus
Vo € B, (f)(z) = Op

Vz € Ker(p), ®(f)(z) =0g

Vz € Ker(p), f(0g) +p(f(z)) =0



thus
Vz € Ker(p), f(x) € Ker(p)

Let « € Im(p)

@(f)(z) = 0p so f(z) +p(f(z)) = 0g
so p(f(z)) = —f(z)
so — f(x) € Im(p)
so f(x) € Im(p)
so p(f(z)) = f(z)
so f(z) =0g
SynTHESIS Let u € Z(Kerp). We set f : E — E defined by

Vz € B, f(z) = u(z — p(z))

Vz € E,p(z — p(x)) = p(z) — p(z) = 0p
so [ is well-defined.
— Let (z,y) € E? and (a, 8) € K2.
flaz + By) = u(az + By — p(az + By))
u(az + By — ap(z) — Bp(y))
= u(a(z — p(z)) + By — p(¥)))
= au(z — p(x)) + Buly — p(y))

= af(z) + Bf(y)
Thus,
[ eZ(E)
— Letz € E.
2(/)(@) = 5 ((p(@)) +p((=)))
~—
=0p car f(z)EKer(p)
= - (0(@) ~ p(p(=))
= Sulp(@) — p(z))
=05
So,
O(f) = 0z (m)
Thus,
f € Kerd®
Exercice 9
. E* = 2(E,K)



2. Soit i € [1,n]. Soient (z,y) € E? et (), p) € K2.
n n
On pose © = ijej avec (z1,...,2n) E K" et y = Zyjej avec (y1,...,yn) € K™.

j=1 j=1
D’ou,

n n
Ao+ py =AY wje; +uy yjes
j=1 j=1

= Z(/\J)j + uyj)eJ-
j=1

e; (A + py) = Azi + py;
= Xej () + pe; (y)

Dong, ej € E*.
Soit (A1,...,An) € K™. On suppose que

n
E )xie;f =0~
i=1

Donc

n
Vx € E,Zx\ief(x) = 0k
i=1

n
Vj € ﬂl,n]],Z)\i e; (e;) = Ok donc \; = Ok
7
Donc (€7, ...,e}) est libre.

3. Soit f € E*. On va montrer que

En effet, pour tout x € E :

n

f@)=f <Z ef(m)ez) = fleei(x)
i=1

i=1
= < f(eﬁeif) (z)
i=1

Donc E* = Vect(e], ..., ey). Donc dim(E*) = dim(E).

d(u): E* — K
fr— f(u)
Soient f,g € E* et \,u € K.
Q(u)(Af + pg) = (Af + pg)(u)
= Af(u) + pg(w)
= A2(f) + n®(9)

Donc ®(u) = Z(E*,K) = (E*)" = E**.



d:E— E*F
ur— P(u)

Soient (u,v) € E? et (A, p) € K.

D(Au+ ) : B — K
AD(u) + pu®(v) : B — K

Soit f € E*.

S (Au+ p)(f) = f(Au+ )
= Af(u) + pf(v)
= A2(u)(f) + n@()(f)
= (A2(u) + p®(v))(f)

Donc ® € Z(E, E*™).
Soit u € E.

®(u) =0+ <= Vf e E", ®(u)(f) =0k
<< VfeFE" flu=0pK = Vi € [1,n], e (u) = 0k
— u= Ze;‘(u)ei =0pg

i=1

Donc, Ker ® = {Og} donc @ est injective.

dim(E**) = dim(E*) = dim(E)

donc
® € GL(E,E™™)

Exercice 11

. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et f,g € Z(E).

fltm(g) : Im(9) — E

Soit z € Im(g).

z € Ker(fiim(g)) <= flim(g)(z) =0

f@) =0
- {x € Tm(g)

< z € Ker(f) N Im(g)

Ker(fiim(g)) = Ker(f) N Im(g)



donc

dim(Im g) = dim (f(Im g)) + dim(Ker f N Im g)
dim (f(Im g)) = dim (Im(f 0 g)) =rg(fog)
rg(f o g) = 1rg(g) — dim(Im g N Ker f)
dim(E) = n = rg(g) + dim(Ker f)

—n +rg(f) = dim(Ker f) < —dim(Im g N Ker f)
rg(f o g) > rg(g) +re(f) —n

2. ANALYSE Soit f € Z(E) et dim(E) = 3. On suppose f o f = 0.

rg(0) = rg(f o f) > rg(f) = rg(f) +rg(f) —n

Donc

0<2rg(f) —n

3=n>2rg(f)
Donc,

rg(f) € {0,1}
et donc

dim(Im f) € {1,0}

Soit u € Im(f) \ {0} donc Vect u =1Im f.

Ve € K,3\(z) € K, f(z) = AMz) - u

SYNTHESE

— =0
— On suppose f #0. Soit u € E, A € Z(E,K) = E*.

f:E—E
x> ANz)-u
Soit z € E.
(f o f)(=)

F(Mz) - w)
A(A (=) - u)
Az)A(u) - u

Soient (z,y) € E? et a, 8 € K>.
flaa + By) = Maz + By) -u

I

af(z) +Bf(y) = aX(z) -u+ BA(Y) -u

Donc,
Aoz + By) - u = (aX(@) + BA(Y)) - u

et donc
Maz + By) = ai(z) + BA(y)

flw) =u
Soit v € E tel que f(v) = u.
flu) = f(f(v) =0=A(u) -u
Donc A(u) = 0 et donc u € Ker(X).

Exercice 12



Partie I.
Soit N € IN.. On pose
VP € Ry[X],A(P) = P(X +1) — P(X).

1. Soit P € Ry[X]. On pose

N
P=> apX*
k=0
On pose N’ = deg P. Donc,
N/
P(X+1) =) ap(X +1)*
k=0
N/

Donc,

N’ N’ i N’
A(P)=P(X +1)—-P(X) = Z <Zaz<k>) X = Zaka

’

Pour k = N’, an/ (N’) —ans = 0.
Pour k= N’ — 1,

aN,71<N, : 1) +aN/<

Si deg P > 0, alors deg (A ) = deg(P) — 1.
Si deg P < 0, alors deg A(P) = —oo.
2. deg (A(P)) < deg(P) < N donc A(P) € Ry[X].
Soient (P, Q) € Ry[X]? et (A, u) € R2.
AP+ pQ) = (AP +pQ)(X + 1) — (AP + pQ)(X)
=AP(X +1) + pQ(X +1) — AP(X) — pQ(X)
= AA(P) + 1A(Q)

1) —an/—1 < Nans #05si N #0.

Donc A € Z(Rn[X]).

P € Ker(A) <= A(P) =0
= P(X+1)—P(X)=0
<= deg(P) <0
<= P € Vect(1)

(1) est libre donc c’est une base.

10



4. D’apres le théoréme du rang,
dim (Ry[X]) = dim(Ker A) + dim(Im A)
dim(Im A) =N

donc
Im A # Ry [X]

donc A n’est pas surjective.

Partie II.
1. Soit n € IN,.
A(Py) = Po(X +1) — Po(X)

1 n—1 1 n—1
=—JIx+1-8-=[[x-%
n: k=0 n: =0
1 n—1 n—1
:n'<H(X+1k)H(Xk)>
) k=0 k=0
1 n—2 n—1
== ( [[ x-9- H(Xk))
: t=—1 k=0
n—2
=;,<H<X—z‘>(@(+r>—@(—n+i))>
. 1=0
1 n—2 ‘
= o LX)
=P

Sin =0, P, =1 donc A(Py) = 0.

Vi # j, deg(P;) # deg(P;)
donc (P, ..., Pp) est libre.

Or, il y a n+ 1 vecteurs et
dim (Rn[X]) =n+1

donc (P, ..., Py) est une base de Ry[X].

10 0 0
0 1 -1/2 1/3
0 0 1/2 —1/2
00 0 1/6
car
Py =
P=X

Py = — (X% —3X? 4 2X)
1 0 0 0 |1 0 0 0 1 00 0 |1 00 O
o1 -12 3]0 10 0| o > |0 10 -1/6[0 1 1 0
0 0 1/2 —1/2/0 0 1 0 Lseals 001 —-1[0 0 2 0
00 0 1/6 [0 0 0 1 La=6Ls 000 1 |0 00 6
1 00 0|1 0 0 O
T 01 0 0[0 1 1 1
3 3] 4
Laelatit, | 0 0 1 00 0 2 6
000 1|0 0 0 6

11



Donc,

1 0 0 O

o 111

Sl 0 0 2 6

0 0 0 6

On a

1 0 0 O 0 0
0 1 1 1 ol |1
0 0 2 6 0] |6
0 0 0 6 1 6

Donc X2 = Py + 6P3 4+ 6P3. Donc, Q = P> + 6P3 4+ 6Py et aussi A(P) = X3. donc

n

Vn € N, ii& = (Qn+k) - Qk)

k=0 k=0

Donc

VnG]N,ikS:Q(n—&-l)—Q(O)

k=0

12
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