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Définition: Soit £ un K-espace vectoriel. On dit que E est de dimension finie si £ a
au moins une famille génératrice finie. On dit que E est de dimension infinie sinon.

Théoréme (Théoréme de la base extraite): Soit E un K-espace vectoriel non nul de
dimension finie. Soit ¢4 une famille génératrice finie de E. Alors, il existe une base £ de
& telle que B C 9.

Corollaire: Tout espace de dimension finie a une base. O

Théoréme (Théoréme de la base incompléte): Soit E un K-espace vectoriel de di-
mension finie, 4 une famille génératrice finie de E. .Z une famille libre de E. Alors, il
existe une base Z de F telle que
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Théoréme: Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie. Toutes les bases de E
ont le méme cardinal.

| |
Lemme: Soient % et %’ deux bases de E telles que % C #’. Alors, 8 = #'.

|
Lemme (Lemme d’échange): Soient %1 et %2 deux bases de F et u € %1\ HBa. Alors,
il existe v € Ay tel que (%1 \ {u}) U {v} soit une base de E.

| |

| |

Définition: Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Le cardinal commun a
toutes les bases de E est appelé dimension de E est notée dim(FE) ou dimg (F)

C’est donc aussi le nombre de coordonnées de n’importe quel vecteur dans n’importe
quelle base.

Corollaire: Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, .Z une famille libre de
E, ¢4 une famille génératrice de E. On note n = dim(E)

1. #9 >net (#9 =n —> ¥ est une base de E)
2. #Z <net (#¥ =n — £ est une base de E)



Corollaire: RT est de dimension infinie. Vi € N,e; : x>z
(ei)ien est libre dans RE

Proposition: Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Alors E' X F'
est de dimension finie et dim(FE x F) = dim(FE) + dim(F)

|
REMARQUE (Convention):
dim ({0g}) =0
Théoréme: Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, F' un sous-espace vecto-
riel de E. Alors, F est de dimension finie et dim(F') < dim(E)
Si dim(F) = dim(E), alors F = E
|
Proposition (Formule de Grassmann): Soit E un K-espace vectoriel de dimension
finie, F' et G deux sous-espace vectoriels de E. Alors,
dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G)
|
Corollaire: Avec les hypothése précédentes,
F =
E=F6¢G ,OG {O?} .
dim(E) = dim(F) + dim(G)
|

Proposition: Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit # = (e1,...,en)
une base de F'. L’application

K" —F

(A1, 5 An) — Z)\iei
=

est bijective.
Si K est infini, K™ aussi et donc F' aussi.
Si #K = p € Ny,

#K" =p"

I
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