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Premiére partie

Définition et premiéres propriétés



1 Définition et premiéres propriétés

Définition: Soit E un ensemble muni d’une loi interne + et d’une loi - définie sur
K x E a valeurs dans E ou K est un corps.
On dit que (F,+, ) est un K-espace vectoriel (ou un espace vectoriel sur IK) si

1. (E,+) est un groupe abélien
2. (a)
Vu € E,Y(\, u) € K2,
c(Au) = X A) -
pe(Au) = (p ) u

X de K

(b) Vu e E;1g -u=u

Vu € B, Y\, u) € K2

- cw) = (A :
Aw) 4+ (p-u) = 4 p)-u
+ de E + de K

VA € K, V(u,v) € E?,
Ar(u+v)=A-u)+ (M)

Les éléments de E sont alors appelés vecteurs et les éléments de KK sont dits scalaires.
Par convention, - est prioritaire sur +.

EXEMPLE:
Soit K corps, K est un K-espace vectoriel

EXEMVPiLE: .
Soit & I’ensemble des vecteurs du plan. & est un R-espace vectoriel.

EXEMPLE:
C est un R-espace vectoriel.
En généralisant, tout corps KK est un IL-espace vectoriel pour I un sous-corps de K

EXEMPLE:
(K™, +, -) avec
(xl,...,mn) aF (yl,-u,yn) = (:v1+y1,-~-,2n+yn)
A (Y1, yn) = (A1, ..o, Ayn)

est un espace vectoriel.

EXEMPLE:
Soient (E,+, ) un K-espace vectoriel et 2 un ensemble non vide.
(Eg7 +, ) est un K-espace vectoriel ou pour f,g € EZ7 et Ac K
f+9: 9 —FE
z— f(z) + g(2)

A2 — K
z— X\ f(x)

Par exemple, C" est un RR-espace vectoriel
¢°(2,R) est un R-espace vectoriel

ExemMpLE: — RT n’est pas un R-espace vectoriel
— {(z,0) |z € R} U{(0,y) | y € R} n’est pas un R-espace vectoriel pour les lois usuelles
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Proposition: Soit (E,+, ) un K-espace vectoriel.

1. Vu € E,0g -u=0pg
2. VAeEK,\-0g =0g
3. VAeKVue EEd-u=0g = A=0gouu=0g

Preuve: 1. Soit u € E.

Ok - u = (O + 0K) - u
=0 -u+0K- u

(E,+) est un groupe donc 0 = O - u
2. Soit A € K.
A 0g=XA-(0g+0g)=X-0g+X-0pg

A - Og est régulier pour + :
Op =X-0p
3. Soit \eKetue FE tel que \-u=0g

Cas 1 A =0k
Cas 2 X # 0k Alors, A~! € K et donc

ANu=0g = A *A-u)=2""1
— (A1 x\)-u=0g dapres 2.
— 1lg-u=0g
= u=0g
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Proposition: Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel et uw € E. Alors, —u = (—1k) - u

Preuve:

u+ (—1g) -u = (1g - u) + (—1K) - u
= (1]}( + (*111()) tu
:O]Ku

=0g

Donc —u = (—1k) - u
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11 Sous-espaces vectoriels

Définition: Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel. Soit F' C E.
On dit que F est un sous-IK-espace vectoriel de E si

1. F#02
2. Y(u,v) € F2u+veF
3. VAeKVueFAueF

Proposition: Avec les notations précédentes, (F, +,-) est un K-espace vectoriel

Preuve: — D’apreés 2., + est interne dans F
— (E, +) est un groupe abélien donc + est associative et commutative dans E donc
dans F
— F # @. Soit u € F. D’aprés 3.,

Og-ueF
Comme u € E et (E,+,-) est un K-espace vectoriel,
O -u=0g

Donc, O € F
— Soit u € F. Comme u € E,

—u = —(1g) -u € F d’apreés 3.

— Les autres axiomes sont aisément vérifiés.

Proposition: Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel et F C E.
F est un sous-espace vectoriel de (E, +, ) si et seulement si

1. F#g
2. YO\ p) € K2 Y(u,v) € F2 N -u+p-veF

9

Preuve: ¢ — On sait déja que F' est non vide.

Au € F
Yu,v € F,V\, pu € K, donc A\u + pv € F
pv € F

“ <= 7 — On sait déja que F est non-vide
— Soient u,v € F'
ut+tv=1g -u+lg-veF

— Soit u € F, A € K.
Au=Au+0g-ueF

Définition: Soient (F, +, ) un K-espace vectoriel et (u1,...,un) € E™. Une combinai-
n

son linéaire de (u1, ..., un) est un vecteur de E de la forme Z Aitg ot (A1,...,An) € K"
i=1




11 Sous-espaces vectoriels

REMARQUE:
On peut aussi démontrer que F' est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si

F#JetVuve FFYANEK Au+v€EF

EXEMPLE: 1. F={z€ C|Re(z) +Im(z) =1} CC

F' est un sous-R-espace vectoriel de C?
Non car 0 ¢ F

2. F = {z € C|Re(z) + Im(z) = 0} est un sous-R-espace vectoriel de C mais pas un
sous-C-espace vectoriel.
Eneffet, l —i€ Fi(l—i)=1+1¢F

3. E =R est un RR-espace vectoriel.
F= {u €RY | Vn € N,upq1 = 3un} est un sous-espace vectoriel de F.

G = {u e RN | Vn € N,up4+1 = 3un + 2} n’est pas un sous-espace vectoriel de E
puique Op € G.

4. E=RP est un R-espace vectoriel
F =%%(D,R) est un sous-espace vectoriel de E (fonctions continues)
G = 2(D, R) est un sous-espace vectoriel de E (fonctions dérivables)
SiD=]—a,alaveca € R, H={f € E | f impaire } est un sous-espace vectoriel de E
SiD=R,L={f¢€E|f lpériodique } est un sous-espace vectoriel de F
M = {f € E | f périodique } n’est pas un sous-ensemble vectoriel de E

5. L’ensemble des solutions sur un intervalle I d’une équation différentielle linéaire est un
sous-espace vectoriel de R’

Exercice (Exercice):
Trouver tous les sous-IR-espaces vectoriels de R?

\J

— {(0,0)} est un sous-espace vectoriel de R?
— Les droites passant par O sont des sous-espaces vectoriels de R?
— R? est un sous-espace vectoriel de R?

et rien d’autre!

Proposition: Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel et .# une famille non vide de sous-

espaces vectoriels de E. Alors ﬂ F est un sous-espace vectoriel de E.
Fes

Preuve:
On pose G = ﬂ F.
Fe7
— VF € #,0p € F car F est un sous espace vectoriel de F donc O € G.
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— Soient u,v € G et A, € K. On pose w = Au + po.

u€eF
VF € Z#, donc w € F
veEF

donc w € G

REMARQUE (Attention A\ ):
Une réunion de sous-espaces vectoriels n’est pas un sous-espace vectoriel en général.

EXERCICE:
F U G est un sous-espace vectoriel de £ <— F C GouGC F

Définition: Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On définit leur somme
F + G par
F+G={z+yl|lzcFyecG}

Proposition: Avec les notations précédentes, F' 4+ G est le plus petit sous-espace
vectoriel de F contenant F'U G.

Preuve: — — Og=0g +0g €e F4+G
~—
EFr €G
— Solentu e F+G,ve F+G,\peK
On pose

u = x -+ Yy avec BEH
= AY(

Y yeG
a€F

= b
v =a+ b avec {beG

Donc,

Au+ pv = Mz +y) + pla +b)
= Az + \y + pa + pb
=X +pa)+Ay+ppe F+G
—_— ~——\—
€EF €G

Ainsi F' + G est un sous-espace vectoriel de E.
— Soit z € FUG.
Siz € Falorse=_x +0p € F4+G
~~

<~
eFr EE

Si =

iz€e€Galorsx= 0 + =z € F+G
€F €G

Donc, FUG C F+ G
— Soit H un sous-espace vectoriel de E tel que FUG C H

F
Soit u € F'+ G. On pose u = x + y avec xEG

reFCFUGCH
yeGCFUGCH
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H est un sous-espace vectoriel de E donc z +vy € H.
On a montré que FF+ G C H

Définition: Soit (E, +,-) un K-espace vectoriel et (F;),;; une famille quelconque non

vide de sous-espaces vectoriels de E. On définit Z F; par
icl

ZFi = le | (mi);er € H F;; (x;) presque nulle

i€l i€l i€l

Z:pi | (z;) € HFi;{iEI | z; #0g} est fini

i€l i€l

Z F; est ’ensemble de sommes finies obtenues & partir d’éléments de H F;
icl iel

EXEMPLE:

E=RE

Vi€ N, F; = {z+ az’ | a € R}

Z F}; est ’ensemble des fonctions polynomiales
i€IN

Proposition: Une somme quelconque de sous-espaces vectoriels est le plus petit sous-
espace vectoriel contenant leur réunion. O

Définition: Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit qu’ils sont en

somme directe si
Vue F+G,3(z,y) e FxGu=x+y

Dans ce cas, ’espace F'+ G est noté F & G

EXEMPLE:
E=R3
F = {(x,0,2) | = € R}

=0
G{(x,y,zmsw{““z }
y—2z=0
FoGg?
— (0,0,0) € Fcar0 € R
u=(z,0,)

Soient z,y € R,
{v@ﬁw)

Soient A\, € R

10
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Sous-espaces vectoriels

Au+ pv = A(z,0,0) + u(y, 0,y)
= (Az, 0, \z) + (py, 0, py)
= (Az + py,0, Az + py) € F

Donc F' est un sous-espace vectoriel de E
— (0,0,0) € G car (S) est homogene
u=(z,y,2) € G
v = (a,b,c) € G
Soient A\, u € R

M+ pv € G <= A(z,y,2) + pla,b,c) € G
<~ (Az+ pa, \y + pb, Az + pc) € G
(A + pa) + Ay + pb) + (Az+pc) =0
Ay + pb) — (A2 + pe) =0
=0 =0
AMz+y+z)+p(a+bdb+c)
Aly—2z)+p(b—c)=0
=0 =0

0=0
—
{OZO

— Soit w € E. On pose w = (z,y, 2)

weEF+G < I(u,v) e FxGw=u+v
wi— (xlaov xl) + ((l, b: C)
< 32’ €R,3(a,b,c) R} {a+b+c=0
b—c=0
(z,y,2) = (a+2’,b,c+2')
<:>E|(:c',a,b,c)€R4, at+b+c=0

b—c=0
at+a2 ==
b=y
<= H(J:',a,b,c) 6]R4,(S'): c+a' =z
a+b+c=0
b—c=0

(S") est un systéme linéaire a 4 inconnues (', a, b, ¢), 5 équations, 3 paramétres (z, y, z)

b=y
c=Yy

(8 <= {a'=z—y
a=zrz—2+Yy
z+3y—2z=0

Si x + 3y — 2 # 0 alors (S’) n’a pas de solutions et donc w & F + G
Si o + 3y — 2z = 0 alors (S’) a une unique solution alors

M(u,v) € F X G,w=u+v

On a montré que
F@G’:{(Jz,y,z)ERS|J3+3y—z:0}

11



11 Sous-espaces vectoriels

Proposition: Soient (E, +, ) un K-espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vecto-
riels de E
F et G sont en somme directe si et seuelement si FNG = {0}

«“

Preuve: = ” On suppose la somme directe.
Soit z € FNG.
D’une part, 0 = O + Op
~—
(= €G
D’autre part, O = = =4z
€F e
Par unicité, = 0g
“ <= 7 On suppose FNG ={0g}
Soit z € F' + G et on supoise que = a deux décompositions :

r=u+v, uwu€EF,vEG
z=u +v, W eFveq

Dott, u —u' = —w
!
—u EF
Or, “ u/
v—v €G
Donc, u —u € FNG = {0}
donc v — v’ = 0 donc u = u’ donc v/ =wv

REMARQUE:
Ce résultat est inutile pour I'instant (en I’absence d’arguments dimensionnels) pour prouver
un resultat de la forme £ = F & G

EXEMPLE:
E=RF
F={f€E|f paire} et F ={f € E| f impaire}
Prouvons que £ = F & G
Soit f € F'N G donc
Vz € R, f(—z) = f(z) = —f(z)
Donc
Ve € R, f(z) = —f(x)

et donc

Ve € R, f(z) =0
donc f =0pg
Ainsi, la somme de F est G est directe

F+G=F&G
Montrons que £ = F + G. Soit f € E.

ANALYSE Soient g € G et g € F telles que

f=g+h
Donc
f(@) = g(x) + h(z)
et {f(—w) — —g(a) + ha)
et donc
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Donc F+G=F&G.
SyNTHESE On pose

gz =(f(@) - f(~2)
hio (@) + f(-2)

geEF
On vérifie que { h € F
gt+h=Ff
On a prouvé que £ = F + G
EXEMPLE:
E = #2(C)

F = 8(C) = {(Z ﬁ) \a,b,cEC}

E=FaG

Définition: Soit (E,+,) un K-espace vectoriel. On dit que F' et G sont supplémen-
taires dans E si
E=F®G

en d’autres termes,
Ve e E,A(y,2) e FXG,ze=y+=z

EXEMPLE:
E=R2?
F={(z,y) e R®,y ==}
Gk F
Go

13



11 Sous-espaces vectoriels

Gi®oF=FEetGo®F=F
Soit (z,y) € E

(z,y) = (:E,m) + (O»y - :L')
== S
€EF €G1

- r+y T+vy n r+y T+vy
N 2 72 2 72

€eF €Ga

Définition: Soit (F};);c; une famille non vide de sous-espaces vectoriels de (E,+, ).
On dit qu’ils sont en somme directe si

Vz € Z F;,3(z;)ier € H F; presque nulle telle que z = Zmz
i€l i€l i€l

Dans ce cas, on écrit @ F; ala place de Z F;
iel i€l

EXEMPLE:
E : Pespace des fonctions polynomiales

Vi e N, F; = {z — az' | a € K}

E=PF

i€N
EXEMPLE:
E=R2?
G1A F
Ga

F ={(z,z) |z € R}
G={(0,z) |z € R}
F={(z,—z) |z € R}

On a FNGNH = {0} mais leur somme n’est pas directe

(0>0) = (17 1) + (07 _2) + (_17 1)
=(2,2)+(0,—4) + (-2,2)
S S &
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II1 Familles de vecteurs

Définition: Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel et A € Z(E). Le sous-espace vectoriel
engendré par A est le plus petit sous espace vectoriel V de E tel que A C V.
On le note Vect(A)

EXEMPLE:
E un K-espace vectoriel.
— Vect ({0p}) = {05}
— Vect(@) = {0g}
— Vect(E) = E
— Soit u € E\ {O0g}
Vect({u}) = {Au| X € K} = Ku
— Soient u,v € 3\ {0}
Vect({u,v}) = {du+pv | (A, p) € ]KQ} = Ku + Kv

Définition: Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel et u € E\{0g }. La droite (vectorielle)
engendrée par u est IKu = Vect(u) = Vect ({u}). Soit v € E. On dit que u et v sont
colinéaires si v € IKu. Si v n’est pas colinéaire & u alors, Vect(u, v) = Ku+IKv est appelé
plan (vectoriel) engendré par u et v.

EXEMPLE:
L’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 1 est une

droite vectorielle.

L’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 2 a coefficiants
constants est un plan vectoriel.

{y e F2(R) |y +y = 0} = Vect(cos, sin)

Proposition: Soit (e;);c; un famille non vide de vecteurs d’un K-espace vectoriel
(B, +, ). Alors,

Vect ((ei)ier) Z iei | (A)ier € KT et (\;) presque nulle

i€l

= Z]Kei

i€l

Preuve:
On pose F = Z]Kei
1l
F' est un sous espace vectoriel de E.

. 0 sit#j
Viel,e = Aje; ou \j =
! Z“ 7 {1 sii=j
JeI
—_——
=

= d;,j (symbole de Kronecker)

16
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Soit G un sous espace vectoriel de FE tel que
Viele €G

Soit u € F. Soit (\;);er une famille presque nulle de scalaires telle que u = Z Ai€;

el
Soit {il,...,’ik} Z{iEI | g #O]K}
Donc,
k
u = Z )\ijei]‘ cG
=l e
Donc FF C G

Définition: On dit que (e;);cs est une famille génératrice de E si

E = Vect ((e:)icr)

EXEMPLE:

E=R3
e1r =(1,0,1)
es =1(0,1,1)
es =(1,1,1)
es =(1,0,0)
es =1(0,1,2)

Soit (z,y,2) € R2. On cherche (A1,---,X5) € R tels que
5
(E) : ($, y,Z) = ZAzez
=1

(BE) <= (z,y,2) = (A1 + A3 + Xa, A2 + Az + A5, A1 + A2 + A3 + 2X5)
>\1+>\3+:93
= S +[As]+rs =y
[ |+ 22 + 25 + 225 =2
M =2 — A — A3
=" )\3=y—)\2—)\5
Al =2—A2— A3 —2X;5

Par exemple, (A1 =z —y, A2 = 0,3 =y, \s = = — 2, A5 = 0) est solution

Donc
Vect(e1, e2,e3,e4,e5) = E

EXEMPLE:
E=R*

€1 = (1707 170)

e2 = (0,1,0,1)

e3 = (1, 17 17 1)

€4 = (1,717 1771)

es = (1,1,0,0)

17
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Soit (x,y, 2, t) € RY, (A1, A2, A3, A, A5) € R®

T=M+A3+ M+ X5
y=MX+A3— A1+ A5
z=A1+A3+ X\
t=A+ A3 — A\

5
(E) (x,y,z,t) :Z)"Lez —
p=1

As =2 — 2

<~ As =y —t
Lo«Lo—L
LTI | M+As+ =2

A+ A3 — =1t

As =2 — 2

-

LoeLo—Ln |\ +a3+Ma=2
AMF+ A3 ==t

Par exemple; (1,0,0,0) ¢ Vect (e1, e2, €3, €4, €5)
Proposition: Soit (e;);e; une famille génératrice de E et (uj);es une surfamille de
(ei)ier constituée de vecteurs de E :

Viel,35 € J,e; = uj

Alors, (uj);es engendre E. O

Proposition: Soit (e;);cr une famille génératrice de E et ig € I

(ei)ier\{io} engendre B <= e;, € Vect ((ei)iel\{io})

<= e;, est une combinaison linéaire des e; (i € I,i # i)

Prewve: “ => ” E = Vect ((e;)ixi,) €t €iy € E
¢ <= 7 Soit u € E. Soit (\;);er une famille presque nulle de scalaires telle que

u = Z Aiei
el
Soit (14i)izi, une famille de scalaires telle que
€y = Z i€
i€I\{io}
D’ou,
U= Ay €y + Z Aie;
i€I\{ip}

o Y mEit+ D, e
icI\{io} i€\ {io}

= Z (Nigti + X)) es
i€I\{io}

€ Vect ((e:)ier\{io})

=X

18
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O
Proposition: Soit (e;);cr une famille génératrice de E, ig € I.
1. On pose u; = “ STl?élO ou X € K\ {0k}
Aej,  sinon
Alors, (u;);es engendre E
2. Soit v € Vect ((ei)iel\ {’LO})
On pose u; = “ S%Zim ou A € K\ {0k}
€j, +v  sinon
Alors, (u;);csr engendre E
Preuve: 1. Soit w € E. On pose
u = Z >\i€i
el
ot (A\;) € K! presque nulle
u= A€ + Z i€
i€I\{ip}
=XigA Mg+ Y Aus
i€I\{io}
€ Vect ((ui)ier)
2. Soit u=»_ \ie; € E
iel
u = Xig€ig + Z
i€l\{io}Xe;
=Xip (wig —0) + D Aius
i€I\{ip}
Or, v = Z [M5@g = Z wiw; ot (pi)ier € K! presque nulle
i€I\{ip} i€I\{ip}
Donc, u = X, + Z (A — Xig i) g € Vect ((ui)ier)
i€I\{io}
O
Définition: Soit (e;);cs une famille de vecteurs. On dit que (e;);es est libre si au-
cun vecteur de cette famille n’est une combinaison linéaire des autres vecteurs de cette
famille :
Vi€ I, e; € Vect ((ej)jel\{i})
On dit aussi que les e; sont linéairement indépendants

19
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Proposition:

(ei)ier est libre <= V(\;) € K’ presque nulle , Z)‘iei =0 = Viel,\; =0k

i€l
Preuve: ¢ = 7 Soit (\;) € K presque nulle. On suppose que
D Xiei =0g

el

On suppose aussi qu’il existe ig € I tel que \;, # Ok
On a alors

Nip€ig — — Z Aiei

i€I\{io}
Aig # Ok donc il a un inverse )\;01 donc
€ip = Z (7)\2')\;01> e; € Vect ((ei)iel\{io})
i€I\{ig}

une contradiction 4
“ <= 7 On suppose que (e;);cr n’est pas libre. On considére ig € I tel que e;, soit
une combinaison linéaire des e;,7 € I\ {io}

€y = Z Hi€q
ieI\{ig}

avec (fi)ier\{i,} famille presque nulle de scalaires.
Alors, 1ke;, — Z pie; = 0p Par hypothése
i€I\{ip}

1k =0k
Vi # ig, —pi = OK

une contradiction 4

EXEMPLE:

E = RR3 On pose {61 =110

ez = (1,0,1)
Soit (A1,A2) € R2.

Aer +Age2 =0 <= (A1 + A2, A1, A2) = (0,0,0)

AM+X=0
<~ A =0
Ao =0

<= A =X2=0
Donc, (e1,e2) est libre.

EXEMPLE:
E = ]R]R, e} = cos, ez = sin

20



II1 Familles de vecteurs

Soit (A1,A2) € R2.
Arer + Agep = 0p <= Vo € R, A1 cos(x) + Az sin(z) =0
{)\1 =0 (z=0)

A2 =0 (z =0 dans la dérivée)

Donc (e, e2) est libre.

Proposition: Soit (e;);cr une famille libre de E. Alors

Z ]Kei = EB]KeZ

i€l i€l
ie.
Yu € Z]Kei, () € K presque nulle telle que u = Z Aieq
il i€l
En d’autres termes, tout vecteur de E a au plus une décomposition en combinaisons

linéaires des e;,i € I

Preuve:
Soit u € Z Ke;
iel
On suppose que u a au plus 2 décompositions

u = Z)\iei = Zuiei

i€l iel
avec (A\;) et (u;) presque nulles.
Alors,
Og=u—u= ZAiei = Z#iei = Z(Az — pi)e;
i€l i€l i€l

Or, (ei)icr est libre donc
Vie I, \ip; =0k

Proposition: Soit (e;);cr une famille libre de E.
1. Toute sous famille de (e;) est encore libre

2. Soitu € E, & = (e; |1 € I)U{u}.
F est libre <= u & Vect(e; | i € I)

3. (a) Quand on remplace un vecteur e; par Ae; avec A # O, la famille obtenue est
libre.
(b) Quand on remplace un vecteur e; par v + e; avec v € Vect(e; | j # 1), la
famille obtenue est libre.

Définition: Soit (e;);c7 une famille de vecteurs de E. On dit que (e;) est une base de
E si c’est a la fois une famille libre et génératrice de E'; i.e. si

E:@]Kei

i€l
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i.e. si
Yu € E,3l(\;) € K! presque nulle telle que u = Z Aie;
iel

Dans ce cas, on dit que les \; sont les coordonnées de u dans la base (e;);er

EXEMPLE: 1. (1,%) est une base de C en tant que RR-espace vectoriel

2. (1) est une base de C en tant que C-espace vectoriel

3.
u=1+1
w=1l=4
(u,v) est une R-base de C
En effet, soit z = a 4+ ib € C avec (a,b) € R2. Soient A, u € R.

z=Au+p <= a+ib=A+p+i(A—p)

=2
{a +u

b=A—p
\— a —2|— b
a—>b
=
AUTRE METHODE
(1,4) base

donc (1,1 + 7) base

donc (1 — (1+14),1+ %) base
donc (—2i,1 + i) base

donc (144 — 2,1+ @) base
donc (1 — 14,1+ 4) base

ExemPLE (Bases canoniques): 1. La base canonique de K" est (e1,...,en) ou Vi,e; =
(0K, .-, 0K, 1K ,0K,- .. ,0K) car
~—

en témeposition
Vu € K™, 3(z1,...,2n) € K" u = (z1,...,2n) = z1(1K, Ok, - . ., OK)
+ 22(0k, 1K, - - -, OK)

+ 2 (0K, Ok, - - -, 1K)

n
= E Zi€q

=il

2. E l’ensemble des fonctions polynomiales de IK dans K a coefficiants dans K ou K est
infini.
La base canonique de E est (z +— z"), oy car

n
VP € E,3ln € N,3(ao, . ..,an) € K", Vz € K, P(z) = ) a;a’
=0
3. E =My p(K)

La base canonique de E est (E; j)1<i<n Ol
1<j<p

. g k,l
Vi e [1,n],V5 € [1,p], Es ; <Ui,j)1<k<n
1

Sesp
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J
1
Oz coooooo Ok
Ei’j = 1k — 1
@R cooo000 0K
VA= (aij) € Mnp, A= Y aijEi;
1<i<n
1<i<p
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