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I Généralités

Définition: Soient I un intervalle de R, f une fonction continue et a, b ∈ I.

On définit l’intégrale de f de a à b par∫ b

a
f(x) dx =

[
F (x)

]b
a
= F (b)− F (a)

où F est une primitive quelconque de f .

La variable x est muette :∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a
f(u) du =

∫ b

a
f(t) dt =

∫ b

a
f(`) d` 6=

∫ b

a
f(x) dt

Proposition (Croissance): Soient f et g continues sur I, a, b ∈ I2 tels que
{
∀x ∈ I, f(x) 6 g(x),

a 6 b.

Alors ∫ b

a
f(x) dx 6

∫ b

a
g(x) dx.

Preuve:
On pose, pour tout x ∈ I, h(x) = g(x)− f(x) > 0. h est continue sur I.

Soit H une primitive de h sur I. Donc∫ b

a
f(x) dx−

∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a

(
f(x)− g(x)

)
dx

= −
∫ b

a
h(x) dx

= H(a)−H(b)

Or, h = H′ > 0 donc H est croissante sur I. Comme b > a, H(b) > H(a) et donc∫ b

a
f(x) dx−

∫ b

a
g(x) dx 6 0.

Proposition (Linéarité): Soient f et g continues sur I, α, β ∈ R et a, b ∈ R. Alors,∫ b

a

(
αf(x) + β g(x)

)
dx = α

∫ b

a
f(x) dx+ β

∫ b

a
g(x) dx.

Preuve:
Soient F et G deux primitives sur I de f et g respectivement.

αF + βG est un primitive de αf + βg sur I car

(αF + βG)′ = αF ′ + βG′ = αf + βg.
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D’où ∫ b

a

(
αf(x) + β(g)

)
dx = (αF + βG)(b)− (αF + βG)(a)

= αF (b) + βG(b)− αF (b)− βG(a)

= α
(
F (b)− F (a)

)
+ β

(
G(b)−G(a)

)
= α

∫ b

a
f(x) dx+ β

∫ b

a
g(x) dx.

Proposition (Chasles): Soit f continue sur un interval I, a, b, c ∈ I. Alors∫ b

a
f(x) dx =

∫ c

a
f(x) dx+

∫ b

c
f(x) dx.

Preuve:
Soit F une primitive de f sur I. Alors,∫ c

a
f(x) dx+

∫ c

b
dx = F (c)− F (a) + F (b)− F (c)

= F (b)− F (a)

=

∫ b

a
f(x) dx.

Proposition: Soit f positive et continue sur un interval I, (a, b) ∈ I2 avec a 6 b.
Alors ∫ b

a
f(x) dx = 0 ⇐⇒ ∀x ∈ [a, b], f(x) = 0.

Preuve:
Soit F une primitive de f .

“ =⇒ ” On suppose que
∫ b

a
f(x) dx = 0. Donc F (b) = F (a).

Comme F ′ = f > 0, F est croissante.
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