Projet fonctionnel

Basé sur le cours de Daniel HIRSCHKOFF
Notes prises par Hugo SALOU

ENS DE LYON

9 avril 2025



Table des matieres

Le A-calcul pur.

1.1 Liaison et a-conversion. . . . . . .. ... ... . ...
1.2 La p-réduction. . . . . . ... ... L.
1.3 Substitutions. . . . . . . ... oL
1.4 Comparaison A-calcul et FUN. . . . . . ... ... ...
1.5 Exercice : les booléens. . . . . . ... ... ... ...
1.6 Confluence de la g-réduction. . . . .. ... ... ...

Le A-calcul simplement typé.

2.1 Définition du systéme de types. . . . . . ... ... ..
2.2 Propriétés de la relation de typage. . . . . . . ... ..
2.3 Normalisation forte. . . . . ... ... ... ... ...
2.4 Extension : le A-calcul typé avec x et 1. . . . ... ..

Introduction a la théorie de la démonstration.
3.1 Formules et preuves. . . . .. ... ... ... .....
3.2 FEtenRocq? . ... .. .. oL
3.3 Liens avec le A-calcul simplement typé : correspon-
dance de Curry-Howard. . . . . . .. .. .. ... ...
3.4 Curry-Howard du coté calcul : les coupures. . . . . . .
3.5 Faux, négation, consistance. . . . .. ... ... .. ..
3.6 EtenRocq? (partie2) . . . ... ... ... ... ...
3.7 Logique intuitionniste vs logique classique. . . . . . . .
3.8 Logique classique et Curry-Howard : intuition opéra-
tionnelle. . . . . . .. ...

Le A-calcul polymorphe.
4.1 Typage, version implicite. . . . . . .. ... ... ...
4.2 Typage, version explicite. . . . . .. ... .. ... ..

- 2/45 -



Hugo SALOU — L3 ENS LYON Projet fonctionnel

4.3 Point de vue logique sur le polymorphisme, systeme F. 36

4.4 Représentation des connecteurs logiques. . . . . . . .. 37
4.5 Le A-calcul polymorphe, coté programmation. . . . . . 38
4.6 Polymorphisme et inférence de types. . . . . . . . . .. 39
5 Types linéaires. 41

- 8/45



Introduction.

Le coups se décompose en deux parties :
> une partie pratique (~ 2/3 du cours) avec de la programmation
OCaml en bindéme (fouine, puis pieuvre) ;
> une partie théorique : avec du A-calcul, typage et lien avec la
logique.
Ce document contiendra les notes de cours pour la partie théorique.

D’autres documents pour la partie projet sont en ligne sur mon site
(transformation CPS, et optimisations associées a la S-réduction).

Parfois, des références aux chapitres du cours de théorie de la pro-
grammation seront fait, ce sont des liens cliquables qui meénent vers
le PDF du chapitre en question, par exemple :
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http://167.99.84.84/data/ens1/thprog-chap00.pdf

1 Le A-calcul pur.

Le A-calcul a trois domaines proches :
> la calculabilité, avec I'équivalence entre machines de Turing et
A-expression (vue en FDI);

> la programmation fonctionnelle (vue en
avec le petit langage FUN) ;

> la théorie de la démonstration (vue dans la suite de ce cours).

On se donne un ensemble infini ¥ de variables notées x,y, z, ... Les
termes (du A-calcul) ou A-termes sont définis par la grammaire

La construction Ax. M s’appelle I’ abstraction ou A-abstraction. Elle
était notée funx + M en cours de théorie de la programmation.

Notation. > On notera M N P pour (M N) P.
> On notera Azyz. M pour Az. \y.A\zM (il n’y a pas lieu de mettre
des parentheses ici, vu qu’il n’y a pas d’ambigiiités).
> On notera Az. M N pour Az. (M N). Attention, c’est différent
de (Az. M) N.

1.1 Liaison et a-conversion.

Remarque 1.1 (Liaison). Le « A » est un lieur. Dans A\y. z y, la
variable y est liée mais pas x (la variable x libre). On note V€ (M)
I’ensemble des variables libres de M, définie par induction sur M
(il y a 3 cas).
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Remarque 1.2 (a-conversion).

On note =, la relation d’ a-conversion. C’est une relation binaire
sur les A\-termes fondée sur I'idée de renommage des abstractions
en évitant la capture de variables libres :

AL. XY =4 A\t Xt #, Ax.2 2.

Ainsi Ax. M =, Az. M’ ou M’ est obtenu en remplacant x par z
la ou il apparait libre et ¢ condition que z & VE¢(M). Ceci,
on peut le faire partout.

Lemme 1.1. La relation =, est une relation d’équivalence. Si
M =, N alors V¢(M) = VE¢(N).

Par convention, on peut identifier les termes modulo =,. On pourra
donc toujours dire

« considérons \e. M oux & E [...] »
avec F/ un ensemble fini de variables.

Ceci veut dire qu’on notera

M = N pour signifier que M =, N.

1.2 La (-réduction.

Définition 1.1 (S-réduction). On définit la relation de S-réduction
sur les A-termes, notée —5 ou —, définie par les regles d’infé-
rences :

M—)g M’
M—)/g M’ N—)g N’

MN—sMN MN—;MN
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ou M[N/z] est la substitution de x par N dans M (on le défini
ci-apres).

Définition 1.2. Un terme de la forme (Az. M) N est appelé un
redex (pour reducible expression) ou B-redez. Un terme M est une
forme normale s’il n’existe pas de IV tel que M —5 N.

Remarque 1.3. La relation —4 n’est pas terminante :

Q= Av.zx) (M. yy) =5 Ay-yy) Ay yy) =o Q.

Exemple 1.1.

M.z x) ((Az.2)t) ——— (Arxa)t

*) (Az.2)t)t — tt -

/

(M2, 2) 1) (A2 2) 8) 0 £ (A2 2) 8)

Un pas de -réduction peut :

> dupliquer un terme (c.f. (%)) ;
> laisser un redex inchangé (c.f. (%*));
> faire disparaitre un redex (qui n’est pas celui que I'on contracte) :

(Az. u)((Az. 2) t) —pu;
> créer de nouveaux redex :

(A\z.zy) (2. 2) =5 (Az. 2) .

1.3 Substitutions.
~ /45 -
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Exemple 1.2. Le terme Azy.x c’est une « fonction fabriquant des
fonctions constantes » au sens ou

(Azy. 2)M —5 Ay. M,

a condition que y € V€ (M). On doit cependant a-renommer pour
éviter la capture :

(Azy.z) (At y) 75 Ay. (AL. y)
[

(Azy'.x) (Mt y) =5 Ay (M. y).

Définition 1.3. On procede par induction, il y a trois cas :
N siy==x

> 9] = {y o

> (My Mp)[N/a] := (My[N/a]) (Ma[N/a])
> (Ay. ]\;[)[N/z] = \y. (M[N/z]) @ condition que y & VE(N)
et y # .

Lemme 1.2 (Gymnastique des substitutions). Pour y & V¢(R),

(P[/])[Ffe] = (P[E[a])[QUF1y].

Lemme 1.3. Si M —5 M’ alors VE¢(M') C Ve(M).

1.4 Comparaison \-calcul et FUN.

En A-calcul, on a une regle
M —8 M’
Ae. M —p Ax. M.

Cette regle n’existe pas en FUN (ni en fouine) car on traite les fonc-
tions comme des valeurs. Et, en FUN, les trois regles suivantes sont
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mutuellement exclusives :
M —)5 M’ N —)5 N’
()\x.M)N—>5M[N/x] MN —g M'N M N —g M N’

car on attend que N soit une valeur avant de substituer.

En FUN (comme en fouine), pour 'exemple 1.1, on se limite a n’utiliser
que les fleches rouges.

La relation —4 est donc « plus riche » que —ryny. En FUN, on a une
stratégie de réduction : on a au plus un redex qui peut étre contracté.
On n’a pas de notion de valeur en A-calcul pur. Le « résultat d’un
calcul » est une forme normale.

1.5 Exercice : les booléens.

On définit
T:=\vy. x F:=\vy. y.

Ainsi, pour tout M (si y & VE€(M)),

TM — M \y. M FM—My.y=:1

La construction if b then M else N se traduit en b M N.

Le « non » booléen peut se définir par :

> not ;= No. b FT = \b. b (A\xy. y) (Mtu. t);
> not’ := \b. \zy. byx.

La premiere version est plus abstraite, la seconde est « plus électri-
cien ». On a deux formes normales différentes.

De méme, on peut définir le « et » booléen :
> and := )\bl )\bg bl (bg T F) ]1—“7
> and’ := \by. A\by. Azy. by (by y) y.

1.6 Confluence de la -réduction.
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Définition 1.4 (Rappel, c.f.
). On dit que — est confluente en t € A si, dés que
t —* up et t —* uy il existe ¢’ tel que u; —* ' et ug —* t'.

t
RN
Uy Uy -

Les fleches en pointillés représentent ’existence.
On dit que — est confluente si — est confluente en tout a € A.

La propriété du diamant correspond au diagramme ci-dessous :

c’est-a-dire si t — uy et t — wuo alors il existe t' tel que u; — t' et
Uy — t.

La confluence pour —, c’est la propriété du diamant pour —*. On
sait déja que la f-réduction n’a pas la propriété du diamant (certains
chemins de I'exécution sont plus longs), mais on va montrer qu’elle
est confluente.

Définition 1.5. On définit la relation de réduction paralléle, no-
tée =2, par les regles d’inférences suivantes :
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M= M

T=x . M = e, M
M=M N=N M=M N=N

MN=MN (Az. M) N = M'[NV'/a]

Lemme 1.4. La relation = est réflexive.

Lemme 1.5. Si R C § alors R* C 8*. De plus, (R*)* = R*.

Lemme 1.6. Les relations —* et =* coincident.

Preuve. > On a —* C ==* car cela découle de — C = par
induction sur — en utilisant la réflexivité de =.
> On a =* C —* car cela découle de = C —*. En effet, on
montre que pour tout M, M’ si M = M’ alors M —* M’,
par induction sur =. Il y a 4 cas.

— Pour z =2 z, c’est immédiat.

— Pour l'abstraction, on suppose M = M’ alors par
induction M —* M’ et donc Ax. M —* Ax. M’ par
induction sur M —* M’.

— Pour l'application, c’est plus simple que pour la pré-
cédente.

— Pour la substitution, supposons M = M’ et N = N.
On déduit par hypothese d’induction M —* M’ et
N —* N’. Et, par induction sur M —* M’, on peut
montrer que (Ax. M) NN —* (Az. M’) N. Puis, par
induction sur N —* N’ on montre (Az. M') N —*
(Ax. M') N’. Enfin, par la régle de [-réduction, on
a (Ax. M')N' — M'[N'/z]. On rassemble tout pour
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obtenir :
(Ax. M) N —=~* M’[N'/a:].

O

On est donc ramené a montrer que =* a la propriété du diamant. Or
= a la propriété du diamant, ce que I’on va montrer en TD.

Lemme 1.7.S5i M =2 M’ alors N =2 N’ implique M[N/z] =3
MIIN'fz].

Preuve. Par induction sur M = M’, il y a / cas. On ne traite
que le cas de la 4éme reégle. On suppose donc M = (\y. P) @
avec y € VE€(N) et y # z. On suppose aussi P = P, Q = Q'
et M' = P'[Q/y]. On suppose de plus N = N’. Par hypothéese
d’induction, on a P[N/z] =% P'[N'/z] et Q[N/z] = Q'[NV'/z]. On
applique la 4éme regle d’inférence définissant = pour déduire

(Ay. (PIN/=])) (Q[N/e]) = (PN [=D)[@Q1 ] = (P S])[N'/a]

I
(Ay. P)[N/z]
car x # vy

par le lemme de gymnastique des substitutions et car y ¢
VE(N') CVE(N) et car N -* N'. O

Proposition 1.1. La relation = a la propriété du diamant.

Preuve. Vu en TD. O]

Corollaire 1.1. On a la confluence de — 3.

Définition 1.6. La [-équivalence, ou [-convertibilité est la plus
petite relation d’équivalence contenant — 3. On la note =g.

- 12/45 -



Hugo SALOU — L3 ENS LYON Projet fonctionnel

NN\

alors M =5 N.

Silon a

Proposition 1.2. Tout M\-terme est (-équivalent a au plus une
forme normale.

Preuve. Si M =5 N et M, N sont des formes normales, alors par
confluence il existe P tel que M —* P et N —* P. On a donc
que M =N =P. [

Remarque 1.4 (Conséquences). > Deux normales distinctes
(au sens de =,) ne sont pas [-convertibles.
> Si on a un A-terme qui diverge et qui a une forme normale,
par exemple (Az.y) 2, alors on peut toujours « revenir »
sur la forme normale.
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2 Le )-calcul simplement typé.

Dans ce chapitre, on va parler de typage. Ceci permet de « stratifier »
les A\-termes. En effet, pour I'instant, tous les termes se ressemblent.

2.1 Définition du systeme de types.

Définition 2.1. On se donne un ensemble de types de base, notés
X, Y, Z, ... Les types simples sont donnés par la grammaire
suivante :

A B,C:=X|A— B.

Il n’y a donc que deux « types » de types : les types de base, et les
types fonctions. Il n’y a donc pas de type unit, bool, ... En effet,
ceci demanderai d’ajouter des constantes (), true, false, etc dans
la grammaire du A-calcul (et ceci demanderai ensuite d’ajouter des
regles de typage supplémentaire). On verra en TD comment typer T
et F comme défini au chapitre précédent.

Par convention, on notera A — B — C pour A — (B — C).

Définition 2.2. On définit une hypothése de typage comme un
couple variable-type (z, A) noté x : A.

Définition 2.3. Un environnent de typage, noté I, I, etc est un
dictionnaire sur (7, Types), c.f. cours de Théorie de la Program-
mation. On notera I'(z) = A lorsque I" associe z a A. On définit
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le domaine de I' comme
dom(T) :={z | 3A, T'(x) = A}.

On note aussi I', x : A extension de I" avec = : A si ¢ dom(T').

Définition 2.4. On définit la relation de typage, notée I' - M : A
(« sous les hypotheses T', le A-terme M a le type A ») par les
regles d’inférences suivantes :

'-M:A—-B THFN:A
l'kFx: A 'MN:B
e:AFM: B

'Xe.M:A—B

T'(z) = A

z € dom(T")

Dans cette derniere regle, on peut toujours 'appliquer modulo
a-conversion (il suffit d’a-renommer x dans \z. M).

Exemple 2.1. On peut omettre le « ) » avant « = ».

[ X=>X2:XFfX—>X [ X—>X2:XF2:X
f X=Xz XFf: X—>X [ X—=>X,2: XFfz: X
[ X=>X,2: XEf(fz):X
[ X—=>XEX f(f2): X=X
FEX Az f(f2): (X —=>X) - X=X

Exemple 2.2.

a, X, t: X=>YFt: X—=>Y X t:X—>YFa:X
a,X,t: X =>YFta:Y
a: XFMta: (X—=>Y)—=Y

2.2 Propriétés de la relation de typage.
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Lemme 2.1 (Lemme administratif).

> Sil'F M : A alors V€(M) C dom(I).

> Renforcement : si 'z : BF M : A et x & V€(M) alors
'+ M:A.

> Affaiblissement : siI' = M : A alors, pour tout B et tout x &
dom(T") alors ',z : BF A.

> Contraction : si 'z : B,y : BF M : Aalors ',z : B F
Milz/y] : A O

Proposition 2.1 (Préservation du typage). SiI'F M : Aet M —p
M alors ' M’ : A.

Preuve. On procéde comme en Théorie de la Programma-
tion [Chapitre 7] avec le lemme suivant.

Lemme 2.2.Silz : AF M :BetI'HN: Aalors ' -
MIN/z] : B.

2.3 Normalisation forte.

Définition 2.5. Un A-terme M est dit fortement normalisant ou
terminant si toute suite de [-réductions issue de M conduit a
une forme normale. Autrement dit, il n'y a pas de divergence
issue de M.

Théoreme 2.1. Si M est typage (il existe I', A tels que I' - M :
A) alors M est fortement normalisant.

Remarque 2.1 (Quelques tentatives de preuves ratées.). > Par
induction sur M 7 Non.
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> Par induction sur la relation de typage ' F M : A7 Non
(le cas de I'application pose probléme car deux cas de (-
réductions).

Pour démontrer cela, on utilise une méthode historique : les candidats
de réductibilité.

Définition 2.6 (Candidat de réductibilité). Soit A un type simple.
On associe a A un ensemble de A-termes, noté R 4 appelé candi-
dats de réductibilité (ou simplement candidats) associé a A, défini
par induction sur A de la maniére suivante :

> Rx :={M | M est fortement normalisant} ;
> Rap = {M | VN € Q{A,MN S %B}

L’idée est la suivante :

M typable

TEM:A MeRy ~~ M fortement normalisant.

Remarque 2.2 (Rappel sur le PIBF, c.f.

). Le principe d’induction bien fondé nous
dit qu'une relation &R est terminante ssi pour tout prédicat P
sur F vérifie que si

V:UEE((Vy,xQ{y = P(y)) = 975(95))

alors Vo € E, P(x).

Proposition 2.2. Soit A un type simple. On a :
CR 1. Pour tout M € Ry, M est fortement normalisant.
CR 2. Pour tout M € Ra, si M —5 M' alors M' € R 4.

CR 3. Pour tout M neutre (c-a-d, M n’est pas une A-abstraction),
siVM',M =g M' = M' € R4 alors M € Ra.
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Preuve. On montre la conjonction de CR1, CR2 et CR 3 par
induction sur A. Il y a deux cas.

> Cas X un type simple.

CR 1. C’est vrai par définition.

CR 2. Si M est fortement normalisant, et M —5 M’ alors
M e Rx.

CR 3. Si M est neutre et si on a que « pour tout M’ tel
que M —3 M’ alors M'" € Rx » alors ¢’est 'induction
bien fondée pour —3 sur Rx.

> Cas A — B un type fleche.
CR 1. Soit M € R 4_,p. Supposons que M diverge :

M—>5M1—>5M2—>g"'.

On a observé que x € R, pour une variable z arbi-
traire (conséquence de CR 3 pour A). Par définition
de Ry, Mz € Rp. Par CR1 pour B, on a que
M z est fortement normalisant. Or, M = —g M, x car
M —5 M,;. On construit ainsi une divergence dans
Rp a partir de M x :

MI—>5M1(L’—>5MQJ]—>5”'.

C’est absurde car cela contredit que M x fortement
normalisant.

CR2. Soit M € Rap et M — M’'. Montrons que M’ €
Ra_p, t.e. pour tout N € Ry alors M' N € Rp.
Soit donc N € R 4. On sait que M N € Rp (car M €
Ra-p). Et comme M —3 M alors M N —3 M'N et,
par CR 2 pour B,ona M'N € Rp. On a donc montré
VN € Ra_p, M'N € Rp autrement dit, M’ € R 4_,p.

CR 3. Soit M neutre tel que VM', M —z M' = M’ €
R a—p. Montrons que M € R 4_,p. On sait que — 4 est
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terminante sur R4 (par CR 1 pour A). On peut donc
montrer que VN € R4, M N € Rp par induction bien
fondée sur — 3. On a les hypotheses suivantes :
— hypothese 1 : pour tout M’ tel que M —z M’
alors M’ € Ru_,p;
— hypothese d’induction bien fondée : pour tout N’
tel que N —3 N’ que M N' € Rp.

On veut montrer M N € Rpg. On s’appuie sur CR 3
pour B et cela nous ramene a montrer que, pour tout
P tel que M N —3 P est P € Rp. On a trois cas
possibles pour M N —3 P.
— Si M = \x. My et P = My[N/z] qui est exclu car
M est neutre.

~ Si P = M'N alors par hypothese 1 M’ € R,_,p
et donc M' N € Rp.

— Si P = M N’ alors, par par hypothese d’induction
bien fondée, M N’ € Rp.

]

Lemme 2.3. Soit M tel que VN € Ry, M[N/z] € Rp. Alors
A‘/E. M 6 %A_)B.

Preuve. On procéde comme pour CR 3 pour A — B. [
Lemme 2.4. Supposons x1 : Ay, ..., x, : A = M : A. Alors, pour

tout Vi, ..., Ny tel que N; € Ry, on a

MM - Nifo, .. 2] € Ra.

On note ici la substitution simultanée des x; par des N; dans M.
C’est n’est pas la composition des substitutions.
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Preuve. Par induction sur la relation de typage, il y a trois cas.

> Si on a utilisé la regle de 'axiome, c’est que M est une
variable : M = z; et A = A;. Soit N; € Ry, alors
M[Nl Nk/ml wk] = ]\/vZ € 9‘2,4.

> Si on a utilisé la regle de I'application, c¢’est que M est une
application : M = My My et My : B— Aet My : B.On a :

M[]\h Nk/xl Ik] = Ml[Nl Nk/xl Ik]MQ[Nl Nk/x1 5Ulc]

On conclut en appliquant les hypotheses d’inductions :
Ml[Nl Nk/:vl xk] € Rp_,4 et M2[N1 Nk/ml xk] :Rp.
> Sion a utilisé la regle de 'abstraction, c¢’est que M = A\y. M,
avec y & {xy,..., 2} UTE(Ny) U+ - UVE(N). Supposons
que xq : Ay, ...,z Ag F Ay, My : A — B. Alors nécessai-
rement x; @ Ay, ..., x : Ag,y : A My : B. Par hypothese
d’induction, on a que pour tout N; € Ry, on a

MO[Nl Nk/xl xk][N/y] = MO[Nl NkN/xl mky] € Rp.

Par le lemme précédent, on déduit que

()\y.MO)[Nl Nk/ml mk] = )\y.(MO[Nl Nk/:vl ack]) € Rap.

]

Corollaire 2.1. SiI' - M : A alors M € Ry4.

2.4 Extension : le \-calcul typé avec x et 1.

En ajoutant les couples et unit, il faut modifier quatre points.
Syntaxe. M, N :=Xe. M| M N |z | (M, N) |*|m M |7y M
[-réduction.

M —5 M’ N —5 N’

(M,N) =5 (M',N) (M,N) =5 (M,N")
- 20/45 -
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m (M,N) —g M 7 (M,N) =3 N.

Types. AB:=X|A—B|AxB]|1

Typage.
'-M:A T'EFN:B

*x:1 '-(M,N):AxB

I'-P:MxN I'-P:MxN
r-mpP: M I'mP:N .
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3 Introduction a la théorie de
la démonstration.

3.1 Formules et preuves.

Définition 3.1. On se donne un ensemble de wvariables proposi-
tionnelles, qui seront notées X, Y, Z, etc. L’ensemble des formules
est défini par la grammaire :

A B:=X|A= B.

Cet ensemble de formules s’appelle le « fragment implicatif de la
logique propositionnelle intuitionniste ».

Cela peut sembler inhabituel car, généralement, on commence par
introduire =, V et A, car on a en téte les booléens.

Définition 3.2. Les séquents, notés I' = A, un couple formé de I’
une liste de formules, et A une formule. La liste I' est une liste
d’hypotheses. On notera I', A la notation pour I’extension de la
liste.

Définition 3.3. On prouve (dérive) les séquents a I’aides des régles
de déduction (d’inférence) :

I'NAFB 'YA=B TFA
Aer X | =E

r-A '-A= 1B I'-B
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On les appelle, dans 'ordre, regle de 1'axiome, regle de 1'intro-
duction de = et régle de I’élimination de =-. 1l s’agit des regles
de déduction naturelle pour le fragment implicatif de la logique
propositionnelle intuitionniste.

Définition 3.4. Le séquent I' = A est prouvable s’il existe une
prewve (dérivation) ayant I' = A & la racine et des axiomes aux
feuilles. La formule A est prouvable si - A Dest.

Exemple 3.1.

Ax Ax
X=>Y,XFX=>Y X:>Y,XFX:>E
X=Y,XFY
X:YI—X:>Y:|:>
F(X=Y)=(X=Y)

On écrit généralement des « preuves génériques », en utilisant A, B
plutot que X, Y.

Exemple 3.2.

Ax
(A= A)= B,AFA
Ax =
(A=A)=B+-(A=A) =18 (A=A)=BFA=A
=
(A= A)=BF B -
F((A=A)=B)=1B

=
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3.2 Et en Rocq?

Projet fonctionnel

En Rocq, un objectif de preuve

correspond au séquent

}{1 2141
]ié : /42
f]g : /43 r
A
I'E A

Chaque tactique correspond a des opérations sur I’arbre de preuve.
On construit « au fur et a mesure » I’arbre de preuve montrant I' - A.
Voici ce que quelques tactiques Rocq font.

’; A
T ABAFA — 5 T.ABAFA

27
assumption
77
r-c¢ ——
assert A
77
r-c¢ ——
cut A
77
r-¢ ——
apply H
7?7
rr-eB=C ——

intro

77
I'NAFB 29
I'HrA= B IWw4jE
'8
77 77
I'FA= B A
T'F B g
29
Ax =
''"A=BFHA=1H NNA=BFA
A= B+ B
N—_——
H
77
I[,BFC
- :>|
'EB=C
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3.3 Liens avec le \-calcul simplement typé : cor-
respondance de Curry-Howard.

Les regles de typage du A-calcul correspondent au regles d’inférences
du fragment implicatif :

'Fa: A — I'FA

[,2:AFM:B LA+ B
rFw i/ A5B + s TrAa=pB
'-M:A—-B TFEN:A I[LAFEB _,

I'-MN:B — I'-A= 1B

En retirant les A-termes en bleu (incluant les « : »), et en changeant —
en =, on obtient exactement les mémes regles.

Si on sait que I' = x: A alors, en effacant les parties en bleu, on
obtient une preuve de I' - A.

Inversement, on se donne une preuve de I'  A. On se donne des va-
riables x; pour transformer I' = A;,..., Ay en [ = T A,y Ag
Par induction sur I' = A, on montre qu’il existe un A-terme tel que
[ M : A. On a trois cas.

> Pour =, par induction, si f,x =AF M : B, on déduit I
Ae. M : A— B.
> Pour =, par induction, si I'FM:A—> BetlF N : A, on
déduit I' - M N : B.
> Pour Ax, on sait A € I' donc il existe z tel que z: A € I, et on
conclut I' - x; : A.
On a les propriétés suivantes pour la relation de déduction :

> affaiblissement : si I' F B (implicitement « est prouvable »)
alors ' A+ B;

> contraction : sil', A, A+ B alors ', A+ B;

> renforcement si I', A + B alors I' = B a condition qu’on n’uti-
lise pas laxiome avec l'hypothése A (celle la uniquement, les A
intermédiaires ne posent pas de problémes) pour déduire B.
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> échange; sul', A, B,I"+ C alors I', B, A,T" - C.
C’est analogue aux propriétés du typage en A-calcul.
En effet, la propriété de renforcement, tres imprécise dans sa formu-
lation logique, est simplement : si 'y : A M : Balors ' M : B
a condition que x & VE€(M).

Si on veut prouver ces propriétés (au lieu d’utiliser la correspondance
de Curry-Howard), on ferait une induction sur la preuve du séquent
qui est donné.

La regle
I'-B

LD
T,AF B

est admissible. En effet, si on sait prouver les prémisses (ici, I' F
B) alors on sait prouver la conclusion (ici, I'y A = B). Ceci dépend
fortement de la logique que 'on utilise.

3.4 Curry-Howard du co6té calcul : les cou-
pures.

Typons un redex :

x:A-M:B N
\e.M:A—B LEN:A
TF(\e. M)N: M

Oui, c’est exactement la méme chose que la tactique assert en
Rocq.

Définition 3.5. Une coupure est un endroit dans la preuve ou
il y a un usage d’une régle d’élimination (=) dont la prémisse
principale est déduite a l'aide d'une regle d’introduction (=)
pour le méme connecteur logique.
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Remarque 3.1. Ici, on n’a qu’un seul connecteur logique, =, mais
cela s’étend aux autres connecteurs que l'on pourrait ajouter. La
prémisse principale est, par convention, la premiere.

On peut éliminer une coupure pour =, c’est-a-dire transformer une
preuve (c.f. contracter un S-redex) en passant de

0

T AFB 5
rr =8 " Tri
A= A
IrFB

55" /4]
'+

ou l'on note §[%/4] la preuve obtenue en remplagant dans ¢ chaque
usage de I'axiome avec A par 0.

On a le méme séquent en conclusion (c.f. préservation du typage en
A-calcul simplement typé).

La correspondance de Curry-Howard c’est donc :

Types <— Formules
Programmes <— Preuves
B-réduction <— Elimination d’une coupure
Programmation <— Logique

3.5 Faux, négation, consistance.

On modifie nos formules :
AB:=X|A=B|1l

et on ajoute la regle d’élimination du L (il n’y a pas de regle d’intro-

duction) :
'-_1

THA
- 21/45 -
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La négation = A est une notation pour A = 1. On peut donc prouver
le séquent - A = ——A :

— Ax  ——— Ax
A —AF-A A —AFA
=E
A -AF L
— =
AF--A
FA=—-—A

Théoréme 3.1 (Elimination des coupures). Si ' - A (est prou-
vable) alors il existe une preuve sans coupure de I' - A.

Preuve. c.f. TD. O

Remarque 3.2 (Lien avec normalisation forte en A-calcul simple-
ment typé). Ici, on veut la normalisation faible (« il existe une
forme normale ... »). On ne peut pas appliquer stricto sensu la
normalisation forte pour le A-calcul simplement typé car le sys-
teme de type contient 1.

Lemme 3.1. Une preuve sans coupure de - A en logique intui-
tionniste se termine (a la racine) nécessairement par une regle
d’introduction.

Preuve. Par induction sur - A. Il y a 4 cas.

> Ax : Absurde car T' = ().

> = OK

> =g : On récupere une preuve de - B = A qui termine (par
induction) par une introduction =. Absurde car c’est une
coupure.

> Lg: Onrécupere une preuve de L qui termine par une regle
d’induction : impossible.

]
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Corollaire 3.1 (Consistance de la logique). Il n’y a pas de preuve
de F en logique propositionnelle intuitionniste dans le fragment
avec = et L.

Preuve. S’il y en avait une, il y en aurait une sans coupure, qui
se termine par une regle d’introduction, impossible. [

3.6 Et en Rocq? (partie 2)

On étend les formules avec V, 4, =, V, A, etc. Les preuves sont des
A-termes. En effet, dans une preuve de - X — X — X on peut
écrire

exact (funxzy -+ x),
pour démontrer le séquent.

Le mot clé Qed prend le A-terme construit par la preuve et calcule
M’ sous forme normale tel que M —% M'. La logique de Rocq est
constructive. C’est-a-dire qu'une preuve de A = B c’est une fonction
qui transforme une preuve de A en une preuve de B. Apres avoir
appelé Qed, il est possible d’extraire le A-terme construit en un pro-
gramme OCaml, Haskell, etc.

3.7 Logique intuitionniste vs logique classique.

Dans la logique que 'on a considérée (TD), on a deux régles d’intro-
duction pour V :

TEA THEA
'FAVEB 'FAVB .

Lorsqu’on a une preuve de AV B, on a, soit une preuve de A, soit
une preuve de B. Ce n’est pas une preuve « il est impossible de ne
pas avoir A et B ». La logique est constructive.

On rappelle que =A := A — L, et que l'on se donne la regle d’élimi-

nation de L :
'L

THA
- 29/45 -
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La logique classique est la logique obtenue a l'aide de 'ajout d’une
des regles suivantes :

. ——— tiers exclu
Tiers exclu. ' AV -A

Ce n’est pas constructif : on ne sait pas si I'on a une preuve de
I'FAoudel'F —A.

Absurde. I' - (——A) = A
C’est mieux : ici, on n’a pas de V.

Loi de Peirce. '+ (A= B)= A)= A
C’est encore mieux : ici, on n’a pas de V, ni de L, mais c’est
plus subtil.

absurde

peirce

En choisissant un de ces axiomes, on a la méme notion de prouvabi-
lité.

Exercice 3.1. Montrons que absurde implique tiers exclu (au sens

de « on peut dériver I'un dans le systéme incluant l'autre »).

_— ax
T,~(AV-A),AF A
D, ~(AV—-A),AF ~(AV—4) T,~(AV-A),ArAV-A
=
T,~(AV-A),AF L
I,—(AV-A)F-A d
- ax —_— Vi
T,=(AV-A)F =(AV -A) T,~(AV-A)F AV -A N
T,~(AV-A)F AV -4 .
absurde —_ =
Ik (—=(A = -A))= (AV-4) TF-—(AV-4)
=E

F'FAvV-A

E

Théoréeme 3.2 (Glivenko). Une formule A est prouvable en lo-
gique classique si et seulement si =—A est prouvable en logique
intuitionniste.

Preuve. Ressemble un peu a la traduction par continuation des
programmes fouine. O

Corollaire 3.2. La logique classique est consistante ssi la logique
intuitionniste est consistante.

Preuve. Si - | en logique intuitionniste alors = 1 en logique
classique. Sit L en logique classique, alors =—_L en intuitionniste,
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et on peut en déduire une preuve de - L en intuitionniste :

ax
par hyp. -1

F(L-1)—-1 F1l—>1
L

[
=E

O

3.8 Logique classique et Curry-Howard : intui-
tion opérationnelle.

On cherche a compléter la correspondance de Curry-Howard :

Types <— Formules
Programmes <— Preuves
B-réduction +— Elimination d’une coupure
Principes classiques <+— 777
Programmation <— Logique

Avec la preuve par I’absurde, on peut « recommencer dans un contexte
différent ».

e ' —AF A

!

On recommence IM-AF L
a montrer A dans I".~A+ B
le contexte IV, —A —_—
au lieu de I', = A.

\\\\~////RﬁAkA
I-AFL
'A
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S’autoriser les principes classiques, c’est savoir utiliser les exceptions :
si ca explose, je peux le rattraper. En effet, ’élimination du L fait
penser a un opérateur comme raise : exn -> 'a, et la construc-
tion try...with... pour pouvoir « sauter » a des endroits du pro-
gramme, et dévier le flot du programme.
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4 Le )-calcul polymorphe.

On étend la grammaire des types :
AB:=X|A— B|VXA.

Ici, les X ne sont plus les types de base (noté X précédemment), mais
ce sont des variables de types.

Pour mieux refléter les notations de la littérature, on aura plutot :

A,B:=a|A— B|VaA.

Le « Vo A » est une structure qui lie, V est un lieur. Il y a donc
une notion de variables libres d'un type V€ (A), d’a-conversion, et de
substitution. Par exemple,

VE(Vavp(a = =7y —a))={}

et
Vaa — a=,V60— 5.

4.1 Typage, version implicite.

Aux trois regles des types simples, on ajoute les deux regles ci-
dessous :
r=M:A o FI—M:VaAg

agmr ———— Jg i

I'FM:VaA I'F M : A[B/d

Les regles correspondent a la généralisation et a 'instantiation.

Et, on ne change pas les \-termes.
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4.2 Typage, version explicite.

On change les A-termes :
M,N:=x|MN | x:A M| Aa. M | M A.

La construction Aa. M est une abstraction de types, et la construction
M A est application d’un terme a un type. On note explicitement
le type « d’entrée » de I'abstraction.

On change les regles de S-réduction :
M —3 M’
(ACY. M) A —3 M[A/a] Aa. M —3 Aae. M’

M—)BM/
MA—)gM/A.

On change également les regles de typage :

'-M:A—-B THFN:A
'Fx: A 'MN:B
z:A-M:B
'X:AM:A— B
'-M:A 'EM:Va A
"TFAa. M :Ya AT - M B : A[B/a]

I'(z) =A

z & dom(T")

o & V(T

Lemme 4.1. On a I' - M : A dans le systéme explicite ssi il
existe M’ dans le systeme explicite avec I' = M’ : A (explicite) et
M est « l'effacement » de M.

> La représentation implicite est plus utilisée dans les langages
comme OCaml, ou 'on doit inférer les types.

> La représentation explicite correspond plus aux langages comme
Rocq, avec un lien plus naturel avec la logique.
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Exemple 4.1. Soit le Ad-terme non typé 2 := A\f. Az. f (f z). Com-
ment le typer en version explicite ?

1.
f:oz—>oz,z:.a|—f(fz):oz
framsakFXzra f(fz2):a—«
DEXNfra—=aXz:a. f(f2):(a—a)—a—a
DA Af:a—aXz:a. f(fz2):Vala—a)—a—a.
2.

fNYaa—a,z:BFfB(fB2):P
f:Yaa—abXz:8.fB(fBz2):8—p
DEN Vaa—=a.Xz:B.fB(fB2): Vaa— a)— 3 — L.

Exemple 4.2. On suppose que 'on a les couples. Comment com-
pléter le séquent

y:BzivFAr ) Fur2): B

> Pour les types simples, on ne peut pas si 5 # 7.
> Mais, avec polymorphisme, on a :

y:B,z:vE AN VYaa—=0.(fy,fz): (Vaa— ) — §x0.
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Exemple 4.3.

r:abFz:«
DX 20— «

DF-Xz.z:Vaa = «
DFXx.x: (VB B) — (V6 0).

En effet, (V3 3) — (VB B) =a (VB B) — (¥4 J).

Exemple 4.4 (Ouch!).

z:oakFz:«

NON! Ona a € %(x: a)!
r:abFz:Vaa

r:abkx:p
X z:a0—f
DXz .z :VaVBa— B.

4.3 Point de vue logique sur le polymorphisme,
systeme F.

On se place du point de vue Curry-Howard. On ajoute deux regles de
déduction supplémentaire :

A I'FVa A
agaer ——— V) — VE

'EVa A ['F A[B/a]
On a, encore, un possibilité d’éliminer les coupures : si a & VE(T),

)
A ~
I'FVaA \;E 0[B/al
T+ A[5/a] w T F A[B/d]
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Ceci correspond, par correspondance de Curry-Howard, a une (-
réduction :
(Aa M) B —g M[FP/al.

On a aussi un théoreme de normalisation forte.

Théoreme 4.1. Si' - M : A en A-calcul polymorphe, alors M
est fortement normalisant.

Pour démontrer ce théoreme, on utilise encore les candidats de ré-
ductibilité (il ne faut définir que Ry, 4), mais la preuve est bien plus
complexe. En effet, les types polymorphes ont un grand pouvoir ex-
pressif (c.f. la section suivante).

Le systéme que l'on a s’appelle systéme F.' C'est de la logique du
second ordre : on peut quantifier sur les variables propositionnelles.
On quantifie donc sur des ensembles de valeurs au lieu de se limiter
uniquement a quantifier sur les valeurs.

4.4 Représentation des connecteurs logiques.

On peut représenter les connecteurs logiques différemment, sans les
ajouter explicitement, mais uniquement avec le fragment contenant
— et V.

> On peut représenter L := Vaa. En effet, on a la correspondance
suivante :

Fl—‘v’aav 'L
ST VA Ay, e

Le
'-A ~ T'FA .

> On peut représenter T := Va a — «.
> On peut représenter AN B:=Va(A— B —a) = a:

1. A ne pas confondre avec

- 145 -
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'EM:A
I''ec:A—-B—abtc:A—-B—a TI,c:A—->B—>akM:A I'EN:B
'ec:A—-B—aktcM:B—« Nc:A—-B—abM:A

I'Nec:A—-B—abkcMNa
F'FdcMN:(A-B—a) —a
'FXc.cMN:Va(A— B—a)—«

d’ou l'introduction du A. Pour I’élimination, si
I'FM:Va(A— B—a)—a,

alors 'H M (Az. A\y.x) : Aet ' M (Az. A\y. y) : B.

4.5 Le )-calcul polymorphe, coté programma-
tion.

« Généricité n. On peut avoir plusieurs types en méme temps. Par
exemple, une fonction de tri a un type

Va (o — o — bool) — list o — list .

« Paramétricité n. Lorsque l'on a une fonction f : (Va: a) — A, la
fonction n’inspecte pas son argument. Elle ne fait que le dupli-
quer, le passer a d’autres fonctions, le rejeter, mais elle ne peut
pas voir les données sous-jacentes. (On exclue ici les fonctions
types Obj.magic).

Quelques conséquences sur les formes normales :

> Il n’y a qu'une seule forme normale ayant un type Va o — a.

> Il n’y a que deux formes normales ayant un type Vaa — o — «:
Au. A\v. et Au. \v. v.

On a aussi quelques « théoremes gratuits », comme par exemple :
si f: a — [ est croissante vis a vis de ordre, : @« — a — bool
et ordreg : f — [ — bool, alors

map f (sort ordre, 1) = sort ordres (map f 1).
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4.6 Polymorphisme et inférence de types.

Pour l'inférence de types, on se place dans la représentation implicite
du typage polymorphique. On s’intéresse a la question suivante : pour
M un A-terme donné, existe-t-il I" et A tels que ' M : A?

Cependant, il y a un probleme :

Théoreme 4.2 (1992). L’inférence de types pour le typage poly-
morphique implicite est indécidable.

Ceci conclut I'étude du Systeme F. On va maintenant s’intéresser a
une variant de systeme F développée en 1978, le A-calcul avec schéma
de types. On note p le schéma de types définis par :

Av=a|A—B pu=A|VYap.

Remarque 4.1. 1l n’y a pas de types de la forme (Voo oo — o) —
(VB A). La quantification est préneze.

Les termes sont donnés par la grammaire :

M:=xz|X . M|MN |letzx=M in N.

Pour le systeme de types, on considere I' un dictionnaire sur (va-
riables du A-calcul x, schémas de types p). La relation de typage est
notée I' = M : A ou A est un type stmple. On la définit par induction
a l'aide des regles :

'-M:A—-B TFN:A 'z:A-M:B

'-MN:B 'Xe.M:A— B
'-M:A T,z:V@AFN:B
&NWT) =0 I(z) =vd A ———————————
'kletz=M in N:B 'k x: A[B/a]
Ici, on note V& A pour Vo - - - Va,, A avec possiblement aucun V. De

méme, la substitution A[B/a] se fait simultanément.
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La régle d’instantiation de systeme F se retrouve partiellement dans
la regle de I'axiome. La regle d’généralisation de systeme F se re-
trouve uniquement dans la regle du let... = ... in ..., et unique-
ment apres le in.

Exemple 4.5. Le terme
let f=Az.x in f
a pour type 8 — 3, sans généralisation !
rialFr:a

kX z:0—a f:YNaoa—sakf:8—p8
PFletf=Xz.z in f: 58— f

En OCaml, lorsqu’on essaie de typer
(fun z -> z) (fun x -> x)
on se rend compte que 'on n’a pas un type 'a -> 'a, mais

' weakl -> ' weakl.

Théoreme 4.3. 1l existe un algorithme correct et complet pour
I'inférence de types pour les schémas de types.

Pour ce faire, on fait comme en

, ou l'on part de M, on génere des contraintes,
et a l'aide de l'algorithme d’unification, on trouve le type « le plus
général ».

- 40/45 -


http://167.99.84.84/data/ens1/thprog-chap07.pdf
http://167.99.84.84/data/ens1/thprog-chap07.pdf

b Types linéaires.

Le but des types linéaires est de contréler l’usage des ressources.
Avec un tel systeme de typage, on pourrait :

> désallouer une zone mémoire, fermer un canal/un fichier; on se
limite & un seul usage : les deux termes suivants ne sont pas
typables

— (free z,free x)
— (A\y. \z. (free y,free z)) z x

> l'initialisation d’une zone mémoire ; au moins un usage

> si on sait au plus un usage, alors on peut désallouer aprés un
usage.

On se donne la syntaxe suivante.

> Les booléens sont :

b ::=true | false.

> Les termes sont :

M,N ::=nb|n(M,N)|nie. M
| if b then M else N | let(x,y)=M in N| M N
|z |letx=M in N.

> Les usages sont :
n = lin | un.

Les usages représentent une utilisation linéaire (lin) ou non restrictive
(unrestricted). Un usage lin est utilisé exactement une fois.
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On s’autorise le filtrage sur les couples au lieu de fst M et snd M
car, dans le cas linéaire, on ne pourrait utiliser qu'une des deux
composantes. .. zut !

On accepte, par exemple, lin(lintrue, linfalse) ou un(lintrue, unfalse).

Les types sont définis par la grammaire
T,U :=bool | A— B|AxB A B:=nT.

Les T, U sont des prétypes, les A, B sont les types.

La séparation dans la grammaire permet de rejeter une expression
comme un(lin bool * un bool).

On se donne les reégles de typages pour cette version linéaire du \-
calcul.

Premiere tentative.

On propose la regle pour les couples linéaires :

'-M:A THN:B
I'E(M,N):lin(Ax B).

Cependant, on ne mets pas de restrictions sur A : on peut avoir A =
linT ou A =unT... Zut!

Seconde tentative.

On propose un regle pour les couples

'-M:A TEN:B nlA) nB)
T+ (M,N):n(AxB) ,

ou l'on définit le prédicat n(A) par :
> si n = un alors A ne peut pas étre linT';
> si = lin alors A peut étre quelconque.

- 42/45 -



Hugo SALOU — L3 ENS LYON Projet fonctionnel

Puis, on se donne une regle pour le filtrage

'EM:n(AyxAy) Tx:ALy: A FN:B
I'Flet(x,y)=M in N: B

Ici, n n’a pas d’importance. On peut donc typer
let(z,y) = un(lintrue,unfalse) in lin(x,z),
mais on ne veut pas pouvoir le faire!

Tentative finale.

Définition 5.1. On définit I'; o I'y est défini comme « 'y ULy » a
ceci pres que :
> si 'y (x) = linT alors z € dom(I's) ;
> si Io(z) = linT alors z € dom(T'y) ;
> six € dom(I'y) Ndom(I'y) alors il existe T tel que I'y(x) =
[Cy(x) = unT.

Les vraies regles de typage sont :

DFM:A ToFN:B  p(A)  5(B)
IyolsF (M,N):n(AxB)

M :n(AxB) Tox:Ay:BEN:C
I'yol's F1let(x,y)=M in N :C

un(T") un(T")
e:AFx: A I' = nb : nbool

Fll_MinbOOl F2|_N12A Fgl_NgiA
I'oI'yF if M then N; else Ny : A
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Fe:AFM:B ()
I'FnAx. M :n(A — B)

MEM:nA—=B) TyFN:A
FloPgl_MNiB

On note ici un(I") (et éventuellement 7(I")) le prédicat disant que T’
le contient des types que de la forme unT.

Dans le cas de I’axiome, on assure que l'on n’a pas de variables inuti-
lisées. Dans le cas de ’abstraction, on controle 1'usage des variables
qui se retrouvent dans la cloture associée a \x. M.

Exercice 5.1. Peut-on trouver un terme ayant pour type
1. un(unbool — linbool)?
2. un(linbool — unbool)?
On ne peut pas proposer :
1. un(Az. x) car on n’a pas de lin
2. un(Az. unfalse) car on n’utilise pas le z.
Oui, on peut :
1. un(Az. linfalse)

2. un(Az. if = then unfalse else untrue)

Remarque 5.1 (Obligation de linéarité). On a des regles de
« bonne formation » : n(A) et n(I'). La décomposition I'; o I'y
correspond a un aiguillage.

Les types linéaires correspondent a des types substructurels. Ceci
est relié a la logique linéaire.

Lemme 5.1. > Affaiblissement. SiT' = M : A alors pour = &
dom(I) ona 'z :unT - M : A.
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> Contraction. Si I'yx : unT,y : unT = M : B alors on a
[z :unT = M|z/y] : B. Ceci n’est pas vrai avec lin.
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