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Introduction.

Dans ce cours, on s’intéressera a quatre themes :
> la théorie des modeles (> les « vraies » mathématiques);
> la théorie de la démonstration (> les preuves);
> la théorie des ensembles (> les objets) ;
> les théoremes de Godel (> les limites).

On ne s’intéressera pas a la calculabilité, car déja vu en cours de
FDI. Ce cours peut étre utile a ceux préparant I'agrégation d’infor-
matique.
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1 Le calcul propositionnel.

Le calcul propositionnel, c’est la « grammaire » de la logique. Dans ce
chapitre, on s’intéressera a

1. la construction des formules (> la syntaxe);

2. la sémantique et les théoremes de compacité (> la compacité
sémantique).

1.1 Syntaxe.

Définition 1.1. Le langage, ou alphabet, est un ensemble d’élé-
ments fini ou pas. Les éléments sont les lettres, et les suites finies
sont les mots.

Définition 1.2. On choisit ’alphabet :

> P = {xg,x1,...} des variables propositionnelles ;

> un ensemble de connecteurs ou symboles logiques, défini par
{—,V, A\, =, <>}, il n’y a pas 3 et ¥ pour I'instant.

> les parentheses {(,)}.

Les formules logiques sont des mots. On les fabriques avec des
briques de base (les variables) et des opérations de construction :
si F1 et Fy sont deux formules, alors = F, (F} V Fy), (F] N Fy),
(Fy, = F) et (I} < F,) aussi.

Définition 1.3 (« par le haut », « mathématique »). L’ensemble &
des formules du calcul propositionnel construit sur &P est le
plus petit ensemble contenant & et stable par les opérations de
construction.
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Définition 1.4 (« par le bas », « informatique »). L’ensemble & des
formules logique du calcul propositionnel sur &P est défini par

> Fo=P;
—-F
(F1V Fy)
> ?FnH:OJ*nU (Fl/\FQ) Fl,FQE%
(Fy — Fy)
(Fy <> Fy)

puis on pose F = U e Fn-

On peut montrer ’équivalence des deux définitions.

Théoréeme 1.1 (Lecture unique). Toute formule G € F vérifie une
et une seule de ces propriétés :
> GeP;
il existe ' € F telle que G = ~F;
il existe F, Fy € F telle que G = (Fy V F) ;
il existe F, Fy € F telle que G = (F] A Fy) ;
il existe [, Fy € F telle que G = (F} — F5) ;
il existe I, Fy € F telle que G = (F} < Fy).

vV VvV V V V

Preuve. En exercice. ]

Corollaire 1.1. Il y a une bijection entre les formules et les arbres
dont

> les feuilles sont étiquetés par des variables;

> les nceuds internes sont étiquetés par des connecteurs;

> ceux étiquetés par — ont un fils, les autres deux.

Exemple 1.1. La formule ((—x¢ V x1) — ((xg A x2) <> x3)) cor-
respond a 'arbre
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1.2 Sémantique.

Lemme 1.1. Soit v une fonction de & dans {0, 1} appelé valua-
tion. Alors v s’étend de maniére unique en une fonction v de F

dans {0, 1} telle que

>osur P, v=r,

> si F,G € F sont des formules alors
-F)=1-v(F);
VG) lssiv(F)=1ou' v(G) =1;
NG) =v(F) x v(G);
F—G)=1ssiv(G)=1ouv(F)=0;
~ U(F ¢ G)=1ssi v(F) =v(G).

Par abus de notations, on notera v pour v par la suite.

N

N

F
F

(
(
v(
v(

Preuve. Existence. On définit en utilisant le lemme de lecture
unique, et par induction sur & :
> v est définie sur Fo = P ;
> si v est définie sur &, alors pour F' € F,.1, on a la
disjonction de cas
—si F = =G avec G € F,, et on définit v(F) =

1. C’est un « ou » inclusif : on peut avoir les deux (ce qui est trés différent du
« ou » exclusif dans la langue francaise).
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— etc pour les autres cas.

Unicité. On montre que si A = v sur P alors A = v si A et v
vérifient les égalités précédents.

O
Exemple 1.2 (Table de vérité). Pour la formule
F = ((5(71 —>.CL’2) — (.732 —>331)),
on construit la table
|0 1 0 1
r1—xo |1 1 0 1
rzo—x1 |1 0 1 1
Fi1 0 1 1
Définition 1.5. > Une formule F' est dite satisfaite par une

valuation v si v(F) = 1.

> Une tautologie est une formule satisfaite pour toutes les
valuations.

> Un ensemble € de formules est satisfiable s’il existe une
valuation qui satisfait toutes les formules de €.

> Un ensemble € de formules est finiment satisfiable si tout
sous-ensemble fini de € est satisfiable.

> Une formule Festconséquencesémantique d’un ensemble de
formules € si toute valuation qui satisfait ‘€ satisfait F'.

> Un ensemble de formules € est contradictoire s’il n’est pas
satisfiable.

> Un ensemble de formules € est finiment contradictoire s'il
existe un sous-ensemble fini contradictoire de 6.
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Théoréeme 1.2 (compacité du calcul propositionnel). On donne
trois énoncés équivalents (équivalence des trois énoncés laissé en
exercice) du théoreme de compacité du calcul propositionnel.

Version 1. Un ensemble de formules € est satisfiable si et seule-
ment s’il est finiment satisfiable.

Version 2. Un ensemble de formules € est contradictoire si et
seulement s’il est finiment contradictoire.

Version 3. Pour tout ensemble € de formules du calcul proposi-
tionnel, et toute formule F', F' est conséquence sémantique
de € si et seulement si F' est conséquence sémantique d’un
sous-ensemble fini de €.

Preuve. Dans le cas ou P = {zg,x1,...} est au plus dénom-
brable (le cas non dénombrable sera traité apres). On démontre
le cas « difficile » de la version 1 (i.e. finiment satisfiable im-
plique satisfiable). Soit € un ensemble de formules finiment sa-
tisfiable. On construit par récurrence une valuation v qui sa-
tisfasse ‘€ par récurrence : on construit eg,...,&,,... tels que
v(xg) = €0y V(Tn) = Eny - ..
> Cas de base. On définit la valeur de ¢, pour xg € P.

1. soit, pour tout sous-ensemble fini B de €, il existe une
valuation A qui satisfait B avec A(xg) = 0;

2. soit, il existe un sous-ensemble fini By de €, pour toute
valuation A qui satisfait By, on a A(zg) = 1.

Si on est dans le cas 1, on pose €9 = 0, et sinon (cas 2) on
pose g9 = 1.
> Cas de récurrence. On montre, par récurrence sur n, la pro-
priété suivante :
il existe une suite &, ...,&, (que l'on étend, la
suite ne change pas en fonction de n) de booléens
telle que, pour tout sous-ensemble fini B de €, il
existe une valuation v satisfaisant B et telle que
v(xo) = €0, - - ., b V(Ty) = €p.
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Pour n = 0, soit on est dans le cas 1, et on prend gy = 0
et on a la propriété; soit on est dans le cas 2;, et on
prend B un sous-ensemble fini de €, alors B U By est
un ensemble fini donc satisfiable par une valuation v.
La valuation satisfait By donc v(zg) = 1 et v satisfait
B. On a donc la propriété au rang 0.

— Hérédité. Par hypothese de récurrence, on a une suite
EQy.--yEN-

1. Soit, pour tout sous-ensemble fini B de €, il existe
v qui satisfait B et telle que v(zg) = &, ...,
v(x,) = en, et v(xp11) = 0. On pose ,41 = 0.

2. Soit il existe B,;; un sous-ensemble fini de 6
tel que, pour toute valuation v telle que v sa-
tisfait By et v(xg) = €o,...,v(x,) = &, On a
v(Zne1) = 1 et on pose g,41 = 1.

Montrons 'hérédité :

1. vrai par définition ;

2. soit B un sous-ensemble fini de €. On considere
BU B, 41, soit v telle que v(xg) = €, ..., v(x,) =
en- On a que v satisfait B, donc v(z,41) = 1=
€nt1 et v satisfait B.

On a donc la propriété pour tout n.

Finalement, soit d une valuation telle que, pour tout i, §(z;) =
g;. Montrons que ¢ satisfait €. Soit F' € €. On sait que F est
un mot (fini), donc contient un ensemble fini de variables inclus
dans {x,...,x,}. D’apres la propriété par récurrence au rang
n, il existe une valuation v qui satisfait F' et telle que v(zg) =
€0, --,v(x,) = €n, et donc v et & coincident sur les variables de
F. Donc (lemme simple), elles coincident sur toutes les formules
qui n’utilisent que ces variables. Donc, §(F') = 1, et on en conclut
que 9 satisfait 6. O

Dans le cas non-dénombrable, on utilise le lemme de Zorn, un équi-
valent de I'aziome du choix.
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Définition 1.6. Un ensemble ordonné (X, R) est inductif si pour
tout sous-ensemble Y de X totalement ordonné par R (i.e. une
chaine) admet un majorant dans X.

Remarque 1.1. On considére ici un majorant et non un plus
grand élément (un maximum).

Exemple 1.3. 1. Dans le cas (P(X),C), le majorant est
I'union des parties de la chaine, il est donc inductif.
2. Dans le cas (R, <), il n’est pas inductif car R n’a pas de
majorant dans R.

Lemme 1.2 (Lemme de Zorn). Si (X, R) est un ensemble ordonné
inductif non-vide, il admet au moins un élément maximal.

Remarque 1.2. Un élément maximal n’est pas nécessairement le
plus grand.

Preuve. Soit € un ensemble de formules finiment satisfiable, et P
un ensemble de variables. On note ¥ I’ensemble des valuations
partielles prolongeables pour toute partie finie € de € en une
valuation satisfaisant 6. C’est-a-dire :

6 om =
V8 € p¢(8),35 € {0,1}7, v‘?? 6(%,5(?) =1 }

°I/:={g0€ U {0.13¥

XCo

L’ensemble ¥ est non-vide car contient l'application vide de
{0,1}? car € est finiment satisfiable. On défini la relation
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d’ordre < sur 7 par :

p =<1 ssi ¥ prolonge .

Montrons que (7,<) est inductif. Soit € une chaine de Vet
construisons un majorant de 6. Soit A la valuation partielle dé-
finie sur dom A = {J,eq dom ¢, par : si z; € dom A alors il existe
@ € B tel que x; € dom ¢ et on pose A(z;) = ¢(z;).

La valuation A est définie de maniere unique, i.e. ne dépend pas
du choix de ¢. En effet, si ¢ € B et ¢p € B, avec z; € dom p N
dom ), alors on a ¢ < ¥ ou ¢ < ¢, donc ¢(x;) = Y(x;).

Autrement dit, A est la limite de 6. Montrons que A € 7. Soit B
une partie finie de €. On cherche p qui prolonge \ et satisfait B.
L’ensemble de formules B est fini, donc utilise un ensemble fini
de variables, dont un sous-ensemble fini {z;,,...,z;, } C dom(\).
Il existe ¢1,...,¢, dans € telle que z;, € domey,...,z;, €
dom ¢,,. Comme € est une chaine, donc soit @y = maxe[1,,] @i
et on a ¢y € 6. On a, de plus, z;,,...,z;,, € dom(py). Soit
wo € V prolongeable en iy qui satisfait B. On définit :

p:P — {0,1}
x € dom A — A(x)
x € var B — (1)

sinon — 0.

On vérifie que la définition est cohérente sur l'intersection car A
et 1y prolongent tous les deux ¢y et donc A € ¥ dou ¥ est
inductif.

Suite la preuve plus tard. ]
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2 La logique du premier ordre.

2.1 Les termes.

On commence par définir les termes, qui correspondent a des objets
mathématiques. Tandis que les formules relient des termes et corres-
pondent plus a des énoncés mathématiques.

Définition 2.1. Le langage £ (du premier ordre) est la don-
née d’une famille (pas nécessairement finie) de symboles de trois
sortes :
> les symboles de constantes, notées c;
> les symboles de fonctions, avec un entier associé, leur arité,
notées f(z1,...,x,) ou n est arité;
> les symboles de relations, avec leur arité, notées R, appelés
prédicats.

Les trois ensembles sont disjoints.

Remarque 2.1. > Les constantes peuvent étre vues comme
des fonctions d’arité 0.

> On aura toujours dans les relations : « = » d’arité 2, et
« L » d’arité 0.

> On a toujours un ensemble de variables V.

Exemple 2.1. Le langage &, de la théorie des groupes est défini
par :

> une constante : c,
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> deux fonctions : f; d’arité 2 et fy d’arité 1;
> la relation =.

Ces symboles sont notés usuellement e, *, J~! ou bien 0, 4, —.

Exemple 2.2. Le langage £, des corps ordonnés est défini par :
> deux constantes 0 et 1,
> quatre fonctions +, x, — et (071,
> deux relations = et <.

Exemple 2.3. Le langage <., de la théorie des ensembles est
défini par :

> une constante (),

> trois fonctions N, U et CI°,

> trois relations =, € et C.

Définition 2.2. Par le haut. L’ensemble I des termes sur le lan-
gage & est le plus petit ensemble de mots sur &£ UV U

{()),,} tel
> qu’il contienne ¥ et les constantes ;

> qui est stable par application des fonctions, c’est-a-
dire que pour des termes tq,...,%, et un symbole de
fonction f d’arité n, alors f(t1,...,t,) est un terme.’

Par le bas. On pose
Jo =V U{c | ¢ est un symbole de constante de £},
puis

fonction d’arité n
gk+1:gkU{f(t1,tn)‘ f },

t,....tn € Ty
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et enfin
T = U I,,.
nelN

Remarque 2.2. Dans la définition des termes, un n’utilise les
relations.

Exemple 2.4. > Dans %, *(x(z,07'(y)),e) est un terme,
qu’on écrira plus simplement en (z * y~!) * e.
> Dans 2o, (¢ + ) + (—0)"! est un terme.
> Dans ZLens, (0°U D) N (2 Uy)© est un terme.

Définition 2.3. Si ¢ et u sont des termes et x est une variable,
alors t[x : u| est le mot dans lequel les lettres de x ont été rem-
placées par le mot u. Le mot t[xz : u] est un terme (preuve en
exercice).

Exemple 2.5. Avec t = (xxy~!) *x e et u = z * ¢, alors on a

tlr:ul = ((zxe)xy™ ') xe.

Définition 2.4. > Un terme clos est un terme sans variable
(par exemple (0+ 0)71).
> La hauteur d'un terme est le plis petit k tel que t € .

Exercice 2.1. > Enoncer et prouver le lemme de lecture
unique pour les termes.
> Enoncer et prouver un lemme de bijection entre les termes
et un ensemble d’arbres étiquetés.

1. Attention : le « ... » n’est pas un terme mais juste une manieére d’écrire
qu’on place les termes a coté des autres.
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2.2 Les formules.

Définition 2.5. > Les formules sont des mots sur ’alphabet

UV U{(),,,T,V,AV, -, =)

> Une formule atomique est une formule de la forme R(ty, ..., t,)
ol R est un symbole de relation d’arité n et tq,...,t, des
termes.

> L’ensemble des formules F du langage & est défini par

— on pose Fy 'ensemble des formules atomiques;;
(=F)
(F — Q)
(F vV G) F.Ge%F .
(FAG) eV ’
dx F
Jx G

— et on pose enfin F = U,en Fn-

on pose Fry1 = F U

Exercice 2.2. La définition ci-dessus est « par le bas ». Donner
une définition par le haut de ’ensemble F.

Exemple 2.6. > Dans &, un des axiomes de la théorie des
groupes s’écrit
Vede (zxy=eAyxx=e).
> Dans £, 'énoncé « le corps est de caractéristique 3 »
s’écrit
Vo (z+ (x +x) =0).

> Dans £y, la loi de De Morgan s’écrit

Vo Vy (z° Uy = (zNy)°).
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Exercice 2.3. > Donner et montrer le lemme de lecture
unique.

> Enoncer et donner un lemme d’écriture en arbre.

Remarque 2.3 (Conventions d'écriture.). On note :
> x <y au lieu de <(z,y);
> Jdz >0 (F) aulieude 3z (x > 0A F);
> Vx>0 (F) au lieu de Vo (x > 0 — F);
> A< Baulieude (A— B)A (B — A);
>t # u au lieu de =(t = u).
On enleves les parentheses avec les conventions de priorité

0. les symboles de relations (le plus prioritaire) ;
1. les symboles =, 3,V ;

2. les symboles A et V;

3. le symbole — (le moins prioritaire).

Exemple 2.7. Ainsi, Ve AN B — =C' V D s’écrit

((Vz A) AB) — ((=C) v D)).

Remarque 2.4. Le calcul propositionnel est un cas particulier de
la logique du premier ordre ot 'on ne manipule que des relations
d’arité 0 (pas besoin des fonctions et des variables) : les « va-
riables » du calcul propositionnel sont des formules atomiques;
et on n’a pas de relation « = ».

Remarque 2.5. On ne peut pas exprimer a priori :
> des quantifications sur en ensemble ? ;
> « dn dxq ... dz, » une formule qui dépend d’un parametre ;

> le principe de récurrence : si on a P (0) pour une propriété
P et que si P(n) — P(n+ 1) alors on a P(n) pour tout n.
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Quelques définitions techniques qui permettent de manipuler les for-
mules.

Définition 2.6. L’ensemble des sous-formules de F', noté S(F') est
défini par induction :
> si F' est atomique, alors on définit S(F') = {F'};
>si F'=F) @ Fy (avec @ qui est V, — ou A) alors on défi-
nit S(F) = S(Fy) US(Fy) U{F};
> si F'==Fp, ou F = QuF; avec Q € {V, 3}, alors on définit
S(F) =S(F,) U{F}.
C’est ’ensemble des formules que 1’on voit comme des sous-arbres
de 'arbre équivalent a la formule F'.

Définition 2.7. > La taille d’'une formule, est le nombre de
connecteurs (—, V, A, =), et de quantificateurs (V, 3).

> La racine de ’arbre est

rien su la formule est atomique ;

— «@»si F = F @ Fy avec @ un connecteur (binaire
ou unaire) ;

~ «Q»si F=Qux F} avec Q un quantificateur.

Définition 2.8. > Une occurrence d’une variable est un en-
droit ou la variable apparait dans la formule (i.e. une feuille
étiquetée par cette variable).

> Une occurrence d’une variable est liée si elle se trouve dans
une sous-formule dont l'opérateur principal est un quanti-
ficateur appelé a cette variable (i.e. un Vo F’ ou un 3z F”).

> Une occurrence d’une variable est libre quand elle n’est pas
liée.

> Une variable est libre si elle a au moins une occurrence libre,
sinon elle est liée.

2. En dehors de %,,s, en tout cas.
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Remarque 2.6. On note F(z1,...,x,) pour dire que les variables
libres sont F' sont parmi {x1,...,%,}.

Définition 2.9. Une formule est close si elle n’a pas de variables
libres.

Définition 2.10 (Substitution). On note F[x := t]| la formule ob-
tenue en remplagant toutes les occurrences libres de x par ¢, apres
renommage éventuel des occurrences des variables liées de F' qui
apparaissent dans .

Définition 2.11 (Renommage). On donne une définition infor-
melle et incomplete ici. On dit que les formules F' et G sont
a-équivalentes si elle sont syntaxiquement identiques a un re-
nommage pres des occurrences liées des variables.

Exemple 2.8. On pose

F(z,z) =Yy (r*xy=y*2) AVx (z*xx=1),

et alors
> F(z,2)=Flx =2z =Vy(zxy=y*2) AVx (zxz=1);
> F(y™,z) = Flz .= y™] = Vu(y 1%u = uxz) AVz(zxz = 1).

On a procédé a un renommage de y a u.

2.3 Les démonstrations en déduction natu-
relle.

Définition 2.12. Un séquent est un coupe noté I' - F (ou I se lit
« montre » ou « these ») tel que I' est un ensemble fini de formules
appelé contexte (i.e. 'ensemble des hypotheses), la formule F' est
la conséquence du séquent.

- 18/78 -



Hugo SALOU — L3 ENS LYON Logique

Remarque 2.7. Les formules ne sont pas nécessairement closes.
Et on note souvent I' comme une liste.

Définition 2.13. On dit que I' = F est prouvable, démontrable ou
dérivable, s’il peut étre obtenu par une suite finie de regles (c.f.
ci-aprés). On dit qu'une formule F' est prouvable si ) = F est.

Définition 2.14 (Reégles de la démonstration). Une regle s’écrit

prémisses : des séquents

- - nom de la regle
conclusion : un séquent .

Axiome.
—— ax
AEFA
Affaiblissement.
A
——— aff
IBFA
Implication.
INAFB '+A—-B TFA .
———— i —re
'HrA— B I'-B
Conjonction.
'-A T'HB A 'FAANB ., THFAAB e
r'-AAB ' TFA ¢ TFB °©

Disjonction.
A Ve '-B \d

'FAVB ' T'FAVB

4
e

'-AvB T,ARC F,BI—CV
r-c
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Négation.
AFL ~ T'HA TEH-A
r--4 Nl )
Absurdité classique.
I-AF L
-4 ~—°

(En logique intuitionniste, on retire ’hypotheése = A dans la
prémisse. )
Quantificateur universel.

si z n’est pas libre F |_ A
dans les formules de T’ F l_ v$ A

quitte & renommer les F l_ Vl‘ A

variables liées de A qui

apparaissent dans t m

Quantificateur existentiel.
'F Alz :=t]
I'Fdzx A

I'~3zA T,AFC
avec z ni libre dans C' ou 3
d les f¢ les de I'
ans les rormules e F |_ C

e

2.4 La sémantique.

Définition 2.15. Soit & un langage de la sémantique du premier
ordre. On appelle interprétation (ou modéle, ou structure) du lan-
gage & l'ensemble M des données suivantes :

> un ensemble non vide, noté |Ml|, appelé domaine ou en-
semble de base de J ;

3. Aussi appelée modus ponens
4. C’est un raisonnement par cas
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> pour chaque symbole ¢ de constante, un élément ¢4 de || ;

> pour chaque symbole f de fonction n-aire, une fonction f :
L™ — [ L] 5

> pour chaque symbole R de relation n-aire (sauf pour 1'éga-
lité « = »), un sous-ensemble Ry de |JAL|".

Remarque 2.8. > La relation « = » est toujours interprétée
par la vraie égalité :
{(a,a) [ a € [[}.

> On note, par abus de notation, 4l pour |J/L|.
> Par convention, |4|° = {0}.

Exemple 2.9. Avec ZLeorps = {0,1,+, x, —, 07!}, on peut choisir
> || = R avec Og, 1gr, +r, X&, —r et Og";
> ou M| =R avec 2g, 2r, —Rr, +r, €tc.

Définissions la vérité.

Définition 2.16. Soit 4l une interprétation de £.

> Un environnement est une fonction de ’ensemble des va-
riables dans |/L|.

> Si e est un environnement et a € |Al|, on note elr := a
I'environnement e’ tel que €'(x) = a et pour y # z, e(y) =
€(y).

> La waleur d’un terme t dans l’environnement e, noté
TValy(t,e), est définie par induction sur lensemble des
termes de la facon suivante :
— Taly(c,e) = cy si c est une constante ;
TValy(c,e) = e(x) si x est une variable;
- Wafm(f(tl, 500 ,tn>, 6) = fm(%@gﬂ(tl, 6)7 o0 o0 ,de(tn, 6))
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Remarque 2.9. La valeur est Val (¢, €) est un élément de |JAL|.

Exemple 2.10. Dans £, = {0, 1, 4+, X}, avec le modele
J: N, O, 1y, +w, X,
et ’environnement
e: x1 2y 29+— 0y 23— 3N,
alors la valeur du terme ¢ := (1 X 1) + (29 X 23) + X2 est 2y =

(1 x2)+(0x3)+0.

Lemme 2.1. La valeur ¥aly(t,e) ne dépend que de la valeur de

e sur les variables de t. O
Notation. > Lorsque cela est possible, on oublie Jl et e dans la
notation, et on note Val(t).
> A la place de Faly(t,e) quand zy,...,z, sont les variables
de t et e(z1) = ay,...,e(x,) = a,, on note tlay,...,a,] ou
aussi t[ry == ay,...,T, = ap]. Clest un terme a paramétre,

mais attention ce n’est ni un terme, ni une substitution.

Définition 2.17. Soit 4l une interprétation d'un langage £. La
valeur d’'une formule F de & dans I’environnement e est un élé-
ment de {0, 1} noté Valy(F,e) et définie par induction sur Ien-
semble des formules par

( (t17-~-a ) ):1SSi (Waﬁm(tl,e),...,°l/a€/u(tme))ER/;/L;
m( €) =
/n(ﬁF e)-l—“?/afm(F 6),
Vel w(F NG, e)=1ssi Tly(F,e)=1et Uly(G,e)=1;
Vel (FV G,e)=1ssi Tly(F,e) =1ouTaly(G,e) =1,
J%(F—>G e) =1ssi Taly(F,e) =0 ou Taly(G,e) =1;
aly(Vx F,e) = 1 ssi pour tout a € | M|, Valy(F, e[z :=a]) =1;

v VvV vV vV VvV V V
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> Taly(3z F,e) = 1 ssi il existe a € |M|, Tl 4 (F, ez = a]) = 1.

Remarque 2.10. > On se débrouille pour que les connecteurs
aient leur sens courant, les « mathématiques naives ».

> Dans le cas du calcul propositionnel, si R est d’arité 0, i.e.
une variable propositionnelle, comme [4l|° = {(} alors on
a deux possibilité :
ou bien R = (), et alors on convient que Valy(R,e) =
0;
~ oubien R = {(}}, et alors on convient que Val 4 (R, €) =
1.

Remarque 2.11. On verra plus tard qu’on peut construire les
entiers avec

> 0:0,
> 1: {0},
2:{0,{0}},

v

v

n+1:nuU{n},

>

Notation. A la place de Taly(F,e) = 1, on notera Jl,e = F ou
bien Jl = F. On dit que M satisfait F', que J est un modéle de F
(dans l'environnement e), que F' est est vraie dans J(.

Lemme 2.2. La valeur Taly(F,e) ne dépend que de la valeur
de e sur les variables libres de F'.

Preuve. En exercice. O]

Corollaire 2.1. Si F est close, alors Val 4 (F, e) ne dépend pas de
e et on note M = F ou JM [~ F.
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Remarque 2.12. Dans le cas des formules closes, on doit passer
un environnement a cause de V et 4.

Notation. On note Flay,...,a,] pour Taly(F,e) avec e(z)) =
ai,...,e(x,) = a,. Cest une formule a paramétres, mais ce n’est pas
une formule.

Exemple 2.11. Dans £ = {S} ou S est une relation binaire, on
considere deux modeles :

> N |N|=Naveec Sy = {(z,y) | z < y},

> R |R| =R avec Sg = {(z,y) | z <y};
et deux formules

> F=VzVy(Szy— 3z (SxzASzy))),

> G=3JVy(r=yVSzy);

alors on a
NEF REF NEG REG.

En effet, la formule F' représente le fait d’étre un ordre dense, et
G d’avoir un plus petit élément.

Définition 2.18. Dans un langage £, une formule F' est un théo-
réme (logique) si pour toute structure Jl et tout environnement
e,onaJdl,e =F.

Exemple 2.12. Quelques théorémes simples : V-1, et Vexr =z
et méme x = x car on ne demande pas que la formule soit clause.
Dans &, = {e,*,[J"'}, on considére deux formules
> F=VeVyVz((x*(y*xz)=(x*xy)*x2)ANx*xe=e*xx =
sATt(xxt=eANtxz=c¢));
> et G=Ve =Ve Vo (zxe = xx=1)—>e=¢).
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Aucun des deux n’est un théoreme (il n’est vrai que dans les
groupes pour F (c’est méme la définition de groupe) et dans
les monoides pour G (unicité du neutre)), mais F' — G est un
théoreme logique.

Définition 2.19. Soient £ et £’ deux langages. On dit que £’
enrichit £ ou que & est une restriction de £’ si £ C &£.

Dans ce cas, si Jl est une interprétation de &£, et si M’ est une
interprétation de &’ alors on dit que J’ est un enrichissement de
A ou que M est une restriction de M’ ssi |M| = |M'| et chaque
symbole de & a la méme interprétation dans M et Al', i.e. du
point de vue de &, M et A’ sont les mémes.

Exemple 2.13. Avec & = {e,*} et £’ = {e,*,07'} alors &’ est
une extension de &. On considere

> M| =Z enw=0z *u=-+z;

> M |./M,/|:Z ew =0z *xu =4y D/_ﬂ%:idz,

et alors M’ est une extension de L.

Proposition 2.1. Si Jl une interprétation de &£ est un enrichis-
sement de ', une interprétation de &£’, alors pour tout environ-
nement e,

1. sit est un terme de £, alors Val 4 (t,e) = Val y(t,€);

2. si F' est une formule de £ alors Val 4 (F, e) = Valy (F,e).

Preuve. En exercice. [l
Corollaire 2.2. La vérité d’une formule dans une interprétation

ne dépend que de la restriction de cette interprétation au langage
de la formule. O
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Définition 2.20. Deux formules F et G sont équivalentes si F' <>
G est un théoreme logique.

Proposition 2.2. Toute formule est équivalente a une formule
n’utilisant que les connecteurs logiques —, V et 4. 0

Définition 2.21. Soient Ml et N deux interprétations de £.

1. Un £-morphisme de JM est une fonction ¢ : [M| — |N]|
telle que
> pour chaque symbole de constante ¢, on a p(cq) = ¢y ;
> pour chaque symbole f de fonction n-aire, on a

90<fﬂl(a1’ o 7an)) = fN<90<a1)7 <o 7@(0’71» )

> pour chaque symbole R de relation n-aire (autre que
«=»),ona

(a1,...,a,) € Ry ssi (p(ar),...,¢(a,)) € Ry.

> Un £-isomorphisme est un £-morphisme bijectif.

> SiJl et N sont isomorphes s’il existe un £-isomorphisme

de M a N.

Remarque 2.13. 1. On ne dit rien sur « = » car si on impose
la méme condition que pour les autres relations alors né-
cessairement ¢ est injectif.

2. La notion dépend du langage £.
3. Lorsqu’on a deux structures isomorphes, on les confonds,
ce sont les mémes, c’est un renommage.

Exemple 2.14. Avec £ = {0,+, X, —} et &' = Lopn U {1},
et les deux modeles M : Z/3Z et N = Z/127Z, on considere la
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fonction définie (on néglige les cas inintéressants) par p(n) = 4n.

Est-ce que ¢ est un morphisme de Ml dans N 7 Oui... et non. ..
Dans &£ c’est le cas, mais pas dans &’ car p(1) = 4.

Exemple 2.15. Dans &£ = {c, f, R} avec f une fonction binaire,
et R une relation binaire, on considere

> Jl:R,0,+, <;

> N :]0,400[, 1, X, <.
Existe-t-il un morphisme de 4 dans N 7 Oui, il suffit de poser le
morphisme ¢ : x — €*.

Proposition 2.3. La composée de deux morphismes (resp. iso-
morphisme) est un morphisme (resp. un isomorphisme). O

Notation. Si ¢ est un morphisme de 4l dans N et e un environne-

ment de J, alors on note p(e) pour g oe. C’est un environnement de
N.

Lemme 2.3. Soient Jl et N deux interprétations de &£, et ¢ un
morphisme de 4 dans N. Alors pour tout terme t et environne-
ment e, on a

o(TValu(t,e)) = Valy(t, p(e)).
0

Lemme 2.4. Soient Jl et N deux interprétations de &£, et ¢ un
morphisme injectif de Ml dans N. Alors pour toute formule ato-
mique £’ et environnement e, on a

M,e = F ssi N,p(e) EF

Lemme 2.5. Soient Ml et N deux interprétations de &£, et ¢ un
isomorphisme® de Jl dans N. Alors pour toute formule F et
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environnement e, on a

M,e = F ssi N,pe) EF

Corollaire 2.3. Deux interprétations isomorphismes satisfont les
mémes formules closes.

Exercice 2.4. Les groupes Z /A7 et 7./27. x 7./27 sont-ils iso-
morphes ? Non. En effet, les deux formules
> dz(r£eNxxxF£eArx(rxx) #eArx(rx(x*xx)) =e),
> Vr(r*z)=e
ne sont pas vraies dans les deux (pour la premieére, elle est vraie
dans Z /47 mais pas dans (Z/27)? et pour la seconde, c’est I'in-
verse).

Remarque 2.14. La réciproque du corollaire est fausse : deux
interprétations qui satisfont les mémes formules closes ne sont
pas nécessairement isomorphes. Par exemple, avec & = {<}, les
interprétations R et Q) satisfont les mémes formules closes, mais
ne sont pas isomorphes.

Définition 2.22. Soit & un langage, Ml et N deux interprétations
de £. On dit que N est une extension de M (ou A est une sous-
interprétation de N) si les conditions suivants sont satisfaites :
> | S |5
> pour tout symbole de constante ¢, on a cy = cy ;
> pour tout symbole de fonction n-aire f, on a fyu = f/v’
(donc en particulier fy(|/|™) C |AL]|);

> pour tout symbole de relation n-aire R, on a Ry = Ry N
| AL]".

o

5. On utilise ici la surjectivité pour le « 3 ».
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Proposition 2.4. Soient Jl et N deux interprétations de &. Alors
J est isomorphe & une sous-interprétation 4’ de N si et seule-
ment si, il existe un morphisme injectif de 4l dans N .

Exemple 2.16 (Construction de Z a partir de IN). On pose la re-
lation (p,q) ~ (p',q') si p+ ¢ = p’ + q. Cest une relation d’équi-
valence sur IN?. On pose Z := N?/~ (il y a un isomorphisme
IN?/~ — Z par (p,q) — p—q). Est-ce qu'on a N C IN?/~? D’un
point de vue ensembliste, non. Mais, généralement, 1'inclusion si-
gnifie avoir un morphisme injectif de IN dans IN? /~.

Définition 2.23. Une théorie est un ensemble (fini ou pas) de
formules closes. Les éléments de la théorie sont appelés aziomes.

Exemple 2.17. La théorie des groupes est

Tgroupe o= {\V/l' (27 e =ekxkxr = :L‘)’

Ve (zxzt=ena!

Ve VyVz (z* (y*2) = (m*y)*z)}

xxr =e),

dans le langage Z,.

Exemple 2.18. La théorie des ensembles infinis est

Tens infinis -— {EISE (l’ = 'T)a
Jz 3y (z # y),
eIy Iz (zA£yANy#2zAz+#1)

)

dans le langage L.
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Définition 2.24 (Sémantique). > Une interprétation Al satis-
fait T (ou J est un modéle de T), noté M = T, si M
satisfait toutes les formules de T

> Une théorie T' est contradictoire s’il n’existe pas de mo-
dele de T'. Sinon, on dit qu’elle est non-contradictoire, ou
satisfiable, ou satisfaisable.

Exemple 2.19. Les deux théories précédentes, Tgroupes €t Tens infiniss
sont non-contradictoires.

Définition 2.25 (Syntaxique). Soit T une théorie.
> Soit A une formule. On note T F A §’il existe un sous-
ensemble fini 7”7 tel que 7" C T et T' + A.

> On dit que T est consistante si T ¥ 1, sinon T est incon-
sistante.

> On dit que T est compléte (« axiome-compléte ») si T est
consistante et, pour toute formule £ € F, on a T+ F ou
onallF —F.

Exemple 2.20. La théorie des groupes n’est pas complete : par
exemple,
F:=VzVy(xxy=yx*uz)

est parfois vraie, parfois fausse, cela dépend du groupe considéré.

Exemple 2.21. La théorie

T = Th(NN) := {les formules F' vraies dans IN}

est compléte mais pas pratique.

De par le théoreme d’incomplétude de Gédel (c’est un sens diffé-
rent du « complet » défini avant), on montre qu’on ne peut pas
avoir de joli ensemble d’axiomes pour IN.
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Proposition 2.5. Soit 7" une théorie complete.

1. Soit A une formule close. On a T'F —A ssi T ¥ A.

2. Soient A et B des formules closes. OnaT F AvVBssiT - A
ouTF B.

Preuve. > SiTHF=-Aet Tt A, alors il existe T, 7" Cgpy T
tels que T"F —A et T"F A. On a donc T"UT"” + L par :

T+ -A T A
B = Y
T UT'F-A T'UT'FA "

TUT + L

e

On en conclut que T'F 1, absurde car T' supposée complete
donc consistante. On a donc T+ —=A implique T ¥ A.

Réciproquement, si T' ¥ A et T' ¥ — A, alors c’est impossible
car T est complete. On a donc T' ¥ A implique T+ —A.

> SiTF AouTk B, alors par la régle V& ou V¢, on montre
que TH AV B.

Réciproquement, si T AV Bet T ¥ A et T H¥ B alors,
par 1, on a T+ —A et T F —=B. On montre ainsi (en exer-
cice) que T'F =(AVB) d'ou T F L par —.. C’est impossible
car T est complete donc consistante, d'ou T'F AV B im-
plique TH Aou T+ B.

]

2.5 Théoréeme de complétude de Godel.

Théoréeme 2.1 (Complétude de Godel (a double sens)).

Version 1. Soit 7" une théorie et F' une formule close. Ona T + F
ssiT E F.

Version 2. Une théorie T est consistante (syntaxe) ssi elle est
non-contradictoire (sémantique).
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Remarque 2.15. La version 1 se décompose en deux théoremes :

> le théoréme de correction (ce que 'on prouve est vrai)
THF = TEF;
> le théoréme de complétude (ce qui est vrai est prouvable)

T=F — T+F.

Pour la version 2, on peut aussi la décomposer en deux théo-
rémes” :
> la correction, T non-contradictoire implique 1" consistante ;
> la complétude, T consistante implique T non-contradictoire.

Par contraposée, on a aussi qu'une théorie contradictoire est in-
consistante.

Proposition 2.6. Les deux versions du théoreme de correction
sont équivalentes.

Preuve. > D’une part, on montre (par contraposée) « non V2
implique non V1 ». Soit T" non-contradictoire et inconsis-
tante. Il existe un modele M tel que M =T et T+ L. Or,
par définition, M = L donc T" = L.

> D’autre part, on montre « V2 implique V1 ». Soit T et F'
tels que 7'+ F. Ainsi, TU—-F F L, d'ou T'U {=F} est
inconsistante, et d’ou, par la version 2 de la correction, on
a que T'U{—F} contradictoire, donc on n’a pas de modele.
On a alors que, touts les modeles de T sont des modeles de
F, autrement dit T |= F.

]

6. On a une négation dans ce théoreme, donc ce n’est pas syntaxe implique
sémantique pour la correction, mais non sémantique implique non syntaxe.
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Proposition 2.7. Les deux versions du théoreme de complétude
(sens unique) sont équivalentes.

Preuve. > Soit T' contradictoire. Elle n’a pas de modele.
Ainsi, on a T' = L d’ou T F L par la version 1, elle est
donc inconsistante.

> Soit T' = F. Considérons T'U {—=F'} : cette théorie n’a pas
de modele, donc est contradictoire, donc est inconsistante,
et on a donc que TU{-F}+ L douTF F par L..

]

Remarque 2.16 (Attention!). On utilise « = » dans deux sens.

> Dans le sens modéle = formule, on dit qu’une formule est
vraie dans un modele, c’est le sens des mathématiques clas-
siques.

> Dans le sens théorie |= formule, on dit qu’une formule est
vraie dans tous les modeles de la théorie, c’est un sens des
mathématiques plus inhabituel.

2.5.1 Preuve du théoréme de correction.

Exercice 2.5. Montrer que le lemme ci-dessous implique la ver-
sion 1 de la correction.

Lemme 2.6. Soient T" une théorie, M/ un modele et F' une formule
close. Si Ml =T et Tt F alors Ml = F.

Preuve. Comme d’habitude, pour montrer quelque chose sur les
formules closes, on commence par les formules et méme les termes.
On commence par montrer que la substitution dans les termes a
un sens sémantique.
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Lemme 2.7. Soient t et uw des termes et e un environne-
ment. Soient v := t[x := u| et ¢ := e[x := Val(u,e)]. Alors,
TVal(v,e) = TVal(t,e).

Preuve. En exercice. ]
Lemme 2.8. Soit A une formule, ¢ un terme, et e un envi-

ronnement. Si € := e[z := TVal(t,e)] alors M, e = Alx := t]
ssi M, e = A.

Preuve. En exercice. O

On termine la preuve en montrant la proposition ci-dessous. [

Montrons cette proposition plus forte que le lemme.

Proposition 2.8. Soient I' un ensemble de formules et A une for-
mule. Soit 4l une interprétation et soit e un environnement. Si

M,e=T,et I' = Aalors M, e = A.

Preuve. Par induction sur la preuve de I' = A, on montre la
proposition précédente.

> Cas inductif —;. On sait que A est de la forme B — C, et
on montre que de I', B - C' on montre I' - B — C'. Soient
M et e tels que J,e = T. Montrons que Jl,e = B — C.
Il faut donc montrer que si JM,e = B alors Jl,e = C. Si
M, e = B alors M, e =T U{B}. Or, comme I', B - C alors
par hypothese d’induction, on a que M, e = C.

> Cas inductif V. Si A est de la forme Bz := ], alors de
[' - Vx B, on en déduit que I' + B[z := t]. Soit M,e =T
et a := Tal(t,e). Par hypothese de récurrence, on a que
M,e = Vx B donc JM,e[r := a] = B et d’apres le lemme
précédent, on a que JM,e = Blx :=t].

> Les autre cas inductifs sont laissé en exercices.
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> Cas de base ax. Si A € I et M, e =T alors M, e = A.

> Cas de base =;. On a, pour tout Jl, e que M, e =t = t.
[

Cette proposition permet de conclure la preuve du lemme précé-
dent.

2.5.2 Preuve du théoreme de complétude.

On va montrer la version 2, en trois étapes. Soit T une théorie
consistante sur le langage <.

1. On enrichit le langage &£ en £’ avec des constantes, appelées
témoins de Henkin, et qui nous donnerons les éléments de notre
ensemble de base : les termes.

2. Pour définir compléetement le modele, on complete la théorie T
en une théorie Th sur &’.

3. On quotiente pour avoir la vraie égalité dans le modele.

Cette construction est assez similaire a la définition de € comme le
quotient R[X]/(X? + 1).

Proposition 2.9. On peut étendre &£ en £’ et T en T’ consis-
tante telle que, pour toute formule F'(z) de &', ayant pour seule
variable libre z, il existe un symbole de constante cp de &£’ telle
que l'on ait 7" F Jx F(z) — F(cr), d’ou le nom de témoin.

Preuve. On fait la construction « par le bas » :
> Fy=<L;
>Ty=1T,;
> Lpi1 = Ly U{cp | F formule a une variable libre de £, } ;
> Th1=T,U{3z F — F(cp) | F formule de &£,,};
> et enfin &' = U,ew Ln et 77 = Upen Tn-

On commence par montrer quelques lemmes.
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Lemme 2.9. Soient I' un ensemble de formules et A une for-
mule. Soit ¢ un symbole de constante qui n’apparait ni dans I"
ni dans A. SiT'F A[z := ] alors I' - Vz A.

Preuve. Idée de la preuve. On peut supposer que x n’appa-
rait pas dans I', ni dans la preuve de I' - Afz := ¢|, sinon
on renomme x en y dans I'énoncé du lemme. Alors, de la

preuve de I' = Afz := ¢|, on peut déduire une preuve de
['F A(z) en replagant ¢ par z. Avec la régle V;, on en conclut
que I' - Vx A. ]

Lemme 2.10. Pour toute formule F & une variable libre z
sur le langage &/,

T'+ 3z F(x) — Fl(cp).

Preuve. La formule F' a un nombre fini de constantes (car
c’est un mot fini), donc F' est une formule sur &£,, pour un
certain n € N, donc (3z F(z) — F(cr)) € T,y C T O

Il nous reste a montrer que la théorie T” est consistante.

I1 suffit de montrer que tous les T, sont consistantes. En effet, si 7"
est non-consistante, il existe un ensemble fini 77 C T et T" F L.
Comme T fini, il existe un certain n € IN tel que 7”7 C T, et
donc T, F L.

On montre par récurrence sur n que 7T, est consistante.

> On a Ty = T qui est consistante par hypothese.

> Supposons T,, consistante et que 71,1 - L. Alors, il existe
des formules a une variable libre Fi, ..., F}, écrites sur &,
et
T,U{3x F;, = Fi(cp) |1 <i<k}F L.
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Ainsi (exercice)

T, - ( A (GaF - Fi(cFi))) Sl

1<i<k

Les cp, ne sont pas dans 7;, d’ou, d’apres le lemme 2.9, que

T, Yy Yy ... Yy, ( /\ (EIwE- — Fz(yl)>> — 1.

1<i<k
On peut montrer que (théoréme logique)
(*x)  FVy(Aly) = 1)« @y Aly) = 1),

d’ou

On a aussi

(%) - 3y13y2(14(y1)/\14(y2)) “ (ﬂylA(y1)>/\(3y2A(y2)),
et pour y non libre dans A, on a
F3y(A— B) < (A— 3JyB).

On a donc

T, F ( N\ 3z Fi(z) — 3y, Fz(yl))> — L.
1<i<k
Or,
(k%) F A\ Bz Fi(z) = Jy; Fi(y:)).

1<i<k
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On a donc T}, F L, ce qui contredit '’hypothese, d’ou T,
consistante.

En exercice, on pourra montrer les théorémes logiques (%),

(xx), et (3xx).
[

Ensuite, on veut compléter T” en préservant le résultat de la proposi-
tion précédente. On cherche Th (axiome-)complete telle que 77 C Th
et pour toute formule a une variable libre /' de &', on a

Tht 3z F — F(cp).

Faisons le cas dénombrable (sinon, lemme de Zorn) : supposons £’ au
plus dénombrable. Soit (F},),en une énumération des formules closes
de £’. On définit par récurrence
> Ko :=T1";
> si K, est complete, alors K, 1 := K, ;
> si K, n’est pas complet, alors soit le plus petit p € N tel que
l'on ait K, ¥ F, et K, ¥ =F),, et on pose K, 1 = K, U{F,}.

Lemme 2.11. On pose Th := U,en 5. La théorie Th a les pro-
priétés voulues.

Preuve. 1. Ona 7’ C Th.

2. La théorie Th est consistante. En effet, il suffit de montrer
que tous les K, le sont (par les mémes argument que la
preuve précédente). Montrons le par récurrence.

> La théorie Ky = T" est consistante par hypothese.

> Si K,y1 = K, alors K, est consistante par hypo-
these de récurrence.
> Si Kpy = K, U{F,}, et si K,,, F, - L, alors par la
regle —, on a K, = —F), ce qui est faux. Ainsi K, 4,
est consistante.
On en conclut que Th est consistante.
3. La théorie Th est compléte. Sinon, a chaque étape K, 11 =

- 38/78 -



Hugo SALOU — L3 ENS LYON Logique

K, U{F, } et il existe F), telle que Th ¥ F, et Th ¥ —F,.
Ainsi, pour tout n € N, K,, ¥ F, et K, ¥ —F,, d’ou pour
tout n € N, p, < p avec des p,, distincts. C’est absurde,
il n’'y a qu'un nombre fini d’entiers inférieurs a un entier
donné.

]

On construit un quotient avec « = » comme relation d’équivalence,
puis on vérifie que les fonctions et relations sont bien définies (ne
dépendent pas du représentant choisit, comme pour les groupes quo-
tients).

Soit € l'ensemble des termes clos de &', qui n’est pas vide car il
contient les termes c¢,—, (avec la définition de cp ci-avant). On définit
sur € une relation ~, out ~t' ssi Thtt =1+¢.

Exercice 2.6. Montrer que ~ est une relation d’équivalence.

On pose enfin || := €/~. On notera t la casse de t. On définit
Iinterprétation des symboles de &’ :

> si ¢ est une constante, alors cy = c;
> si f est un symbole de fonctions d’arité n,

f/ﬂ(fb e 7t_n) = f(th e )tn)

Lemme 2.12. La définition de dépend pas des représentants choi-
sis, c’est-a-dire si 4; = t1,..., U, = t,, alors

f(tb 000 ,tn) = f(ul, 600 ,un).

Preuve. > On a Th F ¢; = u; pour tout ¢ par hypothese
> donc avec =;, on a Tht f(ty,...,t,) = f(t1,...,tn)
> donc avec =, on a Tht f(uy,....t,) = f(t1,...,tn)
> ...etc. ..
> donc avec =, on a Th - f(u1,...,u,) = f(t1,...,t,)
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I O
[suite de la définition de ’interprétation]

> si R est un symbole de relation d’arité n, on définit

(t_l,...,fn) S R/y[ ssi Th F R(t1,7tn)

Exercice 2.7. Montrer que cette définition de dépend pas des
représentants choisis.

Lemme 2.13. Soit F' une formule & n variables libres et ¢4, ..., %,
des termes clos. Alors, Ml = Fl[ty,...,t,] ssi Th & F[ty,... t,],
ou 'on interprete la formule a parametre dans I'environnement e
avec e(y;) = t; alors M, e = F(y1,-- -, Yn)-

Preuve. Par induction sur F' en supposant que F' n’utilise que —,
V, d comme connecteurs. En effet, on a pour toute formule G, il
existe F' qui n’utilise que =, V, d et F F' <> G, ce qui permet de
conclure directement pour G si le résultat est vrai sur F.

> Pour FF = 1, alors on a Th ¥ 1 car Th consistante et
M = L par définition.

> Pour F' = R(uq,...,un), ou les u; sont des termes non
nécessairement clos et ou uq,...,u,, sont des termes a n
variables x1, ..., z,. On pose

F[tl, 500 ,tn] = R(Ul(tb 000 7tn)7 000 ;um(tla 500 7tn))

v1 Um

ou l'on définit v; := u;(ty,...,t,) qui est clos car les ¢; sont
clos. On veut montrer que

ﬂlZF[El,,En] SSlTh}_F[tl,,tn]
— —_—
R(T)l,...,l_)m) R(vl,...,vm)
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Or, on a I’équivalence JM = R(v1, ..., 0p) ssi (01,...,0;,) €
Ry ssi Th= R(vy,...,v;).
> Pour F' = Fi1V F,, et ty,...,t, sont des termes clos, on veut

montrer que

M= Filty, ...t t
ssi Th - Fl[tl, 500 ,tn] \/Fz[tl,. oo ,tn]

ME R, BV Bl Bl
SSi./M,):Fl[El,..., t
ssi Th = Fl[tl,...,

par hypothese. Ainsi,
— avec VEet V& onaque Th - Fifty, ... t,|VEty, ... ta];
— réciproquement, on utilise le lemme 2.5 car Th est
complete.
> Pour F' = =@, en exercice.
> Si FF=dxG et ty,...,t, des termes clos, on a
~onaJl = 3IxGlty,... 7]
~ ssi il existe t € € tel que M = Glty,. .., 1, 1]
ssi il existe t € € tel que Th = G(ty,...,t,,1)
et donc Th - 3xG(ty, ..., t,, ) avec J;. Réciproquement, si

Th b 32G(t,. .. t,,x)alors Th = G(t1, ..., th, Cae,... tn,2))s
donc il existe un terme t et Th = G(t1,...,t,,1).

]

Lemme 2.14. On a M = Th (et donc M = T).

Preuve. On montre que, pour toute formule F' de Th, on a que
M = F. Pour cela, on utilise le lemme précédent : si F' est close,
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alors

M= F ssiThi= F.

2.5.3 Compacité.

Théoreme 2.2 (Compacité (sémantique)). Une théorie T et
contradictoire ssi elle est finiment contradictoire, i.e. il existe
T’ Cgni T telle que T” est contradictoire.

Preuve. Soit T contradictoire. On utilise le théoréme de complé-
tude. Ainsi T' est inconsistante. Il existe donc 17" Cgqp T avec T7
inconsistante par le théoreme de compacité syntaxique ci-dessous
(qui est trivialement vrai). On applique de nouveau le théoreme
de complétude pour en déduire que 7" est contradictoire. [

Théoreme 2.3 (Compacité (syntaxique)). Une théorie T est in-
consistante ssi elle est finiment inconsistante.

Preuve. Ceci est évident car une preuve est nécessairement finie.

]

L., . théoreme de complétude L., .
verité syntaxique — vérite sémantique

dans une théorie finle ———— dans une théorie finie
théoréme de correction

compacité compacité

syntaxique sémantique

L., . théoréeme de complétude Lo, X
verite syntaxique — verité semantique

dans une théorie infinie ———— dans une théorie infinie
théoréme de correction

Dans la suite de cette sous-section, on étudie des applications du
théoreme de compacité.
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Théoréme 2.4. Si une théorie T' a des modeles finis arbitraire-
ment grands, alors elle a un modele infini. ]

Corollaire 2.4. 11 n’y a pas de théorie des groupes finis i.e. un
ensemble d’axiomes dont les modeéles sont exactement les groupes
finis.

Théoreme 2.5 (Lowenheim-Skolem). Soit T' une théorie dans un
langage & et k un cardinal et kK > card % et K > Vg.” Si T a un
modele infini, alors 7" a un modele de cardinal k.

Exemple 2.22. > Avec T = Th(IN), on a x = card R.
> Avec T'=ZFC, on a k = Ny = card IN.

7. Ici, Ny est le cardinal de IN, on dit donc que « est infini.
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3 L’arithmétique de Peano.

> DEDEKIND (1988) et PEANO (1889) formalisent 1'arithmétique.

> En 1900, David HILBERT, lors du 2eme ICM a Paris, donne un
programme et dont le 2nd probleme est la cohérence de [’arith-
meétique.

> En 1901, RUSSEL donne son paradoxe concernant '« ensemble »
de tous les ensembles.

> En 1930, (Hilbert) est toujours optimiste : « On doit savoir, on
saura! »

La formalisation de I'arithmétique engendre deux questions :

1. est-ce que tout théoréme est prouvable? (> complétude)

2. existe-t-il un algorithme pour décider si un théoreme est prou-
vable ? (> décidabilité)

Le second point est appelé « Entscheidungsproblem », le probleme de
décision, en 1928.

> En 1931, Godel répond NON a ces deux questions.

On a donné plusieurs formalisations des algorithmes :

> en 1930, le A-calcul de Church;
> en 1931-34, les fonctions récursives de Herbrand et Godel ;
> en 1936, les machines de Turing.

On démontre que les trois modeles sont équivalents.

La these de Church—Turing nous convainc qu’il n’existe pas de modele
plus évolué « dans la vraie vie ».
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3.1 Les axiomes.

On définit le langage £y = {(0),(S), ®, ®} o
> (0) est un symbole de constante ;
> (§) est un symbole de fonction unaire;
> @ et ® sont deux symboles de fonctions binaires.

On verra plus tard que I'on peut ajouter une relation binaire <.

Remarque 3.1 (Convention). La structure IN représente la Zo-
structure dans laquelle on interprete les symboles de maniére ha-
bituelle :

> pour ((), c’est 0;

> pour (§), c’est An.n+1 (ie. = v+ 1);

> pour @, ¢’est Anm.n+m;

> pour ®, c’est An m.n X m.

Les axiomes de Peano.

On se place dans le cas égalitaire. L’ensemble P est composé de Py un
ensemble fini d’axiomes (A1-A7) et d'un schéma d’induction (SI).

Trois axiomes pour le successeur :

Al. Vo =(Sz =)

A2. Vz Jy (—(x =0) > = @y)

A3. VaVy (Sz =08y —x=y)

Deux axiomes pour 'addition :

A4. Yz (x (0 =2)

AS. Vo Vy (z® (Qy) = SNz & y))

Deux axiomes pour la multiplication :

A6. Vz (z ®0) =(0)

A7. Vx Vy (x R(Oy)=(z®y) 693:)

Et le schéma d’induction :

SI. Pour toute formule F' de variables libres zq, ..., x,,
- 45/78 -



Hugo SALOU — L3 ENS LYON Logique

Y, - Va, ((F(@,...,:cl,..“,xn)/\Vm (F(z,@1,...,25) HF(@IA,‘T,],...,I"))) — Va F(Lx],...wn)).

Remarque 3.2. > Le schéma est le SI avec hypothese faible,
qui permet de montrer le SI avec hypothese forte. On adopte
la notation Yy < x F(y,x,...,x,) pour

Yy ((Elzz@y:x)—>F(y,:c1,...,xn)).

Le SI avec hypothese forte est :

Yy - Va, ((F(@,,,,,zl,,u,rn)/\v.r ((Vyg.rF(y,.Tl,...,zn)) %F(@m}ml,...,rn))) %VmF(m,ml,...,zno

> L’ensemble &P est non-contradictoire car IN est un modele,
appelé modéle standard.

> On peur remplacer le SI par une nouvelle regle de démons-
tration :

TEF@) Ty (Fly) = F(©S))
['FVz F(z)

rec

Exercice 3.1. Montrer I’équivalence entre SI et la nouvelle regle
rec, 7.e. on peut démontrer les mémes théoremes.

Notation. On note @ le terme (S)- - -(S)(0) pour n € IN.
—_———

n fois

Définition 3.1. Dans une Zy-structure, on dit qu’un élément est
standard s’il est 'interprétation d’un terme @ avec n € IN.

Remarque 3.3. Dans IN (le modele standard), tout élément est
standard.

Théoréeme 3.1. 1l existe des modeles de & non isomorphes a IN.
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Logique

Preuve. 1. Avec le théoreme de Lowenheim-Skolem, il existe

un modele de & de cardinal k pour tout Kk > Ny, et cardIN =
No.

Autre preuve, on considere un symbole de constante ¢ et on
pose & := £y U {c}. On considere la théorie

T:=2U{~(c=@)|neN}

Montrons que 71" a un modele. Par le théoréeme de compacité
de la logique du premier ordre, il suffit de montrer que T
est finiment satisfiable. Soit 7" Cg,; T : par exemple,

T'CPU{-(c=),~(c=@),...,(c=@w)},

et ng > nq,...,nk_1. On construit un modele de T" corres-
pondant a IN ou ¢ est interprété par ny + 1. Ainsi, 7" est
satisfiable et donc 7" aussi avec un modele JL.

Montrons que IN et Ml ne sont pas isomorphes. Par 'ab-
surde, supposons que ¢ : Ml — IN soit un isomorphisme.
Alors v := ¢(cq) satisfait les mémes formules que cy, par
exemple, pour tout n € N, M = —(c = ®). Or, on ne peut
pas avoir IN = =((7) = @) pour tout n € N. Absurde.

]

On a montré que tous les modeles isomorphes & IN n’ont que des
éléments standards.

1

OV V)

Théoreme 3.2. Dans tout modele 4l de 9P,

I’addition est commutative et associative;

la multiplication aussi;

la multiplication est distributive par rapport a I’addition ;
tout élément est régulier pour I'addition :

MEVTVYVz (zBy=2dz—y=2);
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5. tout élément non nul est régulier pour la multiplication :
MEVeYyVz (tz=0Q) Nz Q@y=282) > y=2);

6. la formule suivante définie un ordre total sur Jl compatible
avec + et X :

r<yssidz(xdz=y).

Preuve. On prouve la commutativité de + en trois étapes.
1. On montre P F Vz ((0)®x = z). On utilise le SI avec la
formule F(z) := ((0)®z = ).
> OnaPF QD0 =0 par A4
> On montre P - Vz F(z) = F((S) ), cest a dire :

z (@9r=2) = (©O(O®) =®1)).

On peut le montrer par A5.
Questions/Remarques :

> Pourquoi pas une récurrence normale? On n’est pas
forcément dans IN'!

> Grace au théoréeme de complétude, on peut raisonner
sur les modeles, donc en maths naives.

2. On montre P F VaVy (S)(z®y) = ((S)x)®y. On veut utiliser
le schéma d’induction avec F'(z,y) := (S)(z®y) = (S z)Dy.
Mais ¢a ne marche pas. . .(Pourquoi?)

La bonne formule est F(y,z) :=©Q)(z®y) = (Sz) @ y.
> On montre P F F((), x), c’est a dire

PEOEEOO) =(O2)00-

Ceci est vrai car

o) =©2 = (980
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>Ona@PF Fy,z) = F(S)y,z) car : si S)z ®y) =
(8x) @y, alors

Se(®y) 7 O6(xey) = G(&z)ey) (§)7) = &(Sy).

3. On utilise le ST avec F(z,y) := (x®y = yP®z). D'une part,
ona F(0),y) = (00®y = y® () par 1 et A4d. D’autre part,
silonaz@y=y@azalors (§z) Dy =y @ (S)x) par Ad
et 2. Par le SI, on conclut.

]

Exercice 3.2. Finir la preuve du théoréme.

3.2 Liens entre N et un modéle J( de 99.

Définition 3.2. Si Ml = Py et N = Py et N une sous-interprétation
de JL, on dit que N est un segment initial de 4, ou que A est
une extension finale de W, si pour tous a, b, c € |JM| avec a € |N|
on a :

1. sil |=c<aalorsce|N|;

2. s1b ¢ |N|alors M = a < b.

N J
€ a b

<

Remarque 3.4. > Les points peuvent étre incomparables et
dans JL.
> L’ensemble Py est tres faible, on ne montre méme pas que
@ commute ou que < est une relation d’ordre (c.f. TD).

Théoreme 3.3. Soit M = Py. Alors, le sous-ensemble de Al sui-
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vant est une sous-interprétation de M qui est un segment initial
et qui est isomorphe a IN :

il existe n € IN et a
a € ||| est interprétation
de @ dans Jl

Preuve. 1. Pour tout n € IN, on a Py - =9 ®.
2. Pour tout n,m € N, ona Py - @ S @ = (m + n).

Pour tout n,m € IN, on a Py F @ ® @ = (m x n).

Pour tout n € Ny, on a Py F (@ = (0)).

Pour tout n # m, on a Py - () = @).

Pour tout n € IN (admis), on a

IO

97%|—V;1:(x§@—>(aj:@\/x:@)\/---\/x:@)).

7. Pour tout z,ona Py - Ve (z <@V o < x).

3.3 Les fonctions représentables.

Cette section détaille un outil technique pour montrer le théoreme
d’incomplétude de Godel vu plus tard. On code tout avec des en-
tiers!

Définition 3.3. Soit f : IN?» — IN une fonction totale et F'(zo, ..., z,)
une formule de &,. On dit que F' représente f si, pour tout p-uplet
d’entiers (nq,...,n,) on a :

9°0|—Vy<F(y,@,...,)<—>y:M>.

On dit que f est représentable s’il existe une formule qui la re-
présente.

Un ensemble de p-uplets A C INP est représenté par F(z1,...,x,)
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si pour tout p-uplet d’entiers (nq,...,n,), on a
L. si(ng,...,n,) € Aalors Py = F(ng,...,n,);
2. st (ng,...,n,) & Aalors Py = =F(nq,...,np,).

On dit que A est représentable s’il existe une formule qui le re-
présente.

Exercice 3.3. Montrer qu'un ensemble est représentable ssi sa
fonction indicatrice 1'est.

Exemple 3.1 (Les briques de base des fonctions récursives).

> La fonction nulle f : N — IN, 2 — 0 est représentable par
F(x,21) :== x0 = (0).

> Les fonctions constantes f : N — IN, x — n sont représen-
tables par F(xg,z1) := 9 = @, ou n € IN.

> Les projections m) : N? — N, (x1,..., %) — 2; sont repré-
sentables par F(xg, 21, ...,%,) = Ty = ;.

> La fonction successeur f: IN — N,z — x + 1 est représen-
table par F(xo, 1) := 2o = (§)z1).

> L’addition f : N? — N, (z,y) — z+y est représentable par
F(xg,x1,22) := 29 = 71 D T2.

> La multiplication f: IN* — N, (x,y) — z X y est représen-
table par F(xg,x1,T2) := o = 21 ® 2.

On introduit trois nouvelles opérations.

Récurrence. Soient g(z1,...,1,) et h(zy,...,2,42) des fonctions par-
tielles. On définit la fonction partielle f par :

> f(0, 2, .. xp) = g(T1, .., 2p) 5
> flro+ 1,21, ..., 2p) == h(xo, f(z0, ..., Tp), T1, ..., Tp).
Composition. Soient f1, ..., f, des fonctions partielles de p variables

et g une fonction partielle de n variables. Alors, la fonction
composée g(fi, ..., f,) est définie en (1, ..., x,) ssiles fonctions

fi le sont et g est définie en (fl(:cl, ey X))y ey (T, ,xp)).
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Schéma . Soit f(xy,...x,41) une fonction partielle. Soit

g(x, ... xp) = py. (f(x1,...,2p,y) =0).

Elle est définie en (z1,...,x,) si et seulement s’il existe y tel
que f(zy,...,2p,y) =0 et tous les f(xy,...,z,, x) sont définies
pour < y. Dans ce cas, g(z1, ..., ;) est le plus petit y tel que

flz1, ..., 2p,y) = 0.

Définition 3.4. L’ensemble des fonctions récursives primitives
(resp. récursives) est le plus petit ensemble des fonctions conte-
nant les briques de base et stable par composition et récurrence
(resp. par composition, récurrence et schéma p).

Exemple 3.2. Les fonctions
fx1,20,y) = y° — (21 + 22)y + 2122
et
f(z1, x2) := min(zq, x2)

sont récursives primitives.

Définition 3.5. Une fonction récursive totale est une fonction ré-
cursive définie partout.

Remarque 3.5. > Une fonction récursive primitive est totale.

> Une fonction récursive primitive peut se fabriquer avec un
seul schéma g a la fin (c.f. cours de FDI).

> Rappel. Une fonction f : NP — IN totale est représentée
par la formule F(zo,...,z,) de £y su pour tout p-uplet
d’entiers (ny,...,n,) on a :

@OI—‘V’y(F(y,@,...,)Hy:M).
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> Rappel. Si M = Py alors 'ensemble de |Jl| constitué
de linterprétation des termes standards est une sous-
interprétation de M qui en est un segment initial et qui est
isomorphe a IN.

> Rappel. Une sous-interprétation N est un segment initial
de JM si

~—aeNetbed\N alorsb>a;
—a€Netec<agalorsce N.

N J
@ a b

<

Théoreme 3.4. Toute fonction récursive totale est représentable.

On a déja montré que les briques de base sont représentables. On
montre trois lemmes qui montreront le théoreme ci-dessus.

Lemme 3.1. L’ensemble des fonctions représentables est clos par
composition.

Preuve. Soient fi(z1,...,%p), ..., fu(Z1,...,2,) €t g(z1,...,25)
des fonctions représentées par Fi(xg,...,xp), ..., Fu(zo,... )
et G(zg,...,Gy). On va montrer que h = g(fi,..., fn) est repré-
sentée par

H(x()?”_,xo) = Elyozlyn(G(x()aylaayn>/\ /\ E(yi,ﬂfl,...,Ip)).

1<i<n

En effet, pour tous entiers nq, ... s Mmax(p,n) °
> Po Yy Fi(y, @), ...,0) <y =(fi(ng,...,ny));

> Fo b Yy Glyr, @, @) >y = (g0, ..., 1n)
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Dans tout modele M de Py, pour tout y € |AM|, et tous
ni,...,n, € N on a H(y,ng,...,n,) est vraie ssi il existe
Y1,-..,Y, dans |[M| et pour tout i, Fi(y;,x1,...,7,) est vrai
et G(y,y1,...,yn). Donc, par les hypotheéses précédents, on a
H(y,ni,...,n,) ssiil existe yi,...,y, dans |[Ml| et pour tout i,

yi = fi(ni,....np) et y=g(y1,...,yp), ssi
y=g(fi(n,...,np), ..., fu(na,...,n,))

ssi y = h(ny,...,n,). On conclut

Po -y (H(y,@,...,0) < y=(h(n,...,n,))).
O

Lemme 3.2. Si, a partir d’une fonction représentable totale, on
obtient par schéma p une fonction totale, alors cette fonction est
représentable.

Preuve. Soit g : N?*! — IN une fonction représentable totale, et
soit f : N — IN définie par

fz1, ..., xp) == pxo. (g(a:o, cey Xp) = 0).

Montrons que si f est totale alors elle est représentable. Soit
G(y, xo, - .., xp) qui représente g. Alors, pour tous ny,...,n, on a

Py -y Gy, @, () © 4 = (gl 1)

Considérons la formule
F(y,ni,...,n,) :=G(0,y,21,...,2,)A\Vz < y,=G(0, z, 21, . .., Tp),

ou l'on note Vz < y H pour Vz (Ju-(h=0) Nz2@h=y) = H.
Montrons que F' représente f. Soit M un modele de Py. Soient
ni,...,n, des entiers et y € |[M|. On a F(y,ny,...,n,) vrai ssi
G(0,y,n1,...,n,) vrai et, pour tout z < y, =G(0,z,n1,...,n,)
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est vrai. Montrons que b := f(ny,...,n,) est le seul élément a
satisfaire F'(y,nq,...,n,). On a bien G(0,b,ny,...,n,) par défi-
nition de f et pour tout entier z < b, on a ~G(0, z,nq,...,n,).

Mais, si on a z < b et z n’est pas un entier 7 Ce cas n’existe pas
car la sous-représentation isomorphe a IN est un segment initial,
il n'y a donc que des entiers qui sont inférieurs a b dans |JL]|.
Ainsi, F(b,ny,...,n,). Montrons que b est le seul. Soit y tel que
F(y,n,...,n,). Montrons que y = b.

> Si y est un entier, c’est vrai par définition de b.

> Siy n’est pas un entier, alors y > b. Donc, ¢(y, z1,...,1,) =
Oetb < yavecg(b,xy,...,z,) =0.Ainsi, Vz < y=G(0, 2,21, ..., Tp)
est fausse, et donc F'(y,ny,...,n,) est fausse.

]

Lemme 3.3. L’ensemble des fonctions totales est stable par défi-
nition par récurrence.

Preuve. Soient f, g, h telles que
> f(0,21,...,2p) = g(x1,...,Tp)
> flzo+1,21,...,2p) = h(zo, f(To, ..., 2p), 1, .., Tp)

Soient G, H représentant g et h. On a dans N : y = f(zo,...,z,)
ssi il existe zg, ..., 2z, tel que

> 2o = g(x1,...,Tp)

> 21 = h(0, 20,21, - - ., Tp)

> Zo = h(l, 21, L1y ,xp)

>

> 2z = h(To — 1, 2ug—1, %1, - - - , Tp)

D Y = Zy,
Zut! On ne peut pas écrire Iz - -+ 32z, ! On va utiliser une fonc-
tion qui permet de coder une suite d’entiers dans un couple d’en-
tier (a,b). Interruption de la preuve. [
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Lemme 3.4 (Fonction /3 de Godel). Il existe une fonction § a trois
variables, récursive primitive et représentable, tel que pour tout
p € N et toute suite (ng, ..., n,) € NPT il existe des entiers a et
b tels que pour tout 0 < ¢ < p, on ait (7, a,b) = n;.

Preuve. Soient (aq, ..., a,) une suite d’entiers deux & deux pre-
miers, et (ng,...,n,) une suite d’entiers. Alors il existe b € IN
tel que, pour tout 0 < i < p, b = n; (mod a;) (par le théoreme
Chinois).

Choisissons a et les a; (qui induisent b) 7 On pose a = m!. Alors,
on pose a; := a(i+ 1) + 1 pour tout 0 < i < p. Les a; sont bien
deux a deux premiers. En effet, pour j >4, sic | a; et ¢ | a; avec
¢ premier, alors ¢ | (a; —a;) donc ¢ | a(j —1) et donc ¢ < m, donc
¢ | m. Ainsi, il existe bien b tel que b = n; (mod a;). On définit
ainsi 4(i,a,b) comme le reste de la division de b par a(i + 1) + 1.
La fonction [ est représentée par

B(zo,%,a,b) == 314 b =2, @ S)(a @ (8))) N zs < (S)(z ®(S)1).

On considere B'(zg, x1,22,23) = B(xo,x1,22,23) N Vg <
xog "B(xy, 1, %9, 23). Cette derniére formule représente aussi
[ mais aussi que xo sera un entier standard. l

On reprend la preuve du lemme 3.3.
Preuve. Soient f, g, h telles que
> f(0,21,...,xp) = g(z1, ..., 7))
> flzo+1,21,...,2p) = h(zo, f(20, ..., 2p), 21, .., Tp)

Soient G, H représentant g et h. On a dans N : y = f(zo,..., ;)
ssi il existe zg, ..., 2z, tel que

> 20 = g(x1,...,Tp)
> 21 = h(0, 20, 21, . - ., Tp)
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> 2o = h(l,Zl,LIZ‘l, 500 ,ilj'p>
>
> Zzy = h(.ﬁEo - 172:100717-1'1’ 200 7xp)
D Y = 2y,
ssi
Ja3b |
(320 B'(20,(0), a,b) A G(z0, 21, - - ., Tp))

B'(z,i,a,b)
AVi < xog 3232 | A B'(#',(S)i,a,b)
N H(Z.i,z,x1,...,17p)

AB'(y, o, a,b)

)

est vraie. Montrons que F' représente f.

Soit Jl = Py, et ng,...,n, des entiers et ¢ € |ML|.

> Si ¢ interprete (f(no,...,n,)) alors en choisissant a et

b avec le lemme précédent sur la fonction (5, on a bien
F(c,ng,...,n,).

> Réciproquement, si M = F(d, ), ...,[yp) alors il existe
a,b, zy tels que B'(20,(0), a,b) et G(20,n1,...,n,), et donc
2o = g(ni,...,ny,). Et, pour tout i < ng, il existe r; et s;
tels que

B'(riyi,a,b) A B'(siyi+ 1,a,b) A H(s;,4,75,n1, ..., 0p)

o 0 ~ e s, 2 /
donc r; = f(i,nq,...,n,) grace aux propriétés de B’ et
car r; est un entier naturel, et donc par récurrence d =
f(no, 600 ,np).

]

Ceci conclut la preuve du théoreme 3.4.

Maintenant que 1'on a transformé les fonctions en formules, on va
faire 'opposé. Notre but est de montrer le théoreme suivant : soit
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T une théorie consistante contenant 9y alors 1T est indécidable. La
« partie technique » de l'indécidabilité de Godel est la preuve par
diagonalisation.

3.4 Indécidabilité des théories consistantes conte-
nant 9.

On va coder :
1. les suites d’entiers;
2. les termes;
3. les formules ;
4. les preuves.

Lemme 3.5 (Récursion). Soient p,n € N et
> ki, ...,k IN = IN telles que Vy, Vi, ki(y) < y;
> g: NP — IN;
> h: NPl 3 N

des fonctions récursives primitives (resp. récursives). Alors, la
fonction f : INP*1 — IN définie de la facon suivante est récur-
sive primitive (resp. récursive primitive) :

f0,2q,...,2,) = g(x1,...,2p)

et fly,z1,....2p) = h(y, f(ki(y), @1, 2p)s ooy [(Rn(Y)s @1, oy Tp), T1y oo ).

]
Lemme 3.6 (Définition par cas). Soient Py, ..., P, des ensembles
récursifs primitifs (resp. récursifs) disjoints de N™ et fi,..., fui1

des fonctions récursives primitives (resp. récursives) N — IN
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alors la fonction suivante est récursive primitive (resp. récursive) :

fi(zy, ... xp) si Py(1,...,%m)

fo(z1, ..o xm) si Po(21,. .., %)
flxy, ... xy) =

falze, ..o zm) si Py(x1,..., %)

for1(z1, ..., 2,)  sinon

O

Lemme 3.7 (Définition par cas et récursion). Soient p,n,m € IN,
et

> g:INP - N

> ky,....k,: IN—N

> fi,. .., fn: NPT N

> for1: NP - N
des fonctions récursives primitives (resp. récursives) et Py, ..., P,

des ensembles disjoints de INP récursifs primitifs (resp. récursifs)
alors la fonction suivante est récursive primitive :

f0,z1,...,2p) == g(z1,...,7p)

et

Foly, f(k1(y), @1, - xp), - ooy [k (Y), T1s oo, @), Ty oo, @) 8L Pp(@1, ..., 2p)
frori(@1, ..., 2p)

3.4.1 Codage des suites d’entiers.

Proposition 3.1. Pour tout entier non nul p il existe des fonctions
récursives primitives bijectives ay, : N? — IN et 6;, N
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N telles que la réciproque de a, est ( ;, ..., 3F) et, de plus, si
x> 1etp>2alors Bi(z) < .

Preuve. L’idée est qu’'on utilise la fonction de Cantor (ou I’énu-
mération de Peano) :

(n+m)(n+m+1)

as(n,m) := 5 +n
et on pose
Qi1 (X1, ooy Tpir) 1= (@1, - oy Tp_1, ATy, Tpy1))-
Ainsi,
ap(z1,...,2p) = as(z1, aa(xe, .. .)).

3.4.2 Les termes.

On suppose que 'ensemble des variables est {x; | i € IN}.

Définition 3.6. Le nombre de Godel d'un terme ¢ sur &£, noté ft,
est défini par :

t =(0) alors ft := a3(0,0,0);

t = x, alors fit := az(n+1,0,0);

t = (S)t, alors ft := as(fity,0,1);

t =t @ty alors #t := as(fity, it2, 2) ;

t =t ®ty alors #t := as(fity, fite, 3).

v

v Vv V V

Lemme 3.8. Le codage est injectif.

Preuve. Expliciter la fonction de décodage définie sur 'espace
image. O
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récursif primitif.

cursion donné précédemment :
> si Ba(x) = 0 et B2(x) = 0 alors T(x) =
© ou 93/3;(:6)—1) ;
> si B3(x) = 1 et B2(x) = 0 alors T'(x)
code de (S)t);

det®t);

det®t);
> sinon, T'(z) = 0.

3.4.3 Les formules.

Définition 3.7. On étend - aux formules :

> f(t = t2) = as(fits, it2, 0)
( ) = O‘3(ﬂF707 1)
(F1V Fy) == ag(iF1,1F2,2)

> f

>

> H(Fy A Fy) = as(BF1, tF3, 3)
> H(Fy — Fy) = as(fF1, {5, 4)
> ﬂ(v F) = as(§F, k,5)

> ﬂ( ) = a3(ﬂF?k76)

> ]jJ_ a3(0,0,7).
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Lemme 3.10. Le codage ci-dessus est injectif.

Logique

Lemme 3.9. L’ensemble Term := {fit | ¢ est un terme de £y} est

Preuve. Montrons que la fonction caractéristique 1" de Term est
récursif primitif. On utilise le lemme de définition par cas et ré-

1 (z est le code de

= T(B3(z)) (z est le
> si f3(z) = 2 alors T'(z) = T(B3(x)) - T(53(x)) (z est le code

> si f5(z) = 3 alors T'(z) = T(Bi(z))-T(53(x)) (z est le code
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Lemme 3.11. L’ensemble Form := {#F | F formule de &y} est
récursif primitif. O

3.4.4 Opérations sur les formules.

Lemme 3.12. Les ensembles suivants sont récursifs primitifs :

0o := {(#t,n) | t est un terme et xz,, n’a pas d’occurrence dans ¢}
01 := {(8t,n) | t est un terme et x, a une occurrence dans ¢}

oo := {(§F,n) | F est une formule et x,, n’a pas d’occurrence dans F'}

o1 :={(tF,n) | F est une formule et z,, n’a pas d’occurrence libre dans F'}
@2 := {(§F,n) | F est une formule et x,, n’a pas d’occurrence liée dans F'}
@3 := {(tF,n) | F est une formule et z,, a une occurrence libre dans F'}

¢4 :={(tF,n) | F est une formule et z,, a une occurrence liée dans F'}
@5 := {#F | F est une formule close }

v VvV VvV VvV VvV V VvV V

Preuve. On montre le résultat pour 6y (le reste en exercice). On
définit la fonction caractéristique de 6y, notée go(z,y), par (en
utilisant le lemme de définition par cas et récursion) :

> si B5(x) = B5(x) =0 et B3(x) — 1 # y alors go(a,y) == 1;
> si B3(x) = Let B3(x) = 0 alors go(,y) := go(B3(v), )

> si B3(x) = 2 ou 3alors go(z,y) := go(B2(x),y)xg0(B2(x),y) ;
> sinon, go(z,y) := 0.

]

Lemme 3.13 (Substitutions). Il existe des fonctions récursives pri-
mitives Subst; et Subst; a trois variables telles que, si ¢t t u sont
des termes, et si G est une formule, alors pour tout entier n,

> Substy(n, it, fu) = f(u[x, = t])
> Subste(n, it, 1F) := §(F[z, = t]).

Preuve. On définit Subst; par cas/récursion. Pour (n,y,z), on
a:

> si B3(x) = 0 alors
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si B2(x) = n + 1 alors Subst(n,y, z) := v,
— sinon Substy(n,y,x) := x;
> si B5(x) = 1 alors Substy(n, y, x) := asz(Subst(n,y, f3(x)),0,1);
> si B3(z) =1 alors
Subst(n, y, z) := ag(Substy(n,y, Bi(z)), Substy(n,y, 53(z)), B83(z)) ;
> sinon Substy(n,y, z) := 0.
Puis, on définit Subst; par :

si B3(z) = 0 alors Substg(n, y, z) = ag(Substy(n, y, 83 (2))), Subst; (n, y, 83 (=), 0) ;

si Eg(z) = 1 alors Subst¢(n,y, ) = az(Substs(n, y, ,Bé (z)),0,1);

si B3 () = 2,3, ou 4 alors Subst(n, y, ) = az(Subst¢(n, y, B3 (z)), Subste(n, y, B3 (2)), B3 () ;
si ﬂg(m) = 5 ou 6 alors

v v Vv Vv

— si Bg(z) = n et x, est liée dans F donc Subst¢(n,y,z) := x;

— sinon donc Substg(n, y, ) := az(Subst¢(n, y, B3 (x)), B3 (z), B3 (x)) ;
> si Bg(z) = 7 alors Subst¢(n,z,y) ==z ;
> sinon, Subst¢(n,z,y) := 0.

3.4.5 Codage des preuves.

On code un contexte comme des suites finies, i.e. des listes, de for-
mules (c’est plus facile que pour les ensembles).

Définition 3.8. On définit le codage par :
> #[]:=0;
> H(EF ::T) =1+ a(T, #F).

Lemme 3.14. Le décodage est unique. ]

Lemme 3.15. La substitution d’une formule dans un contexte est
récursif primitif. Tester si une variable est libre (resp. liée) dans
un contexte est récursif primitif. [

3.4.6 Codage des preuves en déduction naturelle.

Remarque 3.6. Le contexte de la conclusion et des prémisses est

- 63/78 -



Hugo SALOU — L3 ENS LYON Logique

le méme sauf pour

T A I''A+B AFE L
———— aff — i
IBFA '-A— B I'--A
-AF L
_ 1. ax
r'-A A

On peut toujours déterminer le contexte du haut a partir du bas
donc donner le contexte de la racine suffit. Une preuve est donc
finalement un contexte et un arbre de dérivation ou les nceuds
sont étiquetés par une formule et un numéro de regle.

Exemple 3.3. La preuve

ax ax ax ax
A AF A —A AF-A A LLAFA Ao LLAFAS L

il e

€

~AAFL Ao LAFL
—AFA L AsLlF-A
F-oA— (A= 1) I—(A—>J_)—>—|A/\I

F-A+ (A= 1)

peut étre codée par ’arbre suivant avec le contexte [ ] a la racine :
@4
3, L
(2-4)

@,ﬁA—>(A—>J_D @,(A—>J_)—>J_A)

@,—'A<—>(A—>LD
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Définition 3.9. On numérote

> flax :=0

> ﬂ_‘e =1

> foy =2

> 2e=3
> =4
> fAe :=5

> #A; =6

> etc.

Définition 3.10 (Nombre de Godel des preuves). > Si D* est
un arbre de preuve a un seul nceud étiqueté par la formule

F et la regle n alors $D* := ag(n, {F,0).
> Si D* est un arbre de preuve dont la racine est étiquetée

par la formule F' et la régle n a k prémisses avec les sous
arbres D7, ..., Dy

D; - D
regle n
F

alors §D* := az(n, tF, ap(§D%, ..., 4D5) + 1).
On pose ensuite §D := a(§D*, #I") pour une preuve D.

Lemme 3.16. C’est un code injectif.

Lemme 3.17. L’ensemble Preuve := {#D | D est une preuve} est
récursif primitif.

3.4.7 Théories (in)décidables.

Définition 3.11. Un ensemble A de formules est un ensemble
d’aziomes de la théorie T'si AT et T - A.
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Définition 3.12. Une théorie T sur &, a un ensemble d’axiomes
Axp récursif si 'ensemble des numéros de formules de Axp est
récursif.

Remarque 3.7. Si Axr est fini, alors il est récursif (exemple :
Po).

Lemme 3.18. L’ensemble des axiomes de Peano %P est récursif.

Preuve. Il suffit de montrer que l’ensemble des axiomes du
schéma de récurrence est récursif. On définit

Ap =V --- vxn<(F(O,z17 o) Az (F(20, ..., Tn) = F(S)To, 21, - . - ;rn))) — Vo F(xo, . .. rn)))

Idée pour décider si N est le code d'une formule Ap :
1. décoder pour trouver n et F';
2. calculer §Ap et vérifier si c’est V.
]

Proposition 3.2. Si une théorie T a un ensemble d’axiomes Axr
alors I’ensemble

Demy = { (4D, 4F) | D est une preuve de F dans T avec Axr }.

Preuve. L’idée de la preuve est la suivante :

1. décider = et y;

2. vérifier que x est une preuve et y une formule;
3. vérifier que D est une preuve de F';
4

. vérifier que le contexte final ne contient que des éléments

de AXT o

]

Dans la suite, on prend & D &,.
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Définition 3.13. Une théorie est décidable si I’ensemble de ses
théoremes est récursif.

Remarque 3.8 (Rappel). Une théorie est consistante si elle a un
modele.

Théoreme 3.5. Soit T" une théorie consistante contenant 9.
Alors, T est indécidable.

Preuve. On suppose que T est décidable et on construit par dia-
gonalisation une formule F telle que T'+ F et T+ —F'. Soit

0 :={(m,n) | m=14(F(n) et T+ F(@)}
L’ensemble T est décidable donc T aussi. On pose
B:={neN|(nn) g0},

qui est récursif.

D’apres le théoréme de représentation, il existe une formule G(x)
représentant B :
>neB = PFG@) donc T+ G(@);
>ngB = Pk -G(@) donc T+ ~G(®).
Soit a = #(G(x)). Est-ce que a € B?
>Onaa€B < (a,0)¢0 <— T G@).Or,siac B
alors, par définition de G, on a T'+ G(@). Absurde !
>Onaa¢ B <= (a,a) €0 < TFG@).Or,sia ¢ B
alors, par définition de G, on a T' + =G(@). Donc T" non
consistante. Absurde !
O

Exemple 3.4 (Application du théoréme). La théorie T = Th(IN)
est indécidable.
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Exemple 3.5 (Quelques théories décidables). > Les ordres denses
sans extrémités (la théorie linéaire des rationnels) est une
théorie décidable.

> Les corps réels clos (théoréme de Tarski) est une théorie
décidable.

> L’arithmétique de Presburger (la théorie linéaire des en-
tiers) est une théorie décidable.

> Pour chaque p, les corps algébriquement clos de caractéris-
tique p est une théorie décidable.

On peut donc répondre a I’Entscheidungsproblem, le probleme de
décision.

Théoreme 3.6 (Church, indécidabilité du calcul des prédicats). Si
£ O %y, 'ensemble T' des théoremes logiques sur &£ n’est pas
récursif.

Preuve. Soit Ty I'ensemble des théoremes logiques sur Zy. Soit
G la conjonction des axiomes de Py. Pour toute formule F', on
a Py b FssiTy b (G — F). Donc, si Ty est récursif alors Py
est décidable. Donc, si T' est récursif, alors Ty aussi. Donc P est
décidable, absurde. O

3.5 Théoréemes d’'incomplétude de Godel

Théoreme 3.7 (Premier théoreme d'incomplétude de Godel). Soit
T une théorie qui a un ensemble d’axiomes récursifs, et qui
est consistante, et qui contient %P,. Alors, T' n’est pas axiome-
complete.

Preuve. Une théorie qui a un ensemble d’axiomes récursifs et qui
est complete, est décidable, ce qui est faux.

En effet, pour F' une formule, comment déterminer (algorithmi-
quement) su 7' F'? On énumere toutes les preuves jusqu’a en
trouver une de F' ou de —F. [l
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Corollaire 3.1. La théorie P n’est pas complete.

Question.
Peut-on exhiber une formule F telle que Tt/ F et Tt/ —F ?

On va construire F' qui « dit » que T est consistante.

Définition 3.14. On pose :

> Demp := { (4D, 4F) | D preuve de F dans T} ;
> Demg, := { (#D,#F) | D preuve de F' dans P }.

Proposition 3.3. > Ces ensembles sont récursifs donc repré-
sentés par Fp et Fg,.
> La fonction neg : N — N, 4F — #(=F) = a3(#F,0,1) est
récursive et représentée par Feg(2o, 1) :

VneN, Pk Vo (Freg(z,®) <> = = (neg(n))).

Définition 3.15. On pose

COh(T) = _Ell‘() tee 3[E3 (FT(JI(), 1'2) A FT(I’l, 1’3) A Fneg(l‘g, .173))

Remarque 3.9. La fonction Coh n’est pas completement définie,
car elle dépend du choix de Frr et de Fje.

Proposition 3.4. La théorie T est consistante ssi N = Coh(T').

Remarque 3.10. On pourrait avoir 4l = T, avec T consistante
et Jl = —Coh(T). En effet, il suffit que zy, x1, x2, 3 ne soient pas
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I des entiers standards.

Théoreme 3.8 (Second théoréme d’'incomplétude de Godel). Soit
T une théorie consistante, axiome-récursive, et contenant 9.

Alors, T't/ Coh(T).

Remarque 3.11. SiIN |= T, ce théoréeme implique le ler théoreme
d’incomplétude car N & =Coh(7"), donc T' = —Coh(T') et donc

T incomplete.

Dans le cas général, ce n’est pas vrai : T'U {—Coh(T")} est une
théorie consistante. Par exemple, P U{—~Coh(%)} est consistante
mais IN n’en est pas un modele.

Définition 3.16. L’ensemble X est le plus petit ensemble de for-
mules contenant &£, qui

> contient les formules sans quantificateurs ;

> est clos par A, V, d;

> est clos par quantification universelle bornée, i.e. si F' € X
alors
(VUO (UQ < 1)1) — F) € .

Exemple 3.6. Les relations « n | m » et « m est premier »
peuvent s’exprimer avec des formules de .

Lemme 3.19 (Représentation (bis)). Toute fonction récursive to-
tale est représentable par une formule de X.

Preuve. Les formules que 'on construit dans le lemme 3.3 sont
des formules de 3. ]

Lemme 3.20. Il existe des formules Fr et Fg, qui satisfont :
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1. - VUO VUl ngo(’l)o, Ul) — FT(’U(), U1> :
2. Fp et Fg, sont dans X;
3. si F est une formule close de X alors

PE(F — 3z Fg,(z1,4F)).

Preuve. 1. Il suffit de remplacer F;r par par FrV Fg,.

2. C’est une conséquence du lemme précédent.

3. On va le montrer pour une théorie % contenant P, et
conséquence de P mais, a priori, plus faible que &. Puis,
on 'admet pour P, et on admet que P F P;. On a le
montrer par la proposition suivante.

]

Proposition 3.5. Soit F' une formule close sur ¥, dans X. Alors,
N ): F— E|{L’1 ngo(ilfl,ﬁF).

Preuve. > Si F est fausse, c¢’est montré.

> Si IN |- F, il faut montrer que F' a une preuve dans Py, i.e.
que tout modele M = Py, on a M = F i.e. que dans tout
extension finale Ml de N alors Ml = F, pour cela il suffit de

montrer le lemme suivant.

]

Lemme 3.21. Soient N une Zy-structure et 4 une extension
finale de V. Soient F(zy,...,z,) € ¥ et ay,...,a, € N. Alors,
N = F(ay,...,a,) implique M = F(ay,...,ap,).

Preuve. Par induction sur F(zy,...,z,) € X. O

On termine la preuve du point 3.
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Preuve. On pose
P =Py U{F — 3z Fr(x,4F) | F formule close de ¥ }.

On a montré que N | 2. On admet que P + P, donc T +
P. n

Lemme 3.22 (Cceur du 2nd théoréme d'incomplétude). Soit T" une
théorie consistante, axiome-récursive, et contenant %y. Alors, T' I/
Coh(T).

Preuve. > Soit ¢ : N — IN définie par n = §F(xg) —
tF (@) = 4F(#F(x0))). Cest la formule appliquée a elle-
meéme. La fonction g est primitive récursive, donc représen-
tée par une formule G(z,y) telle que

VneN, P+ VeG(z,@) <z =(g(n)).

> On considere la formule « il existe une preuve de xg appli-
quée a elle-méme » :

S(ZEQ) = EL’El Ell’g FT(ZL'l,ZEQ) A G(I’Q, I’O).

> On pose a = f—e(xg), « il n'existe pas de preuve de zg
appliquée a elle-méme ».

> On pose b := g(a) = (@), « il n’existe pas du preuve
du fait qu’il n’existe pas de preuve de z( appliquée a elle-
méme ».

> Dans Py, on a Vo, G(x2,@) < 22 = (D)

> Par définition, (@) est 3z Jzo Fr(z1, 22) A G(zo, @). « 11
existe une preuve du fait qu’il n’existe pas de preuve de
nous-méme ». Dans Py, (@) est équivalent a Iz, Fr(z1,(H))A
G((b)), ce qui est équivalent a Iy Fr(xq,(h)) car b = g(a)
(x). Ainsi, on a « (@) ssi il y a une preuve de —e(@) »

Voici le paradoxe :
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> Prouvons que T+ Coh(T) — —e(@). Il suffit de montrer
que P F (@) — —Coh(T). Soit T} := P, U{e(@)}. Alors
Ty F Juy Fr(vy, (D)) et b = §—e(@) On a donc une preuve de
e(@) et une preuve de —e(@), donc de =Coh(T').

> On va montrer que T —¢(@) meéne a un paradoxe. Si c’est
vrai, soit C' le numéro d’une preuve de —e(@) dans 7. Alors,
Po F Fr(©,(b)). D'ot, avec (%), Py F (@) impossible car
T consistante. Donc Tt/ =e(@) et donc Tt Coh(T').

]
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