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1 Introduction aux catégories.

Définition 1.1. Une catégorie C est la donnée de
> une collection Cy = obj(C) « d’objets »,
> une collection C; « de fleches ».
> d’une loi de composition o., ou o, qui est associative et
unitaire.

Une fléche f est muni d'un domaine dom(f) et d'un codo-
maine cod(f).

On dit que (fi, ..., f,) est dit composable si cod(f;) = dom(fi11),
pour i € [1,n — 1].

On dit qu’elle est associative si pour tout (f, g, h) composable on
a

(hog)of=ho(go f).

On dit qu’elle est unitaire si, pour tout objet X, on a une fleche
1y =idy telle que, pour (f,1x) et (1x,gx) composables, on ait

folx=f et lxog=gy.

On appelle Hom(X,Y) la collection des f vérifiant dom(f) = X
et cod(f) =Y.

Exemple 1.1. > La catégorie Set est la catégories des en-
sembles, ou les fleches sont des fonctions muni de la com-
position usuelle fog =z~ f(g(z)).

> La catégorie Grp est la catégorie des groupes, ot les fleches
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correspond aux morphismes de groupes muni de la loi de
composition usuelle.

> La catégorie Ann est la catégorie des anneaux, ou les fleches
correspond aux morphismes de anneaux muni de la loi de
composition usuelle.

> La catégorie Co est la catégorie des corps, ou les fleches
correspond aux morphismes de anneaux.

> La catégorie Vectyi est la catégorie des K-espaces vecto-
riels, ou les fleches correspond aux applications linéaires.

> La catégorie Top est la catégorie des corps, ou les fleches
correspond aux fonctions continues.

Dans les exemples ci-dessus, les fleches sont des fonctions. Mais, ce
n’est pas forcément le cas! On définit ci-dessous une catégorie ou les
fleches ne sont pas des fonctions, il n’y a pas de sens a « évaluer » une
fleche dans les catégories.

Définition 1.2. Soit < un ordre partiel sur un ensemble X. On
appelle Poset(X) la catégorie suivante :

> les objets sont les éléments de X ;
> les fleches sont définies par : si X <Y, alors

Hom(X,Y) = {uxy};

> la loi de composition est : uy 7z o uxy = ux z.

1.1 Propriétés des morphismes.

Définition 1.3 (Isomorphisme). Deux objets = et y sont dits iso-

morphes dans une catégorie C si on dispose de x ER yety Lz
telles que go f = 1x et fog = 1y. On note ainsi z = y.

Exemple 1.2. Dans Set, X et Y sont isomorphes si on dispose
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d’une bijection entre X et Y.

Dans Top, X et Y sont isomorphes s’il existe f : X — Y bijective
et bicontinue (continue et réciproque f~! continue).

Définition 1.4 (Monomorphisme). On dit que Y Ly 7 est un mo-
nomorphisme si, pour tout (g, f) et (h, f) composables, on a

fog=foh = g=h.

h
x v,z
\g/r

Proposition 1.1. Dans Set, les monomorphismes correspondent
aux fonctions injectives.

Preuve. Soit f : Y — Z un monomorphisme. Soient x et y tels
que f(z) = f(y). On considere X = {x}, et on pose g : * — x et
h:x—y,et fog= foh,dou f=~hetdoncz=y.

L’autre sens est laissé en exercice. OJ

Définition 1.5. Une fleche f est dit un épimorphisme si
gof=hof = g=h

h
x Loy 7,7z
~7 o

Proposition 1.2. Dans Set, un épimorphisme correspond a une
surjection.
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Preuve. Laissé comme exercice au lecteur. OJ

Définition 1.6. Un objet X est dit initial si, pour tout objet Y,
la collection Hom (X, Y") ne contient qu'un seul élément.

Exemple 1.3. > Dans Set, I'ensemble vide ) est initial.
> Dans Grp, le groupe trivial {1} est initial.
> Dans Vecty, 'espace vectoriel trivial (0) est initial.
> Dans Co, il n'y a pas d’objet initial.

Proposition 1.3. Si X est initial, alors Hom(X, X) = {1x}. Les
objets initiaux sont uniques a isomorphismes pres.

Preuve. Soient X et Y deux objets initiaux. Ainsi, Hom(X,Y) =
{f} et Hom(Y,X) = {g} ainsi fog =1y et go f = 1y, d'on
XY. ]

Définition 1.7. Un objet X est final ou terminal si pour tout
objet Y, Hom(Y, X) est un singleton.

Proposition 1.4. Les objets terminaux sont uniques a isomor-
phisme pres.

Preuve. Laissé comme exercice au lecteur. O]
Exemple 1.4. > Dans Set, les éléments finaux sont les sin-
gletons.

> Dans Grp, I’élément final est le groupe trivial 1, a isomor-
phisme pres.

Définition 1.8. Soient C et D deux catégories. On dit que F est
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un foncteur de C vers D, qu’on note f : C — D la donnée

> d’une correspondance de la collection Cy vers Dy :

FIOO—>D0
X — F(X),

> d’une collection de correspondances indexées par les (X,Y)
de C:

Hom(X,Y) — Hom(F(X), F(Y)
(u: X =>Y)— (F(u): F(X) = F(Y)),

qui vérifie les conditions

1. pour tout objet X de C, on a F(idyx) = idp(x),
2. pour tous morphismes u: X - Y etov:Y — Z, on a

F(vou)=F(v)o F(u).

vou

/\

X 5y 57

Remarque 1.1. Si F': C' — D est un foncteur, et f: X — Y est
un isomorphisme, alors F'(f) est aussi un isomorphisme.

Définition 1.9. Soient C, D et E trois catégories. Soient F' : C —
D et G : D — E deux foncteurs. On appelle composée G o F la
fonction C — E qui,

> a tout objet X de C, associe G(F(X));

> et a tout morphisme u : X — Y, associe G(F(u)) :

G(F(X)) = G(F(Y)).

En effet, pour tout objet X de C, on a G(F'(idx)) = G(idp(x)) =
idg(r(x)). Et, pour tous morphismes u : X — Y etv:Y — Z,
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on a

G(F(vou)) = G(F(v) o F(u)) = G(F(v)) o G(F(u)).

Exemple 1.5.
Foncteurs d’oublis de structure. Soit Top la catégorie des espaces
topologiques. Notons
> les objets de Top, (X,0(X));
> les morphismes de Top, (X,0(X)) ER (Y,0(Y)) avec f :
X —=Yet ff1:6(X)—06(Y);
Le foncteur d’oubli U : Top — Ens est définit comme suit :
> U(X,06(X))) = X pour tout objet (X,06(X)) de Top;
> Uf: (X,6(X)) = (Y,0(Y))) = (f : X = Y) pour tout
morphisme de Top.
Les fonctions croissantes entre deux catégories posétales sont des
foncteurs. Soient (X, <) et (Y, <) deux catégories posétales et

f une application croissante de (X, <) vers (Y, <). Pour tous
éléments x,y de (X, <) tels que x <y, on a f(z) < f(y).

Notons Hom(z,y) = {u,,}. Dire que f(z) < f(y) si x <y; cest
se donner une application ., — Us(@),f()- On a
fida) = f(tes) = Us(@).s@) = idfx)-

Sion a ug, et u, ., alors u, ., c’est-a-dire

f(Uaz) = Up@) f(z) = F(Uyz 0 Uay) = Us(y),£(2) © Us(a).f(w)-

Définition 1.10. Soient C une catégorie, on définit la catégorie
opposée de C, qu’on note C°P. C’est la catégorie dont les objets
sont ceux des C, et les morphismes de la forme suivante [P :
Y — X avec f: X — Y un morphisme de C.

La loi de composition est fPog® : 7 — X avec g: Y — Z et
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f:X—=>Y.

x 1,y X e ¥
foPogP=(gof)°P
Z Z
Exemple 1.6. > Foncteur contravariant. Soient C et D deux

catégories. On dit que F' est un foncteur contravariant de
C vers D g’il est la donnée

— d’une correspondance Cy — Dg; X — F(X);
— d’'une collection de correspondances

Hom(X,Y) — Hom(F(X), F(Y))
(u: X =>Y)— (F(u): F(Y) = F(X)),
pour tous objets X, Y de C, tels que
« pour tout objet X de C, F(idx) = idp(x);

e pour tous morphismes v : X - Yetv:Y — Z,
on ait F(vou) = F(u) o F(v).

Remarque 1.2. Un foncteur contravariant F' : C — D est un
foncteur F': C°? — D ou F' : C — D°P.

Exemple 1.7. 1. Un foncteur de dualité de la catégorie Vecty.
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Soit (—)* définie comme suit

(—)* : (Vectk)o — (Vectk)o
V +— V* = Homgk (V, K)

ot Homg (V, W) est 'ensemble des applications K-linéaires

de V vers W.

Montrons que (—)* est un foncteur contravariant. Soit X
un K espace vectoriel. Ainsi, (idy)*

On définit 'application

(—)t : (Vect]K)l — (Vect]K)l
Yu: W* — U* )

(u:V—>W)+—><
a —aou

|4
lu Y()j:tu(a) .

W —- K
Soient u et v deux applications K-linéaires.

X —25Y

lv.

Z
Montrons que *(vowu) =*uo'v. On a

‘(vou):a— aocvou=(aov)ou

= "u(a o)

= "u("v(a))

donc on a bien (v ou) = "u o tv.
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Définition 1.11. On dit qu'une catégorie C est localement petite
si, pour tous objets X et Y de C, la collection des morphismes
entre X et Y forme un ensemble qu’on va noter Homg(X,Y).

On dit qu'ne catégorie est petite si la collection des objets Cy et
des morphismes C'; forment des ensembles.

Exemple 1.8. Les catégories Grp, Top, Ens, Vecti et Ann sont
localement petites.

Les catégories posétales, et les topologies munies de l'inclusion
sont des catégories petites.

Exemple 1.9. Soit C une catégorie localement petite. Pour tout
objet Y de C, on pose

Homg(—,Y) : C? — Ens

le foncteur défini par :
> Hom(—, X)(Y) = Homg(X,Y);

notations!
7\

> Hom(—,Y)(f) :ﬁom(f,Y) =—o fpour f: A— B.

Définition 1.12 (Rappel : isomorphismes de catégories). Pour un
foncteur f : C — D, on dit que F est un isomorphisme de
catégories s'il existe G : D — C un foncteur tel que F' o G = idp
et GoI' = ldc

La notion d’égalité de foncteurs est trop stricte. On définit donc la
notion de transformation naturelle.

Définition 1.13. Soient C et D deux catégories. Soient F' et G
deux foncteurs de C vers D.
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On appelle transformation naturelle n de F' vers G, que 'on note
n: F = G, une famille de morphismes (4 : F(A) = G(A)) acc
tel que, quel que soit f : A — B dans C, le diagramme suivant
commute :

Fa) 22 p(B)
aa) 2% q(B)

On dit alors que n est un isomorphisme naturel si, quel que soit
A € C, ny soit un isomorphisme.

Si F' et GG sont contravariants, on a les mémes définitions en re-
tournant les fleches horizontales.

Exemple 1.10. On construit des foncteurs Ann — Grp.
1. On définit le foncteur

(—=)*: Ann — Grp
Ar— A* = {a € A| ainversible}
(f:tA=B)r— "= fla: A = B*.

2. On définit ensuite le second foncteur, pour n € IN* fixé

GL, : Ann — Grp
A+— GL,A
GL,(A) — GL,(B) )

(f: A= B)— ( (Mig)ig = (f(mig))i;

On pourra démontrer que les deux applications ci-dessus sont des
foncteurs.
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De plus, in définit, pour tout anneau A,
dgt : GL,(A) — A*
M— dgt M.

Si f: A— B, alors le diagramme

GL,(4) &9 qL,(B)

ldet A ldet B

A —L B>

commute. En effet, soit M = (m;;);; € GL,(A), alors

det ((f(mig))iy) = f*(det M).

Ainsi, det : GL,, — (—)* est une transformation naturelle.

Remarque 1.3. 1. Les transformations naturelles se com-
posent. Si C et D sont deux catégories, F,G,H : C — D
trois foncteurs, et deux transformations naturelles n : F' =
G et e : G = H, alors on pose (e0n)4 = €4 0n4. Alors,
eon: G = H est une transformation naturelle. En effet, si
f: A— B est dans C, alors le diagramme . ..commute.

2. Si F: C — D est un foncteur, alors on définit 17 : F' = F,
avec <1F)A = idF(A).

Définition 1.14. Soit F' : C — D un foncteur entre deux catégo-
ries C et D. On dit que F' est une équivalence de catégories s’il
existe G : D — C et deux isomorphismes naturels

>n:FoG=idp;
> e:GoF = idc.

On appelle dans cas G un quasi inverse de F.
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Si F' est un isomorphisme de catégories, alors F' est une équiva-
lence (1ig, : F o F~! = idg).

Exemple 1.11 (bidualité). Soit fdVectk la catégorie des K-
espaces vectoriels de dimension finie.

On définit le foncteur bidual (—)"V = Hom(—, K) o Hom(—, K).
> Pour A € (fdVect), on a :

A" = Hom(Hom(A, K), K).
> Pour (f : A — B) une application linéaire, alors

Y Hom(Hom(A, K), K) — Hom(Hom(B, ), K)
pr— o(=of).

Si E € fdVecty, alors on définit

evalg : B — E™

zr— (f = f(z)).

Soit F un espace vectoriel de dimension finie. Montrons que evalg
est un isomorphisme.

> anjectivité. Si evalg(z) = 0 alors Vf € EY, f(z) = 0. Si

x # 0, alors il existe H tel que E = H @ () et il existe

v € EY tel que p(z) = 1. D’ou, = 0 et evalg est injective.

> dimension. De plus, dim £ = dim £V donc evalg est un
isomorphisme.

Soit f : ' — F une forme linéaire. Le diagramme

E—f ,F

leval E leval F

EVV f } FVV
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| commute. Ainsi (—)"V est équivalent & 1qvecty -

1.2 Caractérisation de I’équivalence.

Définition 1.15. Soit F' : C — D un foncteur, ou C et D sont
deux catégories. On dit que

> F est fidéele si 'application

Hom(A, B) — Hom(F(A), F(B))
fr— F(f)

est injective, quels que soient A et B ;
> F' est plein si I'application

Hom(A, B) — Hom(F(A), F(B))
fr— F(f)

est surjective, quels que soient A et B';
> F est pleinement fidéle si F' est plein et fidele;

> Fest essentiellement surjectif si, pour tout Y € D, il existe
X € C tel que F(X) et Y sont isomorphes dans D.

Proposition 1.5. Soient F': C — D et G : D — E des foncteurs.

1. Si G o F est fidele, alors F' est fidele.
2. Si G o F est plein et F' est fidele, alors G est plein.

Preuve. Complétée plus tard. .. O

Théoreme 1.1. Soient C et D deux catégories. Un foncteur F :
C — D est une équivalence ssi F' est pleinement fidele et essen-
tiellement surjective.

Preuve. > « = » Soit ' : C — D une équivalence. On
dispose d'un quasi-inverse G : D — C et de deux isomor-
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phismes naturels n: Go F = lgete: FoG = 1p.

F' est essentiellement surjectif. En effet, soit Y €
obj(D), on a

ey :FoGY)>SY

— F est pleinement fidele. En effet, si f : A — B est
un morphisme de C, alors le diagramme suivant com-
mute :

A1 g

o] g

GoF(A) &% Go F(B)
Ainsi, 'application

Home (A, B) — Home(GFA,GFB)
f— GFf

est bijective d’inverse

grnpogony.

Ainsi, GF est pleinement fidele, donc F' est fidele et
G est plein. De méme, F'G est pleinement fidele, donc
G est fidele et F' est plein.

> « <= ». Soit F': C — D pleinement fidele et essentielle-
ment surjectif. On va construire G : D — C tel que
- n:FoG=idp;
~—e:GoF =idc.

— Construction de G : D — C. Soit Y € obj(D) alors
il existe X € obj(C) tel que FX = Y. On note cet
isomorphisme ey : FGY — Y. Pour que la famille des
(ey)y définisse une transformation naturelle, il faut
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que, pour toute fleche f : A — B dans D, le dia-
gramme

A—L B

o] s

FGA 55 rpGB

commute ssi egFGf = fea, ssi FGf = 5 fea. On
acg'fea € Hom(FGA, FGB).
Or, F est pleinement fidele, il existe donc une unique

flache u : GA — GB telle que Fu = e3' fea. On pose
G f = u. Montrons que ceci définit bien un foncteur.

» Soit A € obj(D). Le diagramme

A—14 o4

EAT EAIagl

FaA 22 paa

commute. Par unicité, G14 = 1g4.
o Soient A, B,C' € obj(D)et f: A— Betg: B—
C deux foncteurs. Le diagramme

gof
Am(?

EA B EcC
FI;A Fer, FI:B SR FI?C

Feseras=r(Geses

commute. Par unicité, Ggo Gf = G(g o f) donc
G est un foncteur, et € : FG = 1p est un isomor-
phisme naturel par construction.

— Il nous reste a construire n : GF = 1¢. Soit X €
obj(C). On dispose d’un isomorphisme (epx : FGFX —
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FX) e Homp(F(GFX),F(X)). Or, F est pleinement
fidele, il existe alors une unique fleche ny : GFX — X
telle que Fnx = epx. On a que epx est un isomor-
phisme et F' pleinement fidele, d’ou nx est un isomor-
phisme.

De plus,
Erx © é‘;ﬂ;— = idFX = F(ldx)
= Fnx oy

=F(nxog)
=nx o g =idy.

Soit f : A — B dans C. On veut que que le diagramme
suivant commute. Le diagramme

A—L B

A 4

GFA S5 gFB

commute ssi np o GFf = fony ssi F(ngo GFf) =
F(f ona), qui, apres calcul donne nrp o FGFf =
Ffoepys. Or, le diagramme suivant commute :

FA— . FB

EFAT EFBT

FGFA 5 poFB

Ainsi, n : GF = 1¢ est un isomorphisme naturel.

]

Remarque 1.4. Un foncteur préserve les diagrammes commuta-
tifs.
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1.3 Sous-catégories.

Définition 1.16. Soit C une catégorie. Une sous-catégorie C' de
C est une catégorie telle que
1. 0bj(C’) € 0bj(C);
VA, B € obj(C'),Home/ (A, B) € Home(A4, B) ;
VA € 0bj(C’),14 € Home (A, A);
V(f:A—=B),(¢g: B—C)eCl,goc f=goc f.

Note 1.1. On dit que C’ est une sous-catégorie pleine si on a
I'égalité dans 2. Il suffit donc de préciser les objets de C’ pour
définir les fleches. On note alors C’' C C.

Définition 1.17 (Squelette). Soit C une catégorie. Un squelette S
de C est une sous-catégorie pleine telle que obj(S) contient un et
un seul objet de chaque classe d’isomorphisme de C.

Exemple 1.12. Avec fdVecty, un squelette peut étre définir par
les objets IK™ pour n € IN.

Exemple 1.13. Si on admet I'axiome du choix pour les catégories,
toute catégorie admet un squelette.

Proposition 1.6. Soient C une catégorie et S C C un squelette.
Alors S et C sont équivalentes.
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Preuve. On considere le foncteur d’inclusion

F:S—C
A— A

f—1f

On sait que F est pleinement fidele (car il induit I'identité sur
les fleches et S pour sous-catégorie pleine, i.e. Home (A, B) =
Homg(A4, B)). Soit Y € obj(C), alors, par définition d'un sque-
lette, il existe X € obj(S) tel que X =2 Y avec F' : X — Y
I’isomorphisme, d’ou F' est essentiellement surjective et F' équi-
valence (par le théoreme). O

Définition 1.18. Une catégorie C est dite essentiellement petite
si elle est équivalente a une petite catégorie.

Remarque 1.5. Ca équivaut a dire que C admet un squelette qui
est une petite catégorie.

Exemple 1.14. La catégorie fdVect est essentiellement petite.
En effet, le squelette {IK" | n € IN} est une petite catégorie.

La catégorie fGroup des groupes finis est essentiellement petite.
En effet, tout groupe fini est isomorphe a un sous-groupe de &,,

ott n € IN. Ainsi, obj(S) = |U,cn{G | Gsous-groupe de&,, }.

Définition 1.19. Deux catégories C et D sont dites duales si CP
et D sont équivalentes : il existe FF : C - D et G : D —» C
deux foncteurs contravariants, et deux isomorphismes naturels
n:FG=1pete:GF = 1c¢.

On dit alors que F' est une dualité et que G est une dualité quast
muverse.
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Exemple 1.15. > C est toujours duale a C°P;
> la composé de deux équivalences est une équivalence;
> la composée de deux dualités est une équivalence ;
> la composée d’une dualité et d’une équivalence est une dua-
lité ;
> la composée d’une équivalence et d’une dualité est une dua-
lité ;
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2 Diagramme dans une
catégorie.

Définition 2.1. Soit J une petite catégorie, on appelle J-diagramme
dans une catégorie C tout foncteur F : J — C.

Exemple 2.1. > Le diagramme
idA1 i(flA2
0 0
Al A2 )

est défini par : Jy = {1,2} et J; = {idy,ids} avec
F:J—C

Al >A2 )A3.

Définition 2.2. On dit qu’un diagramme F' : J — C est commu-
tatif si pour tous F'(L) et F(K) avec L et K deux objets de J,
tous les morphismes de source F'(L) et de but F/(K) sont égaux.
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