Theéorie des caracteres.

1 Exercice 1. Rappels de cours

Montrer que :
1. une représentation (V, p) est irréductible si, et seulement si on

a (xv,xv)=1;
2. deux représentations (V,p) et (V',p') sont isomorphes si, et
seulement si Xy = Xv.

1. On procede en deux temps.

> « = ». SiV estirréductible alors, par le lemme de Schur,
on a dim Homg(V, V) = 1 et donc

<XV7XV> = dim HomG(V, V) =1

> « <= ». Sion éerit V = ,_, W™ ot W, est une re-
présentation irréductible, deux ) deux non isomorphe, et
avec ny > 1. Ainsi,

(xv,xv) = <XVaancXWk> = anz<XV7XWk> = Zni
k=1 k=1 k=1

Or, (xv,xv) =1 donc Y ;_,ni =1 avec ngy > 1. On en
déduit que r =1 et n; = 1. Ainsi V est irréductible.

2. Soient (V,p) et (V',p’) deux représentations de G. On décom-
pose V. = > 5 Wi avec les Wy irréductibles, et deux a
deux non isomorphes. Or, (xv, xw,) = nk.
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>« = » Si(V,p) = (V' p), alors il existe u € GL(V, W)
tel que pour tout g € G,

p(g) =uop(g)ou.

Ainsi, xv(g) = Tr(p(g)) = Tr(p'(9)) = xv/(g9). On en
conclut xy = xy.

>« <= » Sixy = xv alors (xv, xw,) = nx et donc

Ve (B W=V

WireIa

2 Exercice 2. Représentation d’une action de
groupe
Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini X. On note égale-

ment Oy, ...,0 les orbites de X sous ’action de GG. On définit la re-
présentation associée a cette action de la maniere suivante : on pose

Vx = @ Ce,,
zeX

et g € G agit sur Vx par

qg- ( E awel,> = E AgCq.g-
zeX reX
1. Montrer que xy,(9) =#{z € X | g -z = x}.
o G o £ s o
2. a) Montrer que Vi est engendré par les eq, := ), €a-
b) En déduire que le nombre d’orbite de X est égal a dim(V<).

On suppose que laction de G est transitive. La représentation se
décompose donc en 1 & H ou H ne contient pas de sous-représentation
isomorphe a la représentation triviale.

3. On fait agir G sur X x X de maniére diagonale. Montrer
queé Xvy,x = XVx-
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4. On dit que G agit deux fois transitivement si #X > 2 et pour
tous couples (x1,y1), (z2,y2) € X x X avec x1 # 1 et xo # Yo
il existe g € G tel que g - (x1,y1) = (%2, y2).

Montrer que G agit deux fois transitivement si et seulement si
l'action G ~ X x X a deux orbites.

5. Montrer que G agit deux fois transitivement si et seulement
si (Xi,,1) = 2 si et seulement si H est irréductible.

Applications :
6. On prend l'action naturelle de &,, sur [1,n].

a) Retrouver que Vx se décompose en une somme de deux
représentations irréductibles 1 ® H.

b) Calculer le caractere de la représentation standard.

7. On prend l'action par translation de G sur lui-méme. Calculer
le caractere de la représentation réguliere.

1. On considére la base duale (e}).ex de (e;)zex. Alors, pour
tout g € G, on a

xvx (9) = Tr(px(9))

=#{reX|g v=u}
2. a) On sait que
Vi={veVx|VYgeG, g -v=nu}

Or,

g - €o, = E €gx = § €x = €o;,

z€0; xeb;

donc ep, € V¥, et donc vect((eg,);) € V<. Réciproque-

ment, soit v € V¢, On écrit v = Y zex Ac€sz. Alors, pour

tout élément g € G, g - x = x donc A\, = A, pour tout
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x € X. Autrement dit, si x,y € 6; alors A\, = A\, =: Xg,.
Donc

k k
v = Z Aoy = Z Ao, Z Cr = Z/\@ie@i € vect((eq,):),
zeX i=1 ze0; i=1

d’ou 'inclusion réciproque et donc I’égalité.
b) Les (ee,) forment une famille libre car les (e;) le sont et car
les ©; forment une partition de X. Ainsi,

dim (V) = dim vect((eg,);) = k.
3. On fait agir G sur X x X par action diagonale, c’est a dire que

g (z,y) = (g 2,9 y).

Ainsi, pour g € GG, par combinatoire,

Xviux (9) = #{(z,y) € X X X | g+ (7,y) = (z,9)}
= (#{reX|g-z=21})
= (v (9))™

4. Soit D := {(z,z) | x € X}. C’est une orbite de 'action de G
sur X x X par transitivité de 'action G ~ X. Ainsi, on a la
chaine d’équivalences suivante :

G "~ X x X admet deux orbites

!

(X x X)\ D est une orbite

!

Vo, #y1, 22 # 42,39 € G, g - (x17$2) = ($27y2>,

d’ou I’équivalence.
5. On ré-écrit les propriétés étudiées :
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(i) G agit deux fois transitivement sur X ;

(#i7) H irréductible.

>« (1) = (i) »
(e 1) = (s 1) = 5 0n )

geG

= dim(v)?xX) = dim(v)?xX)‘
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