Relations d’équivalence,
quotients, premieres
propriétés des groupes.

1 Exercice 1.

1. Donner un isomorphisme f : R/Z — S, ou $* est le cercle unité
de R? et R/Z est le groupe quotient de R par son sous-groupe
distingué 7.

Soient F et F' deux ensembles et soit f : E'— F' une application.
2. a) Montrer que la relation binaire sur E définie par
x~y = f(z) = f(y)

est une relation d’équivalence.

b) On pose X := FE/~. Soit 1 : E — X Tlapplication ca-
nonique. Montrer qu’il existe une unique application f :
X — F telle que f = fom.

c) Montrer que f est une bijection sur son image.

1. On commence par considérer ’application
g:R/Z — uw1($h)
rZ — ¥

ot u : C — R? est I'isomorphisme canonique de R? et C. Mon-

trons trois propriétés.
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> C’est bien défini. En effet, si k € Z, alors e?"(@+k) — 2ime
par a 2m-périodicité de cos et sin.

> C’est bien un morphisme. En effet, si 27, yZ € R/Z, alors
on a

9(2Z +yZ) = g((x + y)Z) = exp(2ir(z +y))
= exp(2inx) - exp(2imy)
= g(2Z) - 9(yZ).

> C’est une bijection. En effet, 'application réciproque est
I'application u=!($') 3 2 — (arg2)Z.
On en conclut en posant I'isomorphisme f :=uog: R/Z — $'.
2. a) On a trois propriétés a vérifier.

> Comme f(x) = f(z), on a x ~ x quel que soit = € E.
> Six ~ vy, alors f(z) = f(y) et donc f(y) = f(z) et on

en déduit y ~ x.
> Six~yetyn~ z alors f(x) = f(y) = f(z), et on a

donc x ~ z.

b) La fonction f est constante sur chaque classe d’équivalence
de E par ~. On procede par analyse synthese.

> Analyse. Si f © X — F existe, alors f(z) = f(x)
quel que soit x € E, ou T est la classe d’équivalence
de z. L’application f est donc unique, car déterminée
uniquement par les valeurs de f sur les classes d’équi-
valences de .

> Synthése. On pose f(Z) := f(z), qui est bien définie
car f est constante sur les classes d’équivalences de ~.

¢) Montrons que f: X — im f est injective et surjective.
> Soient Z et 7 dans X tels que f(z) = f(g). Alors, on
a f(x) = f(y) et donc x ~y d'ou T = ¥.
> On a, par définition, im f = f(X).

D’ou, f est une bijection sur son image.
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2 Exercice 2. Parties génératrices

1. Soit X une partie non vide d’un groupe G. Montrer que (X),
le sous-groupe de G engendré par X, est exactement I’ensemble
des produits finis d’éléments de X UX !, ot X! est I'ensemble
défini par X' :={z7! |z € X}.

2. Montrer que le groupe (Q, +) n’admet pas de partie génératrice
finie.

3. Montrer que (Q*, x) = (—1,p € P), ot P est I'ensemble des
nombres premiers.

1. Soit H l’ensemble des produits finis d’éléments de X U X 1.

> L’ensemble H contient X. De plus, H est un groupe. En
effet, on a H # () car e = zz~* € H ot x € X. Puis, pour
deux produits z =1+ -z, € Het y =91+ ym € H (ol
les z; et les y; sont des éléments de X U X ') on a
vyt =wwayyt oy
qui est un produit fini d’éléments de X U X!, c¢’est donc

un élément de H. On en conclut que H est un sous-groupe
de G contenant H. D’ou H > (X).

> Soit K un sous-groupe de G contenant X. D’une part, on
sait que X U X! C K. D’autre part, si ¢ = 2, --- 2, oll
l'onaxz, € XUX! CK,alorsz € K car K est un
groupe. On en déduit que H < K.

Ainsi, H est le plus petit sous-groupe de GG contenant X, il est
donc égal a (X).
2. Supposons, par l'absurde, que (Q, +) = (& @...,qn> On

Q1’ q2
pose Q H -1 q;, lelS on considere Q+1 < Q

Montrons que ’on peut écrire tout élément de <p L. f]i> sous
la forme . En effet, par la question 1, on considere

T = Zel avec ¢; €{—1,1} et [ fini,
el i
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un élément quelconque du sous-groupe engendré. Et, en mettant
au méme dénominateur, on obtient p'/[[,c; ¢ = x. On obtient
donc bien )
AR Ly pi

Q Y

ou le produit au numérateur contient un nombre fini de termes.

i

Or, ﬁ € @ ne peut pas étre écrit sous la forme p/Q) car Q + 1
et () sont premiers entre eux. C’est donc absurde ! On en conclut
que (@, +) n'admet pas de partie génératrice finie.

3. Notons E := (—1,p € P). Soit § un rationnel strictement posi-
tif. On suppose a et b positifs. On décompose a et b en produit

de nombre premiers :

a:Hpi et b:Hpj.

iel jeJ
On a donc a € F et b€ E. On en conclut que § € E.

Si ¢ € Q* est un rationnel tel que a,b < 0, on a § = % ek

d’apres ce qui précede.
Si 3 € Q est un rationnel négatif, alors on a |%| € F, mais on
a donc également ¢ = (—1) x || € E.

On en conclut que Q* C E et on a égalité car £ C Q* par
définition de E comme sous-groupe de Q*.

3 Exercice 3. Ordre des éléments d’un groupe

Soient g et h deux éléments d’un groupe G.

1. a) Montrer que g est d’ordre fini si et seulement s’il existe
n € IN* tel que g" = e.
b) Montrer que si g est d’ordre fini, alors son ordre est le
plus petit entier n € IN* tel que g" = e. Montrer, de plus,
que pour m € 7, g = e si et seulement si I'ordre de g
divise m.

1 1

2. Montrer que les éléments g, g~ et hgh™ ont méme ordre.
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3. Montrer que gh et hg ont méme ordre.
4. Soit n € IN. Exprimer l'ordre de g™ en fonction de celui de g.
5. On suppose que g et h commutent et sont d’ordre fini m et n
respectivement.
a) Exprimer l'ordre de gh lorsque (g) N (h) = {e}.
b) Méme question lorsque m et n sont premiers entre eux.

c) (Plus difficile) On prend m et n quelconques. Soient a :=
min{f € N* | ¢* € (h)} et b € N tel que g* = h®. Démon-
trer que l'ordre de gh est an/pged(n, (a + b)).

6. En considérant

0 —1 0 1
=) e s (0,

montrer que le produit de deux éléments d’ordre fini ne I’est pas
forcément.

1. On rappelle que 'ordre de g est défini comme #(g). On le note
naturellement ord g.

a) On procede par double implication.

> Si g est d’ordre fini, alors (g) est fini et donc I'appli-
cation

07— (g)
n+— g"

est un morphisme non injectif. Il existe donc un entier
non nul n € Z \ {0} tel que n € kerp, i.e. g" = e.
> Si g" = e alors (g) = {g" | i € [0,n — 1]}, qui est fini.
Ainsi g est d’ordre fini.
b) Si g est d’ordre fini, alors le morphisme ¢ (défini ci-avant)
est surjectif et non injectif. Soit p = min(ker ¢ NIN*). Alors
les g' pour i € [0, p — 1] sont distincts et constituent (g).

Sin € Z est tel que g" = e. On écrit n = ¢ x (ordg) + r
la division euclidienne de n par ord g, avec 0 < r < ord g.
Et,

e=g"=(¢"")g" =g,
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d’ot1 ¢" = e. On en déduit que r = 0 et donc ord g divise n.

2. D’une part, (g) = (¢g7!), d’'ott ordg = ordg~!. D’autre part,
pour n € N, on a (hgh™')" = hg"h™!, et donc I'équivalence

J"=e = (hgh_l)" = e,

d’ott ord g = ord(hgh™1).

3. On a hg = h(gh)h™! et par la question précédente, on a que
ord(hg) = ord(gh).

4. On a

ord g" = min{k € N* | g"* = ¢}
1
= — min ((ord g)Z N nZ N IN*)
n
_ ppem(ord g, n)

n
ord g

~ pecd(ordg,n)’

5. a) Si(g)n ()z{e}et(gh) = e alors g* = h™* € (g) N (h).
D'ou, g* = h™F =

4 Exercice 4.

Soit G un groupe.

1. On suppose que tout élément g de G est d’ordre au plus 2.
Montrer que G est commutatif.

2. Montrer que G est commutatif si et seulement si l'applica-
tion g — g~ est un morphisme de groupes.

1. Pour tout g € G, on a g?> = e. Ainsi, pour tout g € G, on a g
est son propre inverse. Ceci permet de calculer

gh=g"'h=g""h"" = (hg)™" = hy,
d’ou G est commutatif.
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2. On note ¢ : g — g%, et on procede par équivalence.

G est commutatif <= Vg,h € G, gh = hg
= Vg heG, (gh)™"=(hg)™
Vg, hecG, (gh)'=g'h!

< Vg,h€G, ¢(gh)=d(g) o(h)
<= ¢ est un morphisme.

5 Exercice 5.

Soit ¢ : Gy — G5 un morphisme de groupes, et soit g € GGy d’ordre
fini. Montrer que ¢(g) est d’ordre fini et que son ordre divise I'ordre
de g.

On utilise habilement 'exercice 3 : pour tout h € G, h™ = e si et
seulement si 'ordre de h divise m. Soit n l'ordre de g (qui est fini
car Gy d’ordre fini). Ainsi,

(6(9))" = d(g9") = d(e1) = ea.

On en déduit donc que ¢(g) est d’ordre fini et qu’il divise n = ord g.

6 Exercice 6.

Soient G et Gy des groupes, et ¢ : Gy — G5 un morphisme de
groupes.
1. Soient Hy (resp. Hs) un sous-groupe de Gy (resp. G). Montrer
que ¢(Hy) (resp. ¢~ (Ha)) est un sous-groupe de Gy (resp. G1).
2. Montrer que H, est un sous-groupe distingué de G5, alors ¢~ ( H>)
est un sous-groupe distingué de G.
3. Montrer que si ¢ est surjective, I'image d’un sous-groupe dis-
tingué de GGy par ¢ est un sous-groupe distingué de G.
4. Donner un exemple d’un morphisme de groupes ¢ : G; — Gs
et de sous-groupe distingué Hy < Gy tel que ¢(Hy) n’est pas
distingué dans Gb.
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1. Remarquons que ey € ¢(Hy) # 0 et que ey € ¢~ (Hy) # () car
on a ¢(ey) = ey. Pour a,b € ¢(H;), on sait qu'il existe z,y € H;
tels que ¢(x) = a et ¢(y) = b. Alors,

ab™" = ¢(x) P(y) ™" = ¢(Qy;i) € ¢(H1),

d’ott ¢(H;) est un sous-groupe de Go. Pour a,b € ¢~(Hs), on
sait que ¢(a), ¢(b) € Hy Alors, on a

Plab™) = @ ¢(b)" € H,

€H> EH>

d’ot ab™! € ¢ (H,) et donc ¢(H;) est un sous-groupe de Gs.
2. Supposons H, <G5 et montrons que ¢~ 1(Hy) < Gy. Soit un élé-
ment g € Gy quelconque, et soit h € ¢~ (H,). Alors,

d(ghg™") = ¢(g) &(h) 6(g)™" € Ha,

car ¢(h) € Hy et que Ho < Gy. Ainsi, ghg™! € ¢~ 1(H,). On a
donc g ¢~ (Hy) g7t C ¢ (H,), quel que soit ¢ € G1. On en
déduit que ¢! (Hy) est distingué dans Gj.

3. Suppsons ¢ surjective, on a donc I'égalité ¢(G1) = G. Suppo-
sons de plus que H;<G1. Montrons que ¢(H) est un sous-groupe
distingué de Gs. Soit g € Gy = ¢(G1) quelconque, et soit un élé-
ment h € ¢(H,). Il existe donc x € Gy et y € Hy deux éléments
tels que ¢(y) = h et ¢(x) = g. Ainsi

ghg™" = ¢(z) d(y) d(w) ™" = d(ayz™") € G(Hi)

car H; distingué dans G et donc xyz~' € H;. Ainsi ¢(H;)<Gs.
4. On considere le morphisme

fi (R +) — (GLo(R), )
e (5 1)
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et le sous-groupe distingué R <R. On a

VmeR\{O},@@ @ :(317 ?)%f(lR)-

MeGLa(R)  f(z) M~1eGL2(R)

Ainsi, f(R) 4 GLy(R).

7 Exercice 7.

Soit G un groupe et soient H, K deux sous-groupes de G. Montrer
que H U K est un sous-groupe de G si et seulement si on a H C K
ou K C H.

On procede par double implications.

> « = ». Supposons que H U K soit un sous-groupe de G. Par
I’absurde, supposons que H € K et K ¢ H. Il existe donc deux
éléments h € H\ K et k € K\ H. Considérons hk € HU K.

— Si hk € H, alors h™'(hk) € H et donc k € H, absurde!
— Si hk € K, alors (hk)k™ € K et donc h € K, absurde!

On en déduit que H C K ou K C H.

> « <= ». Sans perte de généralité, supposons H C K. Ainsi,
ona HU K = K qui est un sous-groupe de G.

8 Exercice 8. Classes a gauche et classes a
droite

Soit H un sous-groupe d’un groupe G. Montrer que I'on a une bijec-
tion canonique G/H — H\G.

On note S™! = {s7! | s € S} pour un sous-ensemble S de G. Alors
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nous avons 1'égalité (aH) ' = Ha ' et (Ha)™* = a ' H. En effet,

(aH)™' ={ah|hec H} ! (Ha) ' ={ha|he H}*
={(ah)™" | h € H} ={(ha)"" | h € H}
={hta' | heH} ={a'h' | he H}
={ha ' |hec H} ={a'h|heH}
= Ha™* =a 'H.

Il existe donc une bijection canonique

f:G/H — H\G
aH +— (aH)™' = Ha™*.

O Exercice 9. Normalisateur

Soit H < G un sous-groupe d’un groupe G. On dit que x normalise
si tHx™' = H. On note Ng(H) I'ensemble des éléments de G qui
normalisent H. C’est le normalisateur de H dans G.

1. Montrer que Ng(H) est le plus grand sous-groupe de G conte-
nant H et dans lequel H est distingué.

2. En déduire que H est distingué dans G si et seulement si on a
l'égalité G = Ng(H).

1. Commengons par montrer que Ng(H) est un sous-groupe de G
contenant H.

> L’élément neutre normalise H, car eHe™' = H. D’ou, le
normalisateur de H est non vide.

> Soient x et y deux éléments qui normalisent H. Alors, zy
normalise H :

(xy)H (zy) ' =oyHy ‘2~ =xHo ' = H.
> Soit € G qui normalise H. Alors ! normalise H :
v 'Hr=H <= Hx=2H <= H=axHxz ",

et cette derniére condition est vérifiée car x normalise H.
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> Soit h € H. Alors h normalise H. En effet,
hHh ' = Hh™' = H,

car h™' € H et puis car h € H.

On en conclut que Ng(H) est un sous-groupe de G contenant H.

Par définition de Ng(H), on a que H <Ng(H) : quel que soit x
qui normalise H, on a (par définition) xHz ' = H.

Il ne reste plus qu’a montrer que tout sous-groupe N O H tel
que H < N vérifie N C Ng(H). Soit N un tel sous-groupe, et
un élément x € N. Ainsi Ha~! = H, d’oll « normalise H. On
a donc bien 'inclusion N C Ng(H).

Ceci démontre bien que Ng(H) est le plus grand sous-groupe
de G contenant H et dans lequel H y est distingué.

2. D’une part, si H est distingué dans G, alors le plus grand sous-
groupe de G contenant H et dans lequel H est distingué est G.

D’autre part, si G = Ng(H), alors tout élément = € G vérifie
I'égalité xtHx~! = H et donc H < G.

10 Exercice 10. Construction de ()

Soit E := 7 x (Z \ {0}). On définit ~ sur E par (a,b) ~ (a’,b") dés
lors que ab’ = a'b.

1. Montrer que ~ est un relation d’équivalence sur E. Si (a,b) € E,

a

on note § son image dans I /~.

2. Munir E/~ d’une structure de corps telle que Z. s’injecte dans
le corps E/~.

3. Similairement, pour un corps k, construire k(X) a partir de
I'ensemble k[ X].

4. Construire 7. a partir de IN.

1. On a trois propriétés a vérifier.
> Si (a,b) € E, alors ab = ab donc (a,b) ~ (a,b).
> Si (a,b) ~ (a',V), alors ab' = a'b et donc (a',b') ~ (a,b).
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> Si (a,b) ~ (a/,V) et (a/, V) ~ (a”",1"), alors
a'ab't’ = d'd'bb" = a'ba’t’ = a’'ba"V,
et donc a'b'(ab” — a”b) = 0. Par anneau integre, on a une
disjonction de cas :
—sid =0, alorsa=a"=0;
— si b =0, alors absurde car V/ € 7\ {0};
— siab” —a"b=0, alors on a ab” = a"b.
Dans les deux cas, on obtient bien (a,b) ~ (a”,0").
2. On munit £/~ de deux opérations « & » et « @ ».

> On pose l'opération § @ 5 := % qui est bien définie car,

si 'on a (a,b) ~ (a', V'), alors

(ad + b, bd) ~ (a'd + Ve, V'd) <= (ad + be)t'd = (a'd + V'c)bd
— abd® = d'bd?,

ce qui est vrai car (a,b) ~ (a’,b'). On peut procéder symé-
triquement pour (¢, d") ~ (c,d).

> On pose 'opération § ® < := {< qui est bien définie car, si
l'on a (a,b) ~ (a’,b'), alors

(ac,bd) ~ (d'c,b'd) <= acb/d = d'cbd,

ce qui est vrai car (a,b) ~ (a’,0'). On peut procéder symé-
triquement pour (¢, d’) ~ (¢, d).

Montrons que (E/~, @, ®) est un corps.

> La loi @ est associative : on a
_ _ adf+cbf+ebd
ie(Ges) =(Gedes="5F"

par associativité de +.

> La loi @ est commutative par commutativité de +.

> La loi @ possede un élément neutre % € E/~.

> Tout élément ¢ possede un symétrique (5*) pour @ par
rapport a %
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> La loi ® est associative : on a
(505 =(105)®% =5

par associativité de x.

> La loi ® est distributive par rapport a @, par distributivité
de x par rapport a +.

> La loi ® possede un élément neutre % € E/~ pour ®.
> Tout élément non nul # possede un inverse g par rapport
2l
On en conclut que (E/~,®,®) est un corps.

Finalement, on considére 'injection

f:7— E/~
C’est bien une injection car, si % = kT', alors k x 1 = k' x 1

et donc k = k. On a, de plus, que f est un morphisme de
groupes (Z,4) — (E/~,®) :

Fl) @ fK) =% = B8 — f(h4 &),
3. On pose F':= k[X] x (k[X]\ {Oxx}), et la relation
(P,Q)~ (P,Q) < PQ =PFQ.

Cette relation est une relation d’équivalences (comme pour la
question précédente, et car k est un anneau integre). On pose
ensuite k(X) := F'/~. Comme dans la question précédente, on
peut donner une structure de corps avec les mémes définitions
(en replacant les entiers par des polynémes de k). Les propriétés
découlent toutes du fait que (k, +, x) est un corps.

4. On pose Z := IN?/~, ou la relation d’équivalence ~ est définie
par

(a,b) ~ (d',V) < a+b0 =0b+d.
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11 Exercice 11.

Soit E := C[X] le C-espace vectoriel des polynémes a coefficients
dans C et P € C[X]| un polynéme de degré d € IN*.
1. Montrer que I'ensemble (P) := {QP | Q € C[X]} est un sous-C-
espace vectoriel de C[X].
2. Déterminer un isomorphisme entre C[X|/(P) et le C-espace
vectoriel Cy4_1][X] des polynémes de degrés inférieurs a d — 1
de C[X].
3. Montrer que la multiplication dans C[X]| induit une structure
de C-algébre sur C[X|/(P).

12 Exercice 12.

Soit G un groupe et H un sous-groupe strict de GG. Montrer que 1’on
a l'égalité (G\ H) = G.

13 Exercice 13.

Soit G' un groupe fini. Montrer que G contient un élément d’ordre 2
si et seulement si son cardinal est pair. Montrer de plus que, dans ce
cas la, il en contient un nombre impair.

14 Exercice 14.

Soit G un groupe et ~ une relation d’équivalence sur G. On suppose
que G/~ est un groupe, et que la projection canonique 7 : G — G/~
est un morphisme de groupes.

Montrer qu’il existe un sous-groupe distingué H <G tel que pour tous
éléments x,y € G, x ~ y si et seulement si xy~' € H.
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15 Exercice 15.

Soit G un groupe et Sg I'ensemble des sous-groupes de G.
1. Démontrer que si G est fini, alors S¢ est fini.

2. Supposons Sq fini. Démontrer que tous les éléments de G sont
d’ordre fini, en déduire que G est fini.

3. On ne suppose plus que Sg est fini. Si tous les éléments de G
sont d’ordre fini, est-ce que G est fini ?
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